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Razdzial ten dotvezy podstawowyeh zasad mechaniki kwantowef, Najpierw omawiane
sq ebserwacie doswiadezalne, kidre provezvaily sie do obalenia pojed fizvki klasvez-
nej. Doswiadezenia te pokazaly, Ze coqstki nie maga preoyimowad dowelnef energii oraz
Ze pajecia kKlasvezne Lezgstki™ 0 fali™ przenikala ste wzajemnie. Obalenie mechaniki
fdasyeznef leglo u podsiaw skrvstalizowania sig nowyeh pojed § sformidowania mecha-
miki kwanrowej, W mechanice kwantowej waszystkie wiasciwosei wkfadu s wyrazane
za pomocg funkeji falowej, kidrg otrcymufe sig, rozwigzujge rownanie Schréidingera.
Zapeznamy sig o interpretacia finkefi falowef. W ezedol kovicowej preedstawione zo-
stang miektdre technikl mechaniki waniowe) wykoroystujace aperatory; preekoiamy
sig. Ze prowadzg one do Zasady niceznaczonosci, tasady obrazwjacef nafistomiejsze
odstepstwa od mechaniki klasyezne).

Aby zrozumied strukturg poszczegdlnych atoméw i czasteczek, powinni$my wie-
dzie¢, jak czastki subatomowe poruszaja sie pod wplywem dziatajgeych na nie sik
Poczatkowo spodziewano sie, Ze ruch atomdw i czastek subatomowych mozna opisac,
korzystajac z praw mechaniki klasyeznej, rozwinietej w siedemnastym wicku przez
Isaaca Newtona, poniewa? prawa te dobrze wyjasnialy ruch obiektow, z kiérymi spo-
tykamy sig na co dzief. oraz ruch planet. Jednakze od korica wieku dziewictnastego
preybywalo przykiadéw doSwiadczalnych pokazujacych, ze mechanika klasyczna za-
wodzi przy zastosowaniach do opisu malych czastek. Dopiero w latach dwudziestych
XX wieku odkryto wiasciwe pojecia i réwnania do ich opisu. W tym rozdziale opi-
seemy pojecia nowej mechaniki, nazywanej mechanika kwantows; bedziemy je sto-
sowal w pozostale] czefei podrecznika.

Poczatki mechaniki kwantowej

Podstawowe zasady mechaniki klasycznej streszezono w urzupelnieniu 4, W oskricie
pokazujg one, ze fizyka klasyczna 1) przewiduje dokladne trajektorie czastek, z do-
kladnie zadanymi polozeniem i pedem w kazdym punkcie czasowym oraz 2) poprzez
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11.1 Rozklady energili we wngoe ciala
doskonale czarnego w kilku temperaturach.
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kontrole przylozonyeh do ukdadu sil pozwala na wzbudzenie ruchdw translacyinyeh,
rotacyjnych i oscylacyjnych do dowolnej energii. Wnioski te sg zgodne z polocznvm
dodwindczeniem. Jednakze codzienne do$wiadczenie nie obejmuje poszczegdlnych
atomdw, Precyzyjne doSwiadczenia, w rodzaju opisanych poniZej, pokazujg. Ze me-
chanika klasvczna zawodzi, gdy stosuje sig j& do opisu przekazywania bardzo malych
iloéci energii i do obiektéw o bardzo malych masach.

11.1. Niepowodzenia fizyki klasycznej

W tej czesci opiszemy niektdre do$wiadczenia, kiére pokazaly, ze kilka pojgd me-
chaniki klasycznej jest nie do przyjecia. W szczegdlnodel zobaczymy, Ze 2 pomiardw
promieniowania ciala doskonale czarnego, pojemnosci cieplnych, widm atomowych
i czasteczkowych wynika, ze uklady mogg przyjmowaé energig tylko w okrelonych
porcjach.

al Promieniowanie ciala doskonale czarnego

Goracy obiekt emituje promieniowanie elekiromagnetyczne. W wysokiej tempera-
turze znaczna czesc promieniowania wystepuje w widzialnym obszarze widma. Ze
WZrastem temperatury generowana jest wzrastajaca ilos¢ krotkofalowego Swiatla me-
bieskiego. Takie zachowanie obserwuje si¢, gdy goracy pret Zzelazny Swiecacy na czer-
wono w miare dalszego ogreewania staje sie bialy, Zaleznosé zilustrowano narys, 111,
pokazujgcym, jak zmienia si¢ emitowana energia w zaleinosci od diugobei fali dla
kilku temperatur. Kreywe dotyezy emitera idealnego, ciafa doskonale czarnego, kidre
jest obiektem zdolnym zardwno do emisji, jak i do absorpcji promieniowania o wszysi-
kich czestoéciach, Dobrym przyblizeniem ciala doskonale czarnego jest maly otwdr
we wnece utrzymywanej wostale] temperaturze, poniewad promieniowanie, ulegajac
wewnatrz wneki wielokrotnej absorpeji 1 emisji, moze, przed wydostaniem sig na
ewnglrz otworl, osiggnaé riwnowage termiceng z¢ Sciankami wneki (rys. 11.2).
Rysunek 11.1 pokazuje, e maksimum emitowanej energii przesuwa sig ku mniej-
szym diugoéciom fali przy podnoszeniu temperatury. W rezultacie krétkofalowy
Logon” rozkladu energii w obszarze widrialnym ulega wzmocnieniu, a odbierany
kolor, jak juz wspomniano, przesuwa sig w strone fal niebieskich, Analiza danych po-
zwolile Wilhelmowi Wienowi (w roku 1893) sformutowaé prawo przesunigé Wiena

T himaks = 62 €3 =144 cm K (11.1)

gizie Apape jest dluposcia fali odpowiadajace] maksimum rozkiadu emisji w em-
peraturze T. Stala c2 nosi nazwe drugiej stalej promieniowania. Korzystajac z jej
warlodel, mozemy obliczvé, e Apa. = 2900 nm w temperaturze 1000 K.

Druga ceche promieniowania ciala doskonale czarnego zauwazyt w roku 1879 Jo-
zef Stefan, kidry badal catkowity gestosé energii £, czyli catkowitg energie promie-
niowania elektromagnetycznego we wnece podzielong przez jej objetoéé (€ = E/ V).
Przy podnoszeniu temperatury gestoSé energii pola elektromagnelycznego wewngirz
wneki (rys. 11.2) werasta; dokladniej biorac, prawo Stefana-Boltzmanna stwierdza,

e

E=al* (11.2a)

Nazwisko Ludwiga Boltzmanna jest zwigzane z tym prawem dlatego, ze podat on Leo-
retyezne wyjagnienie zjawiska. Prawo to wyrazane jest réwnie za pomoca emitancji,
M, czyli moey promieniowania' emitowanego przez jednostke powierzchni, Emitanc)a

"Moc jest to seybkosé dostarczania energii £, W ukladzie SI jej jednostks jest wat | W =
1157,
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jest miarg jasnofcl emisji. Poniewaz emitancja jest proporcjonalna do ges
we wnece, M jest takie proporcjonalne do T, mozemy wiec napisac

M=cT* o=561-10"W.m 2.k
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oicl energii

{11.2b}

Stala o nosi nazwe stalej Stefana-Boltzmanna. Z prawa Stefana—Boltgmanna wy-

nika, ze | cm® powierzchni ciala doskonale czarnego o temperaturze 100

D K promie-

niuje okolo 6 W w zakresie wszystkich diugoéci fali. Wyjainienie profnieniowania

ciata doskonale czarnego bylo powaznym wyzwaniem dla uczonych w

wiginastym; z czasem okazalo sig, ze wykracza ono poza moZliwosci fizyk]

Fizyk lord Rayleigh podjat probe opisu zjawiska na podstawie pojec fizyk
rozwazajac pole elektromagnetyczne jako zbidr oscylatoréw o wszystkicl
ceestosciach. Zaktadat, ze obecno$é promieniowania o czestosci v (1zn
fali & = ¢/v, pdzie ¢ jest predkodcig Swiatha) oznacza webudzenie oscyla
magnetycznego o fej czestofel (rys. 11.3). Rayleigh postuzyl sie zasady
energii (patrz wprowadzenie) do obliczenia Sredniej energii kazdego z

wicku dzie-
klasyeznej.
klasycznej,
mozliwych
o diugosci
tora elektro-
ckwipartycji
oscylatorow

rownej AT, Z niewielky pomocy Jamesa Jeansa otrzymal prawo Ravleigha-Jeansa

) BxkT
df = pdi g= e

(11.3)

gdzie p jest wspdlczynnikiem proporcjonalnosci pomiedzy di a gestdécia energii

w tym zakresie dlugofci fali; & jest stalq Boltzmanna (k = 1,381 - 10~
Na nieszezedeie (dla Rayleigha, Jeansa i fizvki klasycznej), chociaz

J-K1).
prawo Ray-

leigha-Jeansa dos¢ dobrze sprawdza sie w obszarze dlugofalowym (maltych czesto-

Scil, to zawodzl catkowicie w obszarze krdtkofalowym (duzych czestoscl)
ono, z¢ dla malejaevch dlugodel fali & p wzrasta nieograniczenie, nie

przez maksimum (rys. 11.4). Réwnanie to prowadzi do wniosku, 7e nawe
turze pokojowej silnie wzbudzane sq oscylacje o bardzo mabych diugosci

Przewiduje
przechodzae
w lempera-
peh fali (od-

powiadajacych obszarom nadfioletu, promieniowania rentgenowskiego, 4 nawet pro-

mieniowania ), Ten absurdalny wniosek, przewidujacy emisje duzych i

lofel energii

w obszarze duzych czestosci, zostal nazwany katastrofa nadfioletowq. Tak wiec,

wedtug fizyki klasycznej, nawet zimne ciala powinny promieniowac w
dzialnym i nadfioletu, ciala powinny $wiecié w ciemnoéci, w istocie nie |
clemnosci.

bl Prawo rozkladu Plancka

rakresie wi-
howinno byé

Niemiecki fizyk Max Planck badat promieniowanie ciata doskonale ezarnggo z punktu

widzenia termodynamiki. W 1900 roku odkryl, Ze moZna poprawnie opiy
cje doswiadczalne, przyimujac, ze energia kaidego oscylatora elektromy
provimuje wartofel fcifle zadane, dyskreme | nie moZe zmieniad sie w
walny, Propozycja ta jest sprzeczna z prawami fizvki klasyeenej (z Kidrej
stosowana przez Ravleigha zasada ekwipartycji energii), wedlug kidrej d
wszystkie wartofci energil. Ograniczenie wartosci energii do ciéle zadan

ac obserwa-
1enerveInego
sposab do-
wywodzi sie
pzwalone sq
veh, dyskret-

nych wartoéci nosi nazwe kwantowania energii. Planck siwierdzil, ie r‘Tuina opisad

obserwowany rozklad energii, jesli zalozy sie, Ze dozwolonymi energia

elektromagnetyeznego o czestosci v sa calkowite wielokrotodci i
E =nhv =Py

edzie h jest stalg fundamentalng, obecnie #nang jako stata Planchka.

1 oscylatora

(1L.4)

Na podstawie powyviszego zalozenia Planck wyprowadzil rozktad Plancka

= Bmhe

|
lf (c.lll:_."&k!' i 1 )

(11.5)
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11.5 Rosklad Plancka (réw. (11.5))
bardzo dobrze przewiduje wyiengcrony
dofwiadczalnie rozkiad enersi
promieniowania, Hipoleza Rwanowania
energii Plancka w zasadzie eliminuje
udziaty oseylalordw o duzych czestosciach
i malych dlugadeiach fali. Rozklad jest
zgodny 7 rozkladem Rayleigha—Jeansa dla
dukyeh diupodei fali
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Wyrazenie to zgadza sig bardzo dobrze z zaleZnodciy doSwiadezalng dla wszystkich
dhugoéei fali (rys. 11.5), a warto§¢ h, kibra jest parametrem (eorii, moZna otrzymac
w wyniku dopasowania. Obecnie przyjmuje si¢ warto§¢ stalej Plancka jako réwng
6,62608 - 107 J . 5.

Rozkiad Plancka przypomina prawo Rayleigha-Jeansa z wyjatkiem waznego czyn-
nika wyktadniczego w mianowniku. Dla malych dlugosei fali he/ART przyjmuje duze
wartoéci, natomiast e®/*T — oo szybeiej niz A% — 0; stad p — 0, gdy & — 0, czyli
v — oo. Tak wiec, zgodnie z doSwiadczeniem, dla duzych czgstoSci gestosé energii
zmierza do zera. W obszarze dlugofalowym, he/ikT < 1. mianownik w rozkiadzie
Plancka moZna zastapi¢ wyrazeniem

e IkT =, e so £
ot _1_([ m*'"‘)‘l“m

Podstawiajac to przyblizenie do réwnania (11.5), stwierdzamy, Ze rozklad Plancka
przyjmuje postaé prawa Rayleigha-Jeansa. Rozklad Plancka pozwala réwniei uzy-
skaé prawo Stefana—Boltzmanna i prawo Wiena. Pierwsze prawo otrzymamy, calkujae
gestoéd energii wzgledem diugosel faliod A =0 do A =oC

der 2n 'kt

a=— = (11.6)

2 4
— T T - ———
2 j; Eokzd g 15c2h3

Podstawienie wartosei stalych fundamentalnych daje wartodé o = 56,704 nW .m—= -
K~ zgodna z wartofcia dodwiadezalng. Prawo Wiena otrzymamy, wyznaczajac diu-
goéé fali, dla kedrej dp/di = 0, tzn, spelniony jest warunek maksimum funkcji
rozkladu, Przyrdwnujac do zera pierwszg pochodng rozkladu oraz pamigtajac, ze dla
odpowiednio matych dtugoéei fali ic/i > kT, otrzymujemy

hic

TA = — 11.7
maks Sk { )

Wynik ten porwala wyznaczye drugy stals promieniowania, ¢; = hiefk = 1,439 cm K,
réwnied zgodng 2 wartodeia dofwiadezalng. Latwo mozna sig przekonad, dlaczego ra-
wiodto podejécie Rayleigha oraz dlaczego udana okazala si¢ hipoteza Plancka. Ruchy
termiczne atomow Scian wneki ciala doskonale czarnego powoduja wzbudzanie oscy-
latordw pola elektromagnetyeznego. Wedtug praw mechaniki klasycznej, dzigki ener-
gii dostarczanej ze Scian wneki, wszystkie oscylatory pola, nawet t¢ o najwyzszych
czestoéciach, sa wzbudzane w tym samym stopniu. Webudzenie oscylatoréw o du-
zych czestoSciach prowadzi do Katastrofy nadfioletowej. Natomiast wedtug hipotezy
Plancka oscylatory moga zostaé wzbudzone tylko wtedy, gdy mogg uzyskaé energig
réwng co najmniej Av. W przypadku oscylatoréw o bardzo duzych czestoSciach ener-
gia ta jest zbyt duza, aby mogla byé dostarczona przez Sciany wngki. Oscylatory te

nie sa wzbudzane. Kwantowanie energii powoduje zmniejszenie udziatu oscylatoréw 388

o duzych czestodeiach, poniewaz nie moga one byé wzbudzane dostepng energia.

¢} Pojemnosci ciepine

Na poczatku XX wieku francuscy uczeni Pierre-Louis Dulong i Alexis-Thérése Petit
wyznaczyli pojemnodei cleplne szeregu jednoatomowych cial statych?, Na podstawie
dodé szczuplego zreszta materialu doSwiadezalnego wywiedli wniosek, ze molowe ,'..
pojemnosci cieplne wszystkich jednoatomowych cial statveh sq takie same i wynoszq
ak. 25 J ¢ K~V (w dzisiejszych jednostkach).

IJak wyjasniono w p. 2.4b, pojemnodd cieplna w stale] objglodel Cy jest zdefiniowana nastgpu- o
jaco: Oy = (AL/8T ). Mata pojemnnoéé cieplna wskazuje, fe zachodra duie zmiany temperatary

przy dostarezeniu danej ilodei ciepla,
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118 Dedwiadczalne molowe pojemnosc
cieplne w niskiej temperaturze oraz ich
zaleznodéd emperatiurows wedlug teorii
Einsteina. Rownanie [(11.9) odewierciedla
zupelnie dobree obserwowang zaleinosc,
lecz oblicrone wartosci sy wszedzie za
male
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Prawo Dulonga i Petita mozna latwo uzasadnic na podstawie fizyki Klasycinej.
Gdyby stosowaly sie prawa fizyki klasycznej, mozna by uzy¢ zasady ekwipartycji
energii do obliczania pojemnosci cieplnej cial statych. Wediug tej zasady srednia
energia atomu oscyviujgeego w ciele stalvm wokol Sredniego pofoienia rewnoOwagh wy-
nosi kT dla przesunieé w kazdym z kierunkdw. Poniewai kazdy atom moze oscylowac
w trzech kierunkach, $rednia energia kazdego atomu wynosi 3k7, a dla N atomow
catkowita energia wynosi 3NKT. Stad udzial tego rodzaju ruchu w molowej energii
Wewngirznej wynosi

U =3NET =3RT

poniewaz stala gazowa dana jest wzorem R = Nuk. Molowa pojernnoSé cieplna
w stalej objetosci (rown. (2.19)) powinna wige wynosic
Cin= =) =g 11.8)
vm=\57 ) = (1L

Wynik ten, 3R = 249 J- K=" mol™! jest uderzajaco zgodny z wartoscig Dulonga
| Petita,

W miare postepu technologicznegzo umozliwiajacego pomiary pojemnosci ciepl-
nych w niskiej temperaturze obserwowano znaczne odstgpstwa od prawa Dulonga i Pe-
tita. Stwierdzono, ze molowe pojemnosci ciepine w niskiej temperaturze dla wszyst-
kich metali sa mniejsze od 3R, malejac do zera, gdy T — 0. Einstein (w 1905 roku),
aby wyjaénié te obserwacje, przyjal, ze kazdy atom oscyluje wokdt swego pofoZenia
rwnowagi z ta samg czestodcia v. Nastepnie przyjal hipoteze Plancka ograniczajaca
energie oscylacji do wartosci dyskretnych, Scislej nhv, gdzie n jest liczby catkowitg.
Einstein obliczyt wkiad oscylacji atoméw do catkowite] molowej energii metalu (me-
tode opisano w p. 20.4), otrzymujac

o 31"\"-'.\}] Y
m = Chu/kT _ |

zamiast wyrazenia klasycznego 3 RT . Nastepnie, rézniczkujac Uy wegledem T, otrzy-
mal pojemnosé cieping. Otrzymane wyragenie jest znane jako wzdr Einsteina

TR 2 _ B ef /2T 9
Cyn=23Rf f—? EHET.__]_ (115

gdzie f = hv/k, temperatura Einsteina, wyraza w istocie czgstosc oscylacji ato-
mow; duzej czestosci odpowiada wysoka temperatura Einsteina.

W wysokiej temperaturze (gdy T 3> 8g) funkcje wykladnicze wystgpujace w funk-
cji f mozna rozwinaé nastepujaco: | 4+ 8g/T + ..., zaniedbujge WYZSZC WYTAZY.
Otrzymujemy

f_iig-[ | +66/2T + - 1,”
T T |48/ T+ 01

i(11.10a)

W rezultacie dia wysokiej temperatury otrzymujemy wynik klasyezny (Cym = 3R).
W niskiej temperaturze, gdy T < fg. mamy

HE I3IJ|-.__.'I'." HE AT
i ?(emr)z?e (11.10b)

Funkcja wykladnicza maleje do zera szybciej, niz 1/T dazy do nieskonczonosct:
stad [ — 0, gdy T — 0; dlatego tez pojemnoSc cieplna réwniez maleje do zera.
Przekonalismy sie, ze wzér Einsteina wyjasnia malenie pojemnosci cieplnych w ni-
skiej temperaturze. Przyczyna fizyczna udanej interpretacji polega na tym, Ze w ni-
skiej temperaturze tylko nieliczne oscylatory uzyskuja energie niezbedny do oscylacii.
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117 Modyfikacjs Debye’s teorii Einsteina
(réwn. (11.117) daje bardzo dobrg zgodnodé
# dofwiadezeniem. Dla miedzi T/8y =2, co
odpowiada 670 K
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1.8 Obszar widma promieniowania
emilowianepo przez atomy Zelaza sklada
sig 7 serii linii o okreflonyeh diugosciach
fuli (ezestosciach)
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W owyzsze] temperaturze jest wystarczajgcy zapas energii potrzebnej do wzbudze-
nia wszystkich oscylatordw; wkiad wnoszg wszystkie z 3N oscylatordw i pojemunose
cieplna osigza swojg klasyczng wartosc.

Zaleznosé temperaturowa pojemnoéei cieplnej wynikajgea ze wzoru Einsteina po-
kazano na rys. 11.6. Chociai ogdiny ksaztalt krzywej jest prawidiowy, to zgodnosc
numeryezna wistocie jest dodé staba. To slabe dopasowanie jest zwigzane z zaloze-
niem Finsteina, ze wszystkie atlomy oscyluja z ta sama czestoscig. W rzeczywistoscd
crestoéei oseylacii atomdéw pokrywajg przedzial od czestosci 0 do czgstoscl maksymal-
nej vp, Uwzeledniamy ten fakt. biorae $rednig po wszystkich dostepnych czgstosciach.
Otrevmujemy wzor Debye’a

T 3 pfnT .l'dl'ﬂ"'
=3| — —_—dx
=) [

gdzie By = hvp/k jest temperatury Debye’a. Calke w rdwnaniu (11.11) obliczamy
numerycznie: za pomocs komputera jest to catkiem proste. Szezegoly modyfikacii
podajemy na rys. 11.7: daje ona lepsza zgodnoéé 2 doswiadezeniem. Wprowadzajge
modyfikacje. nie kwestionujemy gtéwnej hipotezy dotyczace] kwantowania energii
kazdego z oscylatorow. Hipoteza ta jest konieczna do wyjasnienia wlasciwosci ter-
micznyveh cial stalvch.

Cvm=3Rf (11.11})

gl Widma atomowe i czasteczkowe

Nijbardziej przekonujacych argumentéw przemawiajacych za kwantowaniem energii
dostarczaja obserwace czestodel promieniowania absorbowanego i emitowanepo przez
atomy i czasteczki, Typowe widmo atomowe pokazuje rys. 118, natomiast typowe
widmo czasteczkowe — rys. 11.9. Oczywista cechy obu widm jest to, ze promie-
niowanie jest absorbowane i emitowane tylko przy pewnych dyskretnych czgstofciach.
Obserwacie e mozemy zrozumied, jedli energie atomdw 1 czasteczek rowniez sy ogra-
niczone do wartoéci dyskretnych; tylko wiedy energia moze by¢ oddawana i absorbo-
wana w scisle okreslonych porcjach (rys. 11.10). Wiedy bowiem, jeéli energia atomu
maleje 0 AE, to energia 1a unoszona jako promieniowanie o czestosci v = AE/h
pojawi sie w widmie jako linia,

11.2 Dualizm falowo-korpuskularny

Jak dotad przekonaliSmy sie. ze kwantowane sg energie pola elekiromagnetycznego
i oseviujgeveh atomdw. W tym rozdziale omdwimy przestanki dosSwiadczalne, kidre
doprowadzity do rewizji dwdich podstawowych poje¢ dotyczacych natury $wiata
Pierwszy eksperyment dowodzi, ze promieniowanie elektromagnetyczne — wedlug
fizyki klasycznej traktowane jako fala — wykazuje réwniez cechy czastek. Natomiast
drugi ekspervment pokazuje, e elektrony — wedlug fizyki klasyeznej traktowane
jako czastki — wykazujg réwniez wlasciwosci falowe,

2] Korpuskularny charakter promieniowania elektromagnetycznego

Obserwacja, #e promieniowanie elekiromagnetyczne o czgstosci v moze mief tylko
energie O, hv, Zhu, .., sugeruje, e mozemy traktowad je jako zawierajace 0,1, 2.. ..
czastek, kazda o energii hv. Jedli obecna jest jedna czastka, to energia wynosi hv, dla
dwoich czgstek energia wynosi 2hv itd. Czastki promieniowania elektromagnetycznego
nazywamy obecnic fotonami. Powstawanie dyskretnych widm atomowych i czgstec-
kowych mozemy zobrazowaé, rozwazajac atomy lub czasteczki jako penerujace foton
o energii hv, tzn. oddajgce energie o wartoéci A E z zachowaniem warunku AE = fv.
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11.9 Czasteczka zmienia swidj stan,
absorbujae promieniowanie o okreslongj
czestodel. Sugeruje to, Ze moZe ona miec
nie dowolne, ale dyskretne wartoSci energii.
Pokazanoe ceesd widma, zwigzancgo

z oscylacia | rowcjs, czasteczki tlenku
azotu(l) (N20)
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11,90 Obecnodé linii spektralng] moZna
wytlumaczyd przy zalozeniu, Ze czasteczka
emituje foton, przechodzac pomigdiy
dwoma dyskretnymi posiomami energil.
Crestosd emilowanego promieniowania
jest tym wieksza, im wieksza jest zmiana
energii
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Przykiad 11.1 Obliczanie liczby fotonow

Oblicz liczbe fotondw emitowanych w ciagu 1 sekundy przez wysyfajaca 26te Swiatlo
lampe o mocy 100 W, Prayimij jako diugosé fali Swiatta 26itego wartodc 560 nm oraz
100% wydajnosci $wietlnej lampy.

Metoda Kazdv foton ma energie hu, 1ak wiec liczba fotondw odpowiadajacych ener-
gii £ wynosi E/ v, Aby skorzystad z lego rownania, musimy znaé crestosé pro-
mieniowania (Z zaleZnodel v = of4) oraz catkowita energig emitowana przez lampe.
Ta ostatnia dana jest iloczynem moey (P, wyraionej w watach) i czasu (E = Pr).
Na ogdt, aby uniknaé bleddw zaokrgglenia i innych bledéw numerycenych, najpierw
wykonujemy operacje algebraiczne, aby nastepnie podstawié wartodei liczhowe we
WZOTZE KOncowyIm,

Odpowiedz Liczba fotondw wynosi
E Pr nPr
“hv hie/n) | he
Podstawienie danych liczbowych daje

_ (5.60-107 m)-(100J.57h) (1.0 8)
T 6,626 107H J.5) - (2,998 108 m-5-1)

=2,8.10%

Komentarz Pourzebowalibyémy 40 minut do wytworzenia | mola takich fotondw,

Zadanie 11.1 Ile fotondw generuje w ciagu 0,1 s monochromatyczny (o pojedynczej
crestodei) dalmierz o diugosei fali 1000 nm i mocy 1 mW ?

[5-10"]

Dalszego potwierdzenia korpuskularnej matury promieniowania dostarczajg nam
pomiary energii elektrondw powstajacyveh w efekcie fotoelektrycznym. Efekt ten po-
lega na wybijaniu elektronéw z metalu podczas napromieniania nadfioletem. Efekt
fotoelekirvezny ma nastepujuce wiadciwosci:

I. Mie obserwuje si¢ wybijania elektrondw, o ile czestofé promieniowania nie
przekroczy charakterystycznej dla metalu wartosci progowej, niczaleinie od natgzenia
promieniowanii.

2. Energia kinetyczna wybitych elektrondw roénie liniowo z cz¢stoScig padajacego
promieniowania, natomiast nie zalezy od jego natgzenia.

3. Elektrony wybijane sa natychmiastowo, jesli czgstos¢ promieniowania jest wigk-
sza od wartodci progowe], nawel przy najmniejszym natgZeniu promieniowania,

Druga ceche efektu fotoelekirycznego ilustrujg wyniki dodwiadezalne narys. 1111,
Obserwacje doSwiadczalne sugerujy, Ze efekt fotoelektryczny polepa na wybiciu elek-
tronu uczestmiczaceso w zderzeniu z czyms przypominajacym czgsike, niosgcym ener-
gie wystarczajaca do wybicia elektronu z metalu. Jesli zalozymy, e dotyczy to fotonu
o energii hv, gdzie v jest czestoscia promieniowania, to na podstawie prawa zacho-
wania energii energia kinetyczna wybitego elektronu powinna spefniaé zaleznosé

i =hv— @ (11.12)

W wyrazeniu tym & jest praca wyjScia, wielkoscig charakterystyczng dla metalu.
Jest to energia potrzebna do przeniesienia elektronu z metalu do nieskoriczonosci
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crestodé padajgcegoe promicniowania, v

14,11 W efekeie foelekiryeznym nie
obserwuje sie wybijania elekirondw, gdy
eZestose promieniowania jest mniejsza od
pewnej warteéei charaklerystyeznej dla
metaly, Dla czgstoscl powyie tef warlpdcl
energia kinetyczna zmienia sig liniowo

2 crestodciy padajacego promicniowanis

energia potrzebnn
do usunigcin
elektronu = metaly

276 11 TEORIA KWANTOW: WSTEP | POSTULATY

(rys. 11.12). Jesli hv < @. wyhijanie elektronow za pomocg §wiatla nie moie za-
chodzi¢, poniewaz foton nie ma dostateczne] energii. Wniosek ten wyjasnia nam ob-
serwacje 1. Rownanie (11.12) przewiduje, ze energia kinetyczna wybitego elektronu
powinna rosngé liniowo z czgstoscia, zgadnie z obserwacjy 2. Jesli foton ma wystar-
czajaca energie i w zderzeniu z elektronem oddaje cala energie, powinnismy oczeki-
wad pojawienia si¢ elektrondw bezposrednio po zderzeniu. Wniosek ten zgadza sig
z obserwacja 3.

bl Falowa natura czastek

Poglad. e $wiatlo sklada sig z czastek, byl juz proponowany wezedniej, zostat jed-
nak odrzucony jako sprzeczny z ugruntowang falowsd naturg §wiatta, Matominst #aden
z uznanych uczonych nie glosit pogladu, Ze materia ma wlasciwodei falowe, Jednakie
doéwindczenia wykonane w roku 1925 zmusity uczonych do takiego wniosku, Najwaz-
niejszy eksperyment wykonali fizycy amerykanscy Clinton Davisson i Lester Germer,
ktdrzy zaobserwowali dyfrakeje elektronow na krysztale (rys. 11.13). Dyfrakcja jest
charakterystyczna wiasciwoscia falowa, wystgpujacy gdy zachodzi interferencja fal,
nakladanie sie maksimow i miniméw fal. W zaleznoéel od tego, czy interferencja
jest konstruktywna, czy destruktywna, pojawiaja sig obszary zwickszonej lub zmniej-
szonej intensywnoSct. Davisson 1 Germer swij sukees zawdzigezali szezgsSliwemu
przypadkowi, poniewaz wzrost temperatury spowodowat rekrystalizacjg ich polikry-
stalicznej probki. Uporzadkowane w ten sposob plaszczyzny atomdw zadzialaly jak
siatka dyfrakcyjna. Prawie w tym samym czasie pracujgcy w Szkocji G. P. Thomson
pokazal, 7e wiazka elektronéw ulega dyfrakeji przy przechodzeniu przez cienky folig
ze zlota.

energia Kinetvezna
wybitego elekironu

wigzkn
clektronowa

=1
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11.12 Efekt foroelekiryezny moina wyjasnic, jesh 1113 Doéwiadczenie Davissona—CGermen.
przyjmiemy, ze promieniowanie sklada sie 2 fotondw o energii Rozpraszanie wigzki elektronéw na krysziale niklu
proporcjonalne] do czestoéel promieniowania. a) Energia wykazuje pmisny natedenia charakterystyczne dla
fotonu nie jest wystarczajaca do usunigcia elektronu 2 metalu. doswiadezenia z dyfrakejg, w kidrym fale rozchodzgee
b Foton ma energie wigkszg niz energia potrzebna do sie w raznyeh laerunkach imerferupg konstruktywnie
wybicia elektronu, Nadmisr energii jest unoszony w plstac lub destrukiywnie

enerpii kinetycanej fooelekirony (wybitego elektronu)

R
i
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11,14 Tustracja relacji de Broglie’a
pomigdzy pedem i dlugosciy fuli. Z czastky
rwigzana jest fala (wkrdtce preekonamy. sig,
e fala ta bedgie funkcjg falown czastki).
Ceastka o duiym pedzic ma funkeje falowy
o malej diugodei fali 1 na odwrdt

11.2 DUALIZM FALOWO-KORPUSKULARNY 277

Doéwiadczenie Davissona—Germera powiérzone pdiniej z innymi czastkami
{w tym 2 wodorem czasteczkowym) pokazuje, Ze czastki maja wiasciwosci falowe. Wi-
dzielismy wezesnie], Ze fale promieniowania elektromagnetycznego maja wladciwoéel
czastek. W ten sposob zblizyliSmy si¢ do najbardzie] istotnego aspektu wspolczesnej
fizvki. W skali atomowej klasyczne pojecia czqstki i fali stapiaja sig. czastki uzyskuja
cechy falowe, a fale — cechy czastek.

Pewien krok w kierunku uzgodnienia tych wlasciwodci zostal zrobiony jui weze-
éniej przez francuskiego fizyka Louisa de Broglie'a, kidry sugerowat, ze kazda crastka,
nie tylko foton, poruszajaca sig z pgdem p powinna charakteryzowac si¢ dlugoscia
fali dang relacjy de Broglie'a

h

== (11.13}
P

Oznacza to, ze czastka o wigkszym pedzie ma mniejsza dhugosc fali (rys. 11. 14}, Ciata
makroskopowe maja tak duzy ped (nawet gdy poruszajy sie wolno), ze ich dlugoscl
fali sa niewykrywalnie mate 1 nie obserwujemy ich wiadciwosci falowych.

Przyklad 11.2 Obliczanie diugosci fall de Broglie'a

— m——

Oblicz dlugosé fali elektrondéw przyspieszonych ze stanu spoczynkowego za pomocq
rdznicy potencjatow 40 kV.

Metoda Aby skorzystaé # relacji de Broglie'a, musimy znaé ped p elektronow. Za-
uwaimy, ze energin. jaka uzyskujg elektrony przyspieszane w obszarze o roznicy
potencialéw V, wynosi eV, gdzie e jest wartoscig tadunku elektronu. Po zakonczeniu
przyspieszenia cata energia, jaka uzyskaty elektrony, jest w postaci energii kinetycznej,
p*/2m.. Ped wyznaczymy, przyréwnujac p*/2m, do eV. Jak poprzednio, wykonamy
obliczenia algebraiczne, zanim podstawimy dane liczbowe.

odpowiedz Wyraienie

;E_— =eV ma rozwiazanie p = (2meV)'"*
2.
Z relacji de Broglie'a
A f
e ————
(2m eVl
Podstawienie danyeh i statych fundamentalnych (2 wewngtrzne) strony przedniej oklad-

Y- daj
H):cae 6,626 1072 1.5

A= [2-(9.109- 10~ kg) - (1.609 - 10-1% C) - (4,0 10* V)}'/2

=6/1+107 % m

Komentarz Diugosc fali 6,1 pm jest mniejsza od typowe] diugosel wigzan w czg-
steczkach (ok. 100 pm). Elektrony przyspieszane w opisany sposob sg uZywane w me-
todzie wyznaczania strukiury czgsteczek za pomocq dyfrakcji elektrondw (p. 21.10).

Zadanie 11.2 Oblicz dlugosé fali neutronu o energii réwne] kT w temperaturze

300 K.
[178 pm]

—,——
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Mozemy teraz stwierdzié, Ze nie tylko promieniowanie elekiromagnetyczne ma
cechy klasycznie przypisywane czastkom, lecz rdwniez elektrony (i wszystkie inne
czastki, korpuskuty) maja cechy klasycznie przypisywane falom. Ten tgczny, korpusku-
larny i falowy, charakter materii i promieniowania nosi nazwe dualizmu falowo-kor-
puskularnego. Dualizm jest sprzeczny z podstawami fizyki klasyeznej, gdzie czastki
i fale sa traktowane jako catkowicie oddzielne indywidua. PrzekonaliSmy sig, ze ener-
gie pola elekiromagnetycznego i materii nie mogg zmieniac sig w sposcb ciagly.
W przeciwieristwie do mechaniki klasycznej, w kidrej energia moze zmienial sig
w sposob cigely, dla malych obiektéw nieciqglosé energii jest bardzo istotna. To cal-
kowite niepowodzenie mechaniki klasycznej w odniesieniu do matych obicktdw wska-
zywato na falszywosé jej podstawowych koncepeji. W miejsce mechaniki klasycznej
musiata zostaé sformulowana nowa mechanika.

Dynamika ukfadéw mikroskopowych

Zamiast ruchu czastki po Scisle zadane) drodze mechanika kwantowa uwzglednia du-
alizm falowo-korpuskularny materii, przyjmujac, Ze czasteczka jest rozmyta w prae-
strzeni podobnie jak fala. W tym momencie to stwierdzenie moze wydawac sig dziwne:
juz whrétce zinterpretjemy je bardziej szezegdtowo, Fala, ktéra w mechunice kwan-
towe] zastepuje klasyczne pojecie trajektoril ruchu, nosi nazwe funkcji Falowej i
(sl

11.%2 Rownanie Schrodingera

W roku 1926 fizyk austriacki Erwin Schriidinger podal réwnanie pozwalajgee znaleic |
funkcje falowa dowolnego ukiadu, Niezalezne od czasu rownanie Schridingera dia '
crastki o masie m i energii £, poruszajace] si¢ w jednym wymiarze, ma postac

h* d*

—_— e L Vi = B 11.14
i dix? il ¥ l /

Czynnik V(x) oznacza energi¢ potencjalng czastki w punkcie x, A (czytane jako 1
h-kredlone) jest wyzodna modyfikaciy stalej Plancka

h J

B e 10545721072 e - (11.15) 3

) o
Rozne sposoby wyrazania réwnania Schridingera, uwzgledniajace zaleZnosé czasowa ;
funkcji falowej i wigksza liczbe wymiardw, podajemy w tabeli 11.1. W rozdziale 12 :
bedziemy poszukiwaé rozwiazan rownamia Schrodingera dla szeregu waznych przy-
padkiw, w tym rozdziale zajmiemy sig gléwnie znaczeniem réwnania, interpretacjy
jego rozwiazad i zrozumieniem, jak wynika z niego kwantowanie energii.

Tabela 11.1 Rdwnanie Schriddingera i

Dla ukladdw jednowymiarowych:

# &y

SN iy = Ey
Im dx? \EIW ¥

gdzie V(x) jest energig potencialng ceastki, o E jest jej energig calkowitg. Dla uktaddw trojwy-
miarowych:
B
—j‘—v'w + Vi = Ey

Lftl
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pdzie V moze zalezed od poloiena, a V2 (.nabla kwoadrat™ mao postad
5 i e i
Ve = = s ey
s Ty an
Dla ukladéw majgcveh symetrie sferyeeny

#2o2a 1

Vi = F +—I—+—.,.I"|.:
gr= Foar ol
adzie
1 S i 4

—_— e —— — in
sin” & d- simd df de?

Wopreypadke ogdlnym rownanic Schrodingera zapisujemy nastgpujaco:
Air = Elr
gdzie H jest hamiltonianem ukiadu
o :
H=——WV"4V
2ne
Zmiany ukladu w crasie apsuje eownanie Schridingera zalefne od czasu

i
HY =ih—
i

Uzasadnienie 11.1

Réwnanie Schriidingera powinnismy traktowaé jako postulat, podobnie jak réwna-
nia ruchu Newtona, przekonamy sig jednak, ze mozna je uczynié bardziej zrozu-
miatym, zauwazajac, Ze z rdwnania tego wynika relacja de Broglie'a dla swobod-
nie poruszajacej sig czqstki. Najpierw przepiszemy rownanie (11.14) w postaci

d*r 2m

Iiti =) hE
Jesli potencjal ma stata wartos€ V', to rozwigzanie rownania ma postad

— 142
3o izt
#7

[E— Vi)

yr = ™ = coskx + isinkx

Usyliémy tutaj relacji e = cosx + isinx, gdzie i = (—1)"?. Zauwazmy,
ze coskx (lub sinkx) reprezentuje fale o diugoéci & = 2m/k. Mozemy sig
o tym przekonaé, pordwnujac cos kx ze standardows postacig fali harmonicznej,
cos(2ma /A, Wielkodé E — V jest rowna energii kinetyczne] czastki, Ey, czyli
k= (2mE, /A2, Stad wynika, ze E, = k*h*/2m. Poniewai Ey = p®/2m,
wigC mamy
Zatem ped jest zwizrany 2 diugofcig fali funkeji falowej zaleznodcig

2n  h h

A

F=_—-——-.-

A 2m
Otrzymali§my relacje de Broglie'a.

11.4 Interpretacja Borna funkcji falowej

Podstawowy postulat mechaniki kwantowej stwierdza, ze funkcja falowa zawiera
wszystkie informacje dynamiczne o uktadzie, kidry opisuje, Na razie ograniczymy sig
do informacji dotyczacej lokalizacji czastki, Interpretacie funkcji falowej za pomoca



prawdopodobiensiwo
= Ipd’dy

11.15 Funkcja falowa W reprezentuje
amplitudg prawdopoedobierstwa, tzn. kwadrat
jei modute (=g, czvli |4 7) jest ggstodeiy
prawdopodahiedstwa, Prawdopodobienisiwo
rnalezienin czastki w obszarze pomiedzy
a x + dy jest proporcionalne do [y [Fdx

11.16 Wedbug imterpretacii Boma funkcji
falowe] w przestrzeni trdjwymidrows]
przyimujemy, ze prawdopodobienstwo
znalezienia czastki w elemencie objetosc
dr = drdydz w zadanym polozeniu r jest
proporcjonalna do iloczynu dr § wartesc
[r[* w rym poloZzeniu
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pajecia lokalizacji czastki zaproponowal Max Born. Wykorzystal on analogie do teo-
rii falowej $wiatla, w ktdrej kwadrat amplitudy fali elektromagnetyczne) w zadanym
obszarze interprefuje si¢ jako natgzenie swiatla, a stad (na gruncie teorii kwantow)
jako miarg prawdopodobiefstwa znalezienia fotonu w tym obszarze. Interpretacja
Borna funkeji falowej dotyczy kwadratu funkeji falowej (lub kwadratu jej moduiu,
[Wrl* = "y, jeshi ¥ jest funkcia z.n:sputnnu_]J. Zpodnie z nig wartosc [ w ja-
kimé punkcie jest proporcjonalna do prawdopodobieristwa znalezienia czastki w tym
punkeie. Scislej biorge, dla uktadu jednowymiarowego (rys. 11.15):

Jeéli funkcja falowa czastki ma wartos¢ ¥ w punkcie x, to prawdopodo-
bieiistwo znalezienia czgstki pomigdzy x a x + dx jest proporcjonalne do
|| *dx.

Tak wiee || jest gestoscia prawdopodobienstwa. Aby otrzymaé prawdopodobien-
stwo, nalezy ja pomnozyé przez dlugodé nieskonczenie malego obszaru dx, Sama
funkcja jest nazywana amplituda prawdopoedobienstwa. Dla czgstki poruszajace] sie
w trzech wymiarach (na przykiad elektronu w poblizu jadra atomu) funkcja falowa
zalezy od polozenia r o wspélrzednych x. v, z. a jej interpretacja jest nastgpujaca
(rys.-tl.16)

Jedli funkeja falowa czgstki ma warto$c  w polozeniu r, to prawdopodo-
bienstwo znalezienia ceastki w nieskoniczenie matej objetosci dr = dadydz
w tym poloZeniu jest proporcjonalne do [y *dT.

Poslugujac sie interpretacja Borna, omijamy problem dotyczacy ujemnych (w ogol-
nodci zespolonych) wartoéei . poniewas |W|* przyjmuje wartosci rzeczywiste i nie-
ujemne. Ujemne (lub zespolone) wartosci funkeji fulowej nie majy zadnego bezposred-
niego znaczenia; bezposrednie znaczenie ma tylko kwadrat modutu, wielkos¢ dodatnia.
Obszary, edzie funkcja falowa przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jok 1 ujemne,
mogy odpowiadaé duzym prawdopodobienstwom znalezienia czastki (rys. 11.17). Da-
lej preekonamy sig jednak, Ze obecnos¢ obszarow, w kidryeh funkeja falowa prayjmuje
wartodei ujemne i dodatnie, ma duze znaczenie posrednie, poniewaz daje mozliwosc
interferencii konstruktywnej i destruktywnej pomigdzy roznymi funkcjami falowymi.

Przykiad 11.3 Interpretacja funkcji falowej

W rozdziale 13 przekonamy sie, e funkcja falowa elektronu w najnizszym stanie
energetycznym atomu wodoru jest proporcjonalna do expl—r/ap), gdzie ap jest stalg,
natomiast r jest odlestoseia od jadra. (Zauwazmy, e ta funkcja falowa zalezy tylko
od odleglosci, a nie zalezy od wspotrzednych katowych). Oblicz weglgdne prawdopo-
dobiefistwo znalezienia elektronu wewnatrz elementu przestrzennegoe o objgtosc 1.0
pm?, matego w stosunku do wielkosci atomu, potozonego: a) na jadrze, b) w odle-
ghodcl ag od jadra

Metoda W stosunku do rozmiardw atomu wielkosé elementu przesirzennego jest na
tyle mata, ze mozemy zaniedbaé zmiany 1 wewnatrz elementu i zapisac prawdo-
podobiedstwo P jako proporcjonalne do gestosci prawdopodobieristwa (W™ o jest
tutaj funkcja rzeczywista) w interesujgcym nas punkcie pomnozonej przez element
objetoéci dV. To znaczy P ox yr=d V.

*Aby otrzymac funkeje sprzedong o7 z funkejy |, sastgpujeny | przez —i. N preykiad funkejy
sprzezong = e jest e Jegli funkeja jest reeceywisia, to P =1

R st pT
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1117 Znak funkeji falowej nie ma
bezpofredniego znaczenia AZycznego.
Zardwno dodatnie, jak 1| ujemne obsiary
funkcji fmlowes] cdpowizdajg takim samym
geslofeiom prawdopodobienstwa (pokazand
W #a pomocy wykresu kwadra modulu o
i odwzorowans stopniami szareici)
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OdpowiedZ W obu przypadkach dV = 1.0 pm®. a) Na judrze r = 0, mamy wige
Poce’ - (1,0 pm’) = (1.0) - (1.0 pm?)
by W odleglosci r = ag 1 w dowolnym kierunku mamy
Poce™ - (1,0 pm') = (0,14} - (1,0 pm’)
Stad stosunek prawdopodobienistw wynosi 1.0/0,14 =7, L.
Komentarz Zauwazmy, ze bardziej prawdopodobne jest znalezienie elekironu na ja-
drze (czynnik 7.1) niz w takiej samej objetnsci polozone] w odlegtosci ap od jadra

Elektron o tadunku ujemnym jest preyeiagany przez jadro o ladunku dedatnim, stad
latwiej znaleZé elektron w poblizu jgdra.

Zadanie 11.3 Funkcja falowa dla najnizszego poziomu energetycznego jonu He™ jest
proporcjonalna do ™. Powtdrz obliczenia dla tego jonu. Skomentuj wynik,

[55, funkcia fulowa jest bardziej zwarta]

al Normalizacja

Rownanie Schridingera ma tg wlasciwos¢ matematyozna, #e jesli W jest rozwiaza-
niem réwnania, o rdwniez N jest jego rozwigzaniem, prezy czvm N jest dowolng
stafa, Mozemy to sprawdzié., zauwazajye, fe W wystepeje w Kazdym czlonie rdw-
nania (11145, stad staly czynnik sig upraszeza. Swoboda mnozenia funkcji flowej
preez staty czynnik oznacza, 7e zawsze mozna znaleid taka stala normalizacyjng
N, aby proporcjonalnoé, o ktdrej mowa w interpretacji Borna, byta rownoscig. Aby
znale#é stala normalizacyjni, zauwazmy, 2e dla unormowanej funkeji falowe] N
prawdopadobienstwo znalezienia czastki w obszarze dr jest rowne (N * )Ny )dx
(preyjmujemy, ze N jest liczby rzeczywista). Sumowanie prawdopodobierstw znale-
zienia czastki po catej przestrzeni musi byé réwne |, poniewaz prawdopodobieristwo
#nalezienia czastki gdziekolwick wynosi 1. Zapisany matematycznie ostaini wioiosek
ma nastepujaca postac:

N:fﬂr'yﬁ'd_r =1 (11.16)

gdzie catkowanie rozciaga sig na caly dostgpna dla czastki przestrzed (na preyklad
od —no do +oo, jeéli crastka moze przebywad w nieograniczonym obszarze). Stad
otrzymujemy

N 2 (11.17)
[_.'1r..-"t;5’d.r}L i

Tak wiec obliczajac catke, mozemy otrzymaé wartos¢ N, a stad ,znormalizowac”
funkcje falows. Odtgd. o ile nie zaznaczymy oddzielnie, zawsze bgdziemy uzywac
funkcji falowych znormalizowanych do I3 tzn. odtad zaktadamy, ze W juz zawiera
czynnik, ktdry zapewnia, ze (w jednym wymiarze)

fu’r'wd.x:l (11.18)
Dla wzech wymiardw funkcja falowa jest znormalizowana, gdy

j Wiy dedyds = (11.19)



11,18 Wspdlrzgdne sferyeene
wykorzysiywane wodyvskus)i ukladdw
o symetrai sleryoznej

1115 Pokrycie calej powierzchm sfery
osiggamy, Zmieninjac § od 0 do s,

a nastepnie obracamy dookola otrzymany
tuk, zmiecniyge ¢ w preedziale od 0 do 2=
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lub zapisujac to w sposob bardeie] awarty
j wibdr =1 (11,200

gdzie dr = dydyvdz. We wszystkich calkach tego typu catkowanie rozeigga sig na
caty przestrzen dostepna dla czgstki. Z ukladami majacymi symetrig sferyezng najlepiej
pracowad we wspotrzednych sferyeznych, r, &, @ (rys. 11.18):

¥ =rsinfcosgd v = rsinf sing z =rcosd (11.21a)
Element ohjetodei we wspilrzednych sferyeznych wynosi
dr = risind drdf de (11.21h)

Aby ohjgé cata przestrzen, promien zmienin sig od 0 do oc, kat 8 podajacy odchylenie
od kierunku z zmienia sig od 0 do w, nutomiast azymut ¢ zmienia sig od O do 2n
(rys. 11.19),

Przykiad 11.4 Normalizowanie funkcji falowej

Znormalizuj funkeje falowy atomu wodoru z pravktadu 11.3.

Metoda Cheemy znalesé czvnnik N zapewniajacy, 7e calka w rownaniu (11.20)
jest rdwna jednodcl. Poniewai funkcja falowa jest sferveznie symetryezna, rozsadnie
bedzie wykonad obliczenie we wspdtrzednych sferycznych:

OdpowiedZ Musimy obliceyé nastepujaca catke:

[pae e ([T rvmar) ([ noss) ([ e0)
: » 1]

r) a
= A 'I_I'_H['-: TR T[:Ilal."'u"'

Abyv calka byla rdwna |

/2
! /
]'[ﬂl-'l

i znormalizowana funkcja falowa ma postad

| Fird
tr= L @i
— 3
Ty

Komentarz Jesli powtdrzymy prykiad 11.3, to moZemy leraz otrzymad rzeczywi-
ste prawdopodobiefstwa znalezienia elektronu w kazdym polozeniu, a nie wartosci
wzpledne. Wiedzac, 7e (wartodé ta bedzie otrzymana w dalszej czeSei) ap = 52,9 pm,
otrzymujemy: a) 2.2 109, co adpowiada 1 szansie na 500 000 sprawdzen obecnosci
elektronu w elemencie ohjetodel, oraz b) 2.9 - 107, co odpowiada | szansie na 3.4
miliona.

Zadanie 11.4 Znormalizuj funkcje falowa podang w zadaniu 11.3,
(N =8/na])!?]
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11,20 Moiliwa do przyigcis funkcjs Falowa
musi spelniaé ostre wymagania. a) Mie do
preyjecia, poniewnz jest nieciagla. b) Nie
do preyjecia, peniewai jej nachylenie jest
nieciagle. ¢} Nie do przyjecia, poniewaz
preyjmuje wiele wartodei. d) Nie do
przyjecia. poniewaz przyjmuje nieskofczenie
duze wartosci w obszarze o skofczong)
srerokpic
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Wielkosé [|*dr jest bezwymiarowym prawdopodobieristwem, a dt ma wymiar
objetosci, (diugosc)?, gdzie d jest liczba wymiaréw przestrzennych. Dlatego tez wy-
miar unormowane] funkcji falowej wynosi 1/(dlugoéé)?/?. Dla jednego wymiaru prze-
strzennego d = | i unormowana funkcja falowa ma wymiar 1/(dlugosé)!/?. Dla ukia-
déw trojwymiarowych funkeja falowa ma wymiar 1/idtugosé)’’*, o czym przekonali-
$my sie w przykfadzie 11.4,

) Kwantowanie

Interpretacja Borna naklada powazne ograniczenia dotyczace moizliwych do preyje-
cia funkcji Falowych. Podstawowym ograniczeniem jest to, #e 1 nie moze dagzyé do
nieskoriczonodci®, Jesli by tak bylo, to catka w rdwnaniu (11.20) bylaby nieskor-
czona, a staly normalizacyjna przyjmowalaby warto§é zero. Unormowana funkcja by-
laby rdwna zern wszedzie z wyjatkiem obszaru, gdzie jest nieskodczona, co jest nie
do przyjecia, Wymaganie, aby lunkeja & byvla wszedzie skoficzona, eliminuje wiele
z mozliwveh rozwiazan réwnania Schridingera, poniewas wiele matematycznie moz-
liwych rozwigzaf rosnie nieograniczenie i dlatego nie mogq one by zaakceplowane
7 Azyvomego punkio widzenia, Whrotce spotkamy kilka przykiadow,

Wymaganie, aby funkcja ¢ byla skoriczona, nie jest jedynym ograniczeniem wy-
nikajacym z interpretacyi Borna. Mozemy sobie wyobrazi¢ rozwigzanie réwnania
Schridingera (spotkamy je w p. 12.6) dajace wigcej niz jedna wartodé |¥]* w po-

jedynczym punkcie, Z interpretacji Borna wynika, ze takie rozwigzania sg nie do

przyjgcia, poniewaz absurdalne byloby wigcej niz jedno prawdopodobierstwo znale-
zienia czastki w jakimé punkcie. Ograniczenie to wyrazamy warunkiem, aby funkcja
falowa preyjmowala tylko jedng wartos¢ w kazdym punkcie przestrzeni.

Réwnanie Schrivdingera rdwnieZ narzuca pewne ograniczenie matematyczne do-
tyczace typu mogacych si¢ pojawiac funkcji, Poniewaz jest ono rownaniem rdinicz-
kowym rzedu drugiego, wiec aby rownanie stosowalo sig wszgdzie, druga pochodna
v musi byé dobrze zdefiniowana. Moina obliczyé druga pochodng tylko wiedy, gdy
funkcja jest ciagta (funkcja nie wykazuje naglych zmian, rys. 11.20) oraz jesli jej
pierwszid pochodna, nachylenie funkeji, jest ciagta (funkcja nie ma zalaman)?

Przekonali§my sie, #e funkcja v musi byé ciagta, mie¢ ciagle nachylenie, by¢ jed-
nowartosciowa i byé skoriczona wszedzie. Porzadna funkcja falowa nie moze réwniez
znikaé wszedzie, poniewaz czastka, ktora funkcja opisuje, musi sig gdzies znajdowac.
Powyzsze ograniczenia sj tak powazne, ze mozliwe do przyjecia rozwigzania row-
namia Schrisdingera na ogdl nie istnieja dla dowolnych wartosei energii £. Innymi
stowy, czastka moze mied niko pewne energie, w przeciwnym razie funkcja falowa
byviaby fizyeznie nie do provjecia. Oznacza to, ze energia czastki jest kwantowana, Mo-
zemy znale#é dopuszczalne energie, rozwigzujac rownanie Schridingera dla rdznych
rodzajéw ruchdw i przyjmujae tylko te rozwiazania, ktére spelniajy podane wezesniej
ograniczenia. Bedzie to zadaniem nastepnego rozdzialu.

4Nieskodczenie ostre maksima sy dopuszezalne vlko wiedy, gdy majg rerowy szerokosc, Praw-
diwym ograniczeniem jest to, ze funkejs falowa nie moze byé nieskoriczona w jokimkolwick skor-
czonym obszarze, W elementarne] mechanice kwantowej prostsee ograniczenie, na skoficzonodd
. jest wystarcrajgoe.

"Sa takie wypadki, i spotkamy sig 2 nimi, e dopuszczalne funkeje falowe majg zalamania.
Sytuacia laks moze wystapié, gdv energia potencjalng ma osobliwe wilabciwodei, takie jak nagly
wzrst do nieskoficzonodci, Kiedy energia potencjalna jest skoficzona i porzadna, nachylenie funkeji
fulowei musi by¢ ciqgte: jesli energia potencialna staje sie nieskoficzona, nachylenie funkeji falowe)
nie musi byé ciagle. Sa jedynie dwa preypadki takiego zachowania w elementarne) mechanice
kwantowej. Wspomnimy o tych osobliwodciach, kiedy je napotkamy,
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11.21 1) Kwadrn modutu funkcji falowe)
odpowiadajace) $cifle zadanemu pgdowi
jest staly, co odpowisda jednakowemu
prawdopodobiensiwn znalezienis

czgstki gdziekolwiek: b) Rozkind
prawdopodobienstwa odpowindajgey
superpozycjl standw o rakich samych
wiclkodciach pedu. lecz o praeciwnych
kierunkach poruszania sig

b
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Postulaty mechaniki kwantowej

Poprzednio stwierdzilismy. ze funkcja falowa zawiera calg motliwg do uzyskania infor-
macje o dynamicznych whasciwosciach czgstki (na przyklad o jej polozeniu i pedzie),
Przekonaliémy sie, ze interpretacja Borna méwi nam. jaka informacjg mozemy uzy-

ska¢ odnoénie do lokalizacji czastki, W jaki wige sposdb mozemy znaleZ¢ dodatkowe

informacije?

11.5 Informacja zawarta w funkcji falowej

Réwnanie Schrivdingera dla czastki o masie m poruszajacej sig swobodnie rdwnolegle
do osi x 7 zerowq energiy potencjalng (V = 0 wszedzie) ma postac

h* g d=yr
— = Ef 11.22
2m d_'l.' i [ )

Rozwigzania tego rownania majg postad
" e
ikx pe EU—IFC.L A 1 []!.131]
2m

gdzie A1 B sg stalymi. Aby przekonac sig. Ze W jest rozwigzaniem réwnania (11.22),
podstawimy je do lewej strony rdwnania i potwierdzimy, ze otrzymamy Elr.

l,il’-_:rlf

a) Gestosé prawdopodobienstwa
Przyjmijmy, ze w rdwnaniu (11.23) B = 0%, wtedy funkeja falowa upraszcza sie do
i = Aels (11,24)

Gdzie znajduje si¢ czastka? Obliczamy kwadrat modutu, aby otrzymac gestosc praw-
dopodobienstwa znalezienia czastki

piP = (At (Aek) = (A5 (Ae™) = |A (11.25)

Otrzymane prawdopodobienstwo jest niezalene od x; gdziekolwick sprawdzimy
wzdluz osi x, mamy takie samo prawdopodobienstwo znalezienia czastki (rys, 11.21a).
Innymi stowy. jesli funkeja falowa czastki jest dana rownaniem (11.24), nie jestesmy
w stanie okredlié, gdzie znajduje sie czastka. Taki sam wynik uzyskamy, jesli w rowna-
niu (11.23) funkeji falowej potoiymy A = 0; wiedy dla gestosci prawdopodobienistwa
otrzymamy staly wartosé (BT
Przyjmijmy 2z kolei. ze w funkcji falowej A = B. Wiedy rownanie (11.23) preyvbiera
postac
b= Ae® +e %) = 2A coskx (11.26)

a gestodé prawdopodobienstwa
[W1F = (2A coskx)*(2A cos kx) = 4|A]° cos™ kx (11.27)

Funkcje (11.27) zilustrowano na rys. 11.21b. Gestosé prawdopodobicfistwa zmienia
sie pomiedzy 0 a 4/4}%. Polozenia, gdzie gestodé prawdopodobiensiwa jest rowna

b obicymy piZniej, co okrefla wartosc A © B na ragie mozemy je traktowad jako arbirralnie
dobrane state,

'Z tego wynika, ze jezeli & jest dopuszezalne w zakrisie od —oc do +oo, W stale norma-
lizscyjne A i B majy wartodé (. Aby unikngé tego kiopotliwego problemu, prEyjmujemy, e x
jest ograniczone do zakresu od —L do +L, a L moze zdgiaé do nieskoficzonose we wszysikich
|:uh]|c;-m;u.h Fignorujemy i e komplikacje.
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zeru. odpowiadaja weztom funkcii falowej: w wezlach nie moZna znalec czastki.
Dokladniej, wezel jest punktem, w ktérym funkeja falowa przechodzi przez zero.

bl Wartodcl wiasne i funkcje wiasne

Poniewaz calkowita energia czastki jest jej energig kinetyczng p?/2m, z réwnania
(11,23) wynika, ze

p=hk {11.28)
Wartoéé 1a jest niezalezna od wartosci A 1 5.
Aby znaleié systemaryezny sposob uzyskiwania informacji zawarte) w funkeji fa-
lowe], najpierw zauwazmy, ze dowolne réwnanie Schridingera (takie jak to w rdwna-
niach (11.14) i (11.22)) moze by¢ zapisane w zwarlej postaci

Hiyr = Ev (11.29)
gdzie (w przypadku jednego wymiaru)
ho d*
=———+ Vix) L.
H 2:” d_q.'l = |:'L | I 3":”

Wielkosé H jest operatorem, czymé, co wykonuje matematyczng operacjg na funkcji
yr. W tym przypadku operacja polega na obliczeniu drugiej pochodnej tr 1 {(po po-
mnozeniu przez —h/2m) dodaniv wyniku do iloczynu ¢ i V. Operator H odgrywa
szczegolng role w mechanice kwantowej 1 jest nazywany hamiltonianem od nazwiska
dziewietnastowiecznego matematyka Williama Hamiltona. Hamilton rozwinal postac
mechaniki klasycznej, kiéra okazala si¢ poéniej dogodna przy formulowaniu mecha-
niki kwantowej i ktéra bardzo jasno ukazuje relacje migdzy tymi dwiema teoriami,
Hamiltonian jest operatorem odpowiadajacym catkowitej energii ukladu, sumie energii
kinetycznej i potencjalnej. Stad tez mozemy wnosic. Ze pierwszy czlon w réwnaniu
(11.30) (czton zawierajacy druga pochodng) musi byé operatorem energii kinetycznej.

Gdy réwnanie Schriidingera jest zapisane tak jak rownanie (11.29), jest ono raw-
naniem wlasnym, réwnaniem o postaci

(operator) - (funkeja) = (staly czynnik) - (ta sama funkcja)

Jesli oznaczymy dowolny operator przez £2. a staly czyvnnik jako e, zapiszemy po-
wyisze wyraZenie w poSLaCi

il = el (11.31)

Czynnik @ nosi nuzwe wartosci wlasne]j operatora €. W réwnaniu (11.29) wartoéé
wlasna jest energiy. Funkeja 1 nosi nazwe funkcji wiasnej i jest ona inna dla kazdej
wartoéci wlasnej., W réwnaniu (11.29) funkeja wiasna jest funkcja falowsa odpowia-
dajacq energii £. Innym wariantem polecenia: JJozwia? rdwnanie Schridingera” jest
.znajds wartosci wiasne i funkeje wiasne hamiltonianu uktadu”, Funkcje falowe sa
funkejami wlasnymi hamiltonianu, a odpowiadajgee im wartosci wlasne sa dozwolo-
nymi energiami.

Przyklad 11.5 Przypisanie funkcji wiasnych

Pokaz, ze e*' jest funkeja wlasng operatora d/dx i znajdé odpowiadajace wartosci
wlasne. Pokaz, Ze e** nie jest funkcjg wlasna d/dx.

Metoda Nalezy zadziata¢ operatorem na funkeje i sprawdzic, czy wynik jest iloczy-
nem statego czynnika 1 wyjéciowe] funkeji,
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odpowiedz Dila © = d/dx i = ¢* mamy

Qi = —e™ = qe* =ay
dx
Tak wigc e jest istotnie funkcjg wiasng d/dx, a jej wartosC wiasna jest rowna a,
Dila o = ™ mamy
= d s 1
O = —e™ = 2gxie” = dax <
dx
Nie jest to rownanie wiasne, mimo ze ta sama funkcja yr pojawia si¢ po prawej stronie,
poniewaZz § jest teraz mnozona przez czynnik zmienny (2ax). a nie czynnik staty.
ledli prawa strong zapiszemy jako 2a(xe ), widzimy postaé stalej mnoZonej przez
rozng funkcje.
Komentarz W duzej mierze postugiwanie si¢ mechanika kwantowy polega na po-
szukiwaniu funkcji, ktore sq funkcjami jakiego§ operatora, szczegolnie hamiltonianu
w przypadku energii,
Zadanie 11.5 Czy funkcja cosax jest funkcja wlasng a) d/dx, b) d¥/da®?
[a) nie. b) tak]

Znaczenie rownafd wiasnych polega na tym, ze postac
(operator energiihd = energia - 1%

jaka mamy dla réwnania Schrédingera, obowiazuje dla innych obserwabli, czyli mie-
rzalnych wladciwoéci uktadu, takich jak ped czy elektryczny moment dipolowy. Cresto
mamy do czynienia z sytuacjy, w kiérej mozemy napisaé

(operator odpowiadajacy obserwabli) -y = (wartodé obserwabli) - ¥

Symbaol €1 w réwnaniu (11.31) jest wtedy interpretowany jako operator (na przyklad
hamiltonian, H) odpowiadajacy obserwabli (na przyklad energii), a wartos¢ wlasna
@ jest wartodcia tej obserwabli (na przyklad wartoscig energii, E). Tak wige, jesli
znamy zardwno funkcje falowa , jak i operator 2 adpowiadajgcy interesujacej nas
phserwahbli €2, a funkcja falowa jest funkcja wiasna operatora {2, 1o mozemy przewi-
dzieé wynik pomiaru wlasciwosci £ (na przyvklad energie atomu), znajdujac crynnik
e w rownaniu wlasnym, rdwnaniu (11315

£/ Operatory

Aby urealni¢ te abstrakcyjne procedury, musimy utworzy¢ i uzywaé operatorow odpo-
wiadajycych danym obserwablom. Procedurg podsumujemy za pomocq nastgpujace]
reguly:

Obserwable, ©2, sq reprezentowane operatorami 2 zbudowanymi z naste-
pujacych operatoréw polozenia i pedu:
hod

.i =X - ﬁ.r = Td—rﬁ !_]. 1.3:".]

tzn. operator polozenia wzdluz osi ¥ oznacza mnozenie (funkcp falowe)) przez x.

a operator pedu réwnoleglego do osi x jest proporcjonalny do rézniczkowania (funkcji
falowej) wzgledem x.
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duzn rzvwieno,
duza energia
kinetyeena

malta krzywizna,
miaka energis
kinetycznu

11,22 Nawet jefli funkeja falowa nie
ma posteci fzli periodyezne], to mozna
ocenté Sredniy energie kinetyczna czastki
na padstawie frednie) kreywizny funkcji.
Nustracja poekazuje dwie funkecje falowe:
silpie zakrzywicnej Funkeji odpowiada
wieksza energia kinetvezna nid funkcji

o mniejsze] kreywiinie
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Na przykiad. aby otrzymaé wartodé pedu, majac dang funkcje falows, tworzymy
rewnanie wlasne

Pl = po¥r (11.33)
w postact

fodylr

- = 3

T PV (11.34)
Jesli funkeja falowa jest funkejy dang rownaniem (11.23)z 8 =0, 1o

hdy h de™t A "

bl A S = —A ke = khde™ = ki

T T i. ke @ ke (11.35)

Jest o rdwnanie wlasne i pordwnujac je 2 rdwnaniem (11.33), otrzymujemy p, =
+kf. Dodatnia wartodé oznacza, Ze ped jest skierowany ko dodatnim x. Z kolei
previmijmy, ze funkcja falowa dana jest réwnaniem (11.23) z A = 0, wiedy takie
samo obliczenie daje px = —Akh, Wynika stad, e czastka opisana drugg funkcjg
falowa ma takq sama jak poprzednia wartodc pedu (i taky samy energie kinetycrng),
lecz porusza sie w kierunku —x.

Definicje w rdwnaniu (11.32) sg wykorzystywane przy konstrukcji operatordw dla
innvch obserwabli. Na przyklad potrzebujemy operatora energii potencjalnej o postaci

V = Lkx? (11.36)

gdeie k jest staly (pdZniej przekonamy sie, Ze potencjal ten opisuje opscylacje ato-
méw w czasteczkach), Z rdwnania (11.32) wynika, Ze operator odpowiadajacy V' jest
mnozeniem przez x°

V= Lkt (11.37)

W praktyce znak mnozenia si¢ opuszeza. Aby utworzyé operator energii kinetycznej,
skorzyvstamy z klasycznego zwiazku pomiedzy energia kinetyczng i pedem, ktory dla
jednego wymiary ma postad

E =L (11.38a)
2m
Nastepnie, uzywajgc operatora dla p, # rdwnania (11.32), otrzymamy
% 1 (hd\ (hd At o
i e e 5y e J38b
Ex Zm(id;c)(id_r) 2m dx? (12520
stad operatorem energii catkowitej, hamiltonianem, jest operator
" A he d? .
=F V=m=———t V¥ 39
H=E+ 2mmr:+ (11.39)

Wyrazenie dla operatora energii kinetyoznel, rownanie (11.38b), daje dodatkows suge-
stie cdnosnie do jakoSciowej interpretacii funkeji falowej. W sensie matematyczoym
druga pochodna funkeji jest miarg jej krzywizny; duza druga pochodna oznacza silnie
zakrzywiong funkcje (rys. 11.22). Zatem silnie zakrzywiona funkcja jest zwigzana
z duzg energia kinetyezna, a funkeja o malej krzywiZnie jest zwigzana z matg energia
kinetyczng czastki. Interpretacja ta jest zgodna z relacja de Broglie'a, przewidujacy
maly dlugos¢ fali (funkcja falowa o duzej krzywiZnie), gdy ped (a stad energia ki-
netyczra) jest duzy. Jednakze dotvezy ona funkeji falowych, kidre nie s3 rozmyle
w przestrzeni, przypominajac funkcje pokazane na rys. 11.22. Krzywizna funkeji fa-
lowych na ogét jest rdzna w rdznych punktach przestrezeni. Obszary funkceji falowej
o dukej krzywiZnie dajg duzy wklad do catkowitej energii kinetycznej (rys. 11.23).
Natomiast obszary funkcji falowej o matej krzywiznie daja maly przyczynek do cal-
kowitej energii kinetyeznej. Wkritce zobaczymy, #e obserwowana energia kinetyczoa




obszar WNoszacy
duzy encrgig
kinetyczny

funkcpa falowa, W

obszar wnoszacy
maly energie
kinstyczng

potozenie, x

11,23 Obscrwowana energia kinetyczna
crgsiki jest srednig 2 udzialow
pochodzscyeh 2 calej przesirzeni, ki
ohejmuje funkeja falowa. Obszury o dulej
krzywidnie wnoszg do Sredniej duzy energle
kinetyczna, obszary o male] kreywidnie
daja tylko mate przyczynki do energli
kinstvczncj
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11.24 Funkcjn falowa czgstki w potencjale
malejacym na prawo, & stgd poddanej
dialamn sity skierowane) na prawo,
Pokazano jedynie czesé reeczywisty funkoji
falowej; czgsc urojona jest podobna, lece
PTECSUNICIA Nd Prawa
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czastki jest sumgq wszystkich przyczynkdw do energii kinetyeznej z kazdego obszaru.
Mozemy wiec spodziewad sie, Ze czastka ma duzgy energig kinetyczng, jesli jej funkcja
falowa ma duza kreywizng.

Zhieznotéé duze] krzywizny funkcji 1 duzej energii kinetycznej jest cennym prie-
wodnikiem przy interpretacji funkcji falowe] i przewidywaniu jej ksztaltow, Na pray-
ktad, cheemy znale#¢ funkeje falowq czastki o zadanej energii calkowitej i energii po-
tencjalnej malejace] ze wzrostem x (rys. 11.24). Poniewaz roznica E—V = FEy wzrasta
od lewej do prawej, funkeja falowa ze wzrostem x musi miec coraz wigkszg krzywi-
zng: dingoéé fali maleje. w miare jak wzrasta lokalny przyczynek energii Kinetyczne].
Mozemy sie spodziewad, ze funkeja falowa bedzie przypominaé funkejg nakreslona
na ilustracji. Bardziej szczegdlowe obliczenia potwierdzaja. Ze tak jest istotnie.

1) Superpozycje | wartoscl spodziewane

Rozwaimy teraz funkcje falowy dang réwnaniem (11.26) (przypadek A = B). Jaki
jest ped czastki opisanej ta funkcja? Jesli zastosujemy technike operatorows, szybko
natrafimy na trudnosé. Gdy zadzialamy operatorem p,, olrzymamy
ﬁ_rﬁr = Eﬂclcmkr = _?_.‘:ci}.ﬂ St
idx I dx I
Wyrazenie to nie jest rdwnaniem wiasnym, poniewaz funkcja po prawej stronie rozni
sie od funkeji wystepujacej po lewej stronie rdwnania,

Gdy funkeja falowa czastki nie jest funkeja whasng operatora, wiasciwosc odpo-
windajgea operatorowi nie ma Sciéle okreslonej wartosci. Jednakze w omawianym
preykiadzie ped nie jest catkowicie nieokreslony, poniewaz funkeja cosinus jest li-
niowa kombinacjy, czyli sumq e oraz e™"**, a jak wiemy, kazda z tych funkeji
odpowiada stanowl o okreslonym pedzie. Mdwimy zatem, Ze pelna funkcja Falowa
jest superpozycjg wiecej niz jednej funkcji falowej. Superpozycje mozemy zapisac
symbolicznie w nastepujacy sposob:

AR

Ur =, +
czastka majaca czastka majgca
ped + kit ped — kit

Interpretacja tej zlozonej funkcji falowej jest nastepujaca. Jesli mierzymy wielokrotnie
w dlugiej serii pomiardw ped czastki, to jego warto$é bedzie rdwna kft we wszystkich
pomiarach (poniewaz jest to wartp$¢ zwiazana z kazda ze skladowych funkcji falowej).
Jednakzie, poniewaz dwie sktadowe funkcji falowej wystepuja w superpozycji z takimi
samymi wagami, w polowie przypadkéw pomiary wykaig czastke poruszajgeq sig
na prawo {p, = +kh), a w polowie pomiarow znajdziemy czgstke poruszajacy sig
w lewo (p, = —kh). Nie mozemy przewidzieé, w jakim kierunku czgstka bedzie sig
poruszaé; mozemy jedynie powiedziec, ze w dlugiej serii obserwacji bedzie takie samo
prawdopodobiefistwo znalezienia czastki poruszajgcej sie w prawo, jak i poruszajace]
sie w lewo.

Interpretacia ta stosuje sie do dowolnej funkeji falowej zapisane] w postaci liniowej
kombinacji funkeji wiasnych operatora. Tak wige przyjmijmy. Ze funkcja falowa jest
okreslang superpozyeja wielu funkeji wiasnych pedu

w=cpln +eagn+-= Zr-‘fc'ﬂa

k

(11.41)
gdzie o s wspotezynnikami, a . odpowiadajy réinym stanom pedu. Wiedy, zgodnie
z mechanika kKwantows:

I. Mierzac ped w pojedyneze] obserwacji, otrzymamy jedna wartoSé wlasng od-
powiadajaca W, kudra daje wklad do superpozycji.
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2. Prawdopodobienstwo, ze w wyniku pomiaru otrzymamy dana wartosé wia-
sng, jest proporcjonalne do kwadratu modutu (|ci|*) odpowiedniego wspitczynnika
w kombinacji liniowe].

3. Srednia warto§é duzej liczby obserwacji jest okredlana jake wartoéé oczekiwana
(2} operatora $2, odpowiadajacego interesujacej nas obserwabli.

Wartos¢ spodziewana operatora €2 jest zdefiniowana nastepujaco:;
() =f1,cr*fz1;rdr [11.42]

Wazdr ten jest stuszny tylko wiedy, gdy funkcje falowe sg unormowane. Jak przeko-
namy si¢ w uzasadnieniu 11.2, wartos¢ spodziewana jest Srednig wazong duzej liczby
obserwacyi danej wiadciwodci,

Uzasadnienie 11.2

Jesli o jest funkeja wlasng operatora Q odpowiadajacg wartosci wlasnej w, to
wartosé spodziewana wladciwodel 2 wynosi

{52} =f1,£r'fl1,£rdr:f1,{r'm¢.rdr :wfﬁr‘qut=m

poniewaz e jako staly mozna wyciagng¢ spod catki, a otrzymana calka jest réwna
1 dla unormowanej funkeji falowej, Oznacza to, %e dla kazdego pomiaru wia-
Sciwosci £ otrzymamy wartos¢ @ (poniewaz funkcja falowa jest funkcja wiasng
£2), stad tez wartosé §rednia wszystkich obserwacji wynosi rowniez e,

Funkcje falowa nie bedacy Funkcja wiasng interesujacego nas operatora mozna
zapisa¢ w postaci kombinaciji liniowej funkcji wlasnyvch. Dla prostoty zatdamy, 70
funkcja falowa jest suma dwdch funkeji wlasnych (przypadek ogélny obejmujacy
rownanie (11.41) mozna wyprowadzié podobnie). Wtedy

(2) = j{f‘lﬁﬂ + e22) Qe ¥y + ea2) dr
= f{E':T.in + 2y} ey + caenifrn) dr
= cieion [wividr+cien [ ivade
+c;cmf¢r;¢1ctr+c;clm| fﬁmdr

Pierwsze dwie calki po prawej stronie sa rowne 1, poniewai funkcje falowe sa
uncrmowane, Aby obliczyé dwie pozostafe calki, musimy skorzystaé z innej wia-
sciwosci funkeji wlasnych, ich .,ortogonalnodei” . Stwierdzenie, ze dwie funkcje
falowe s ortogonalne, oznacza, Ze

fﬁg‘w} de =10 (11.43)

Bardzo ogdlna reguln mechaniki kwantowej stwierdza, ze funkeje falowe odpo-
wiadajgce rdinym wartofciom wlasnym tego samego operatora sq wzajemnie
artogonalne®. Na przykiad, gdy 1, odpowiada jednej energii, a 1> — innej ener-

% Scidlej rzecz biorac, ta zasada jest prowdziwa jedynie dla operatordw hermitowskich”, 1o
jest operatordw, dla kedeveh [ Qo de = (" Qy dr)®. Wodslszym ciggu bedziemy zajmowsd
sig tylko operatorami hermirowskimi.
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gii, wéwcezas catka z ich iloczynu jest réwna zeru, gdyz obie funkcje sq wzajemnie
ortogonalne, Poniewaz w omawianym przykladzie yr; iy, odpowiadajg rozne
wartoéci wlasne, s wiec one oriogonalne i stad otrzymujemy

() = lei ey + le2Pan (11.44)

Wyrazenie to pokazuje, Ze warto$¢ spodziewana jest suma dwdch wartosci wia-
snych wazonych przez prawdopodobieristwa wystapienia kazdej 2 nich w serii
pomiaréw. Warto§é spodziewana jest Srednig wartodciy szercgu obserwaci.

Przykiad 11.6 Obliczanie wartosci spodziewane]

Oblicz érednig odlegloéé elekironu od jadra w najniZszym stanie energetyczaym atomu
wodor,

Metoda Sredni promieri jest wartodcia spodziewans operatora odpowiadajacego od-
legtodel od jadra; jest nim mnozenie przez r. Aby obliczyé {r}, musimy znal unor-
mowany funkeje falows (patrz przykiad 11.4). a nastgpnie obliczyé catke wystepujacy
w réwnaniu (11.42). Skorzystamy z uzytecznego dla atomowych funkeji falowych

WZOI

e n!
x"e P dr= —
0 a™

w ktorym n! oznacza n silnia: n! =n(n—1n =2} ... L.
OdpowiedZ Warto§é §rednig wyraza wartost spodziewana
(ry = f WPy dr

kiéra obliczymy, korzystajac ze wspdlirzednych sferycznych. Uzywajac unormowanyeh
funkeji z przykladu 11.4, mamy

(= —1_‘ (_[m’}f’_jm df') (‘[’ sinfl dﬁ') (fﬁn dqtr)
Ilfl'i'l i P )

1 3‘.u|'-,=

23

may 2t

[N )

Iy
Poniewa? aq = 52,9 pm (patrz dalej), {r} = 79,4 pm.

Komentarz Wynik ten oznacza, e wykonujac duza liczbe pomiarow odleglosci elek-
tronu od jadra, jako warto$é srednia otrzymamy 79.4 pm. Poniewaz funkecja falowa
nie jest funkcjy wiasng operatora odpowiadajacego r, kazda z obserwacii da inny,
nieprzewidywalny pojedynczy wynik,

zadanie 11.6 Oblicz srednia kwadratows odleglosé, (%)%, elekironu od jadra w ato-

mie wodoru.
[3"%ay]

Srednia energia kinetyczna czastki w jednym wymiarze jest wartoscig spodziewany

operatora danego réwnaniem (11.38b). Dlatego mazemy napisac

: h* =
tEk}=fu‘Ekwdr=—’— i ¥

d 45
2m ¥ dx? L3 (LA




e

3 p
potozenie
crastki
11.25 Funkcja falowa czastki o dabrae
zdefiniowanym pofozeniu jest funkcys
o DSy maksimum, majacq zerowi
amplitudg wazedzie z wyjqikiem potozema,
w ktdrym znajduje sie czastka
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Widzimy, ze energia kinetyczna jest rodzajem Sredniej z krzywizny funkeji falowej:
duze przyczynki do warto$ci otrzymujemy z obszardw, gdzie funkcja falowa jest silnie
zakrzywiona (tak, Ze d* n-’f,hiti jest dufe) i gdzie duza jest réwniez sama funkcja (tzn.
Ze wartnsci * sg duze),

11.6 Zasada nieoznaczonosci

Widzielismy, ze funkcja falown Ae™™ opisuje cegstke o okreflonej wartodei pedu,
mianowicie czastke poruszajaca sie na prawa z pedem p, = +kh. Jednakie przeko-
nali§my sie rdwniez, Ze poloZenie czastki opisanej ta funkcja falowy jest catkowicie
nieprzewidywalne. Innymi slowy, jesli zadany fest Scisle ped, to niemogliwe jest okre-
slenie polozenia czqstki. Stwierdzenie to jest jednym ze szezegdlnych przypadkéw
zasady nieoznaczonoéci Heisenberga, jednego z najezedciej przytaczanych wynikdw
mechaniki kwantowej:

Niemozliwe jest okreslenie jednoczednie, z dowolnie duia precyzjg, za-
réwno pedu, jak i pofoZzenia cegstki.

Zanim podejmiemy dalszq dyskusje, musimy poda¢ inny przypadek szezeg6lny: jezeli
znamy dokiadnie poloZenie crastki, wiedy catkowicie nieokreslony jest ped czastki.
Wyjaénienie opiera sig na rozwazeniu funkcji falowej jako superpozycji funkeji wia-
snyvch. Jest ono nastepujice.

Jesli wiemy, e czastka znajduje sie w okreSlonym polozeniu, to jej funkeja fa-
lowa musi by¢ duza w tym potozeniu | réwna zeru we wszystkich innych poloZeniach
(rvs. 11.25). Takq funkcje falows mozna utworzyé jako superpozycje duiej liczby
funkecji harmonicznych (sinus i cosinus) lub, rownowainie, duzej liczby funkcji gitr 3
Innymi stowy, mozemy utworzyé ostro zlokalizowany funkcje falowa, tworzac kom-
binacje liniows funkeji falowych odpowiadajgeych wielu réenym pgdom. Superpozy-
cja kilku funkcji harmonicznych daje funkcje falows o rozmytym polozeniu czgstki
(rys. 11.26), W miare zwiekszania liczby funkeji falowych w superpozyciji funkeja
falowa staje si¢ coraz bardziej ostra w wyniku interferencji, tzn. calkowitego znosze-
nia sie dodatnich i ujemnych obszaréw poszczegolnych fal, Dla nieskoficzenie duzej
liczby sktadowych funkcja jest ostrym, nieskoficzenie wysokim maksimum, co od-
powiada doskonatej lokalizacji czastki. Czastka jest teraz catkowicie zlokalizowana.
Tracimy jednak catkowicie informacje o jej pedzie, poniewaz, jak widzielismy wcze-
¢niej, pomiar pedu moze da¢ wynik odpowiadajacy dowolnej z nieskoniczone] liczby
fal skladajacych sie na superpozycje, wigc nie mozna w zaden sposéb przewidzied,
kidra to bedzie fala. Zatem, jesh znamy dokladnie polozenie czastki (co oznacza, Ze
jej funkeja falowa jest superpozycja nieskonczonej liczby funkeji wlasnych pedu), to
jej ped jest catkowicie nieokreslony.

Wynik ten wyrazony iloSciowo ma postad

Apig = ‘ii‘z (11.46)
W wyrazeniu tym Ap jest nieoznaczonoscig pedu w kierunku osi g, a Ag jest me-
oznaczonoscig potodenia wzdluz tej osi.

Te ,nieoznaczonoéci” sa definiowane $cifle, sq one Srednimi kwadratowymi od-
chyleniami danych wladciwosci od ich wartoSei Srednich

ap={() =" Ag=1lg®) — g [11.47)
Jesli znamy dokladnie polozenie czgstki (Ag = 0), to réwnanie {11.46) moze byc
spetnione jedynie dla Ap = oo, Ogznacza to catkowita nieoznaczonos€ pedu.

¥Sumy te sa réwnowaine, poniewa? e*" = coskx +isinkx,
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11.26 Funkcje falows czastki o nieosiro
radanym polofeniv mozna traktowaé
jako superpozycje kilku funkeji falowych
o zadanych diugosfciach fali, Kidre
interferuja konstrukrywnie w jednym
obszarze, natomiast destruktywnie

w porostafe] przestrzent. W miare jak
prevbyws Bl wosuperpozycii (ich liczbe
podano obok kreywych), polozeme
staje sie coraz lepicj radane, kosztem
micoznaczonoscr pedio czastk. Do
konstrukcji funkeji falowe] czastki Scifle
zlokalizowane] potrzeba nieskoficzone
liczby fal
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Odwrotnie, jesli znamy dokladnie ped (Ap = 0), to calkowicie nieoznaczone musi
by polozenie (Ag = o).

Wielkodei p I ¢ wystgpujgce w rownaniu (11.46) odnosza sic do tego samego
Kierunku w przestrzeni. Dlatego, podezas gdy polozenic na osi x i ped w kierunku x
54 ograniczone przez zasade nieoznaczonosci, nie ma ograniczen dotyczacych jedno-
czesnego okreélenia polozenia na osi x i ruchu réwnoleglego do kierunkéw v lub 2.

Przykiad 11.7 Zastosowanie zasady nieoznaczonosci

Predkodé pocisku 0 masie lg jest znana z dokladnodcia 1 - 107° m . s~'. Oblicz
najmniejszg nieoznaczonosc jego poloienia

Metoda Obliczamy Ap jako mAwp, gdzie Av jest nieoznaczonoscia predkosci; na-
stgpnie uzywamy réwnania (11.46) do oszacowania minimalnej nieoznaczonosci po-
fozenia, Ag.

Odpowied? Minimalna nieoznaczonoéé polozenia wynosi
fi

2m v

&g =

1,055+ 1072 J:s 5
= . 2 =5-I‘D_'ﬁm
2 (L0-102kg) - (1-10°m-5 1)

Komentarz Dia obicktdw makroskopowych nieoznaczonosé jest calkowicie zanie-
dbywalna z praktycznego punktu widzenia, Jednakze, jesli masa jest masg elektronu,
1a sama meoznaczonose predkosel daje nieoznaczonosE polozenia wickszg od srednicy
atomu, tak wige pojecie trajektorii, jednoczesnego precyzyjnego okreélenia polozenia
1 pedu czastkl, staje sie nieokreslone,

Zadanie 11.7 Oszacuj minimalna nieoznaczono$¢ predkodel elektronu w jednowy-

miarowym obszarze o diugosci 2ag,.
[500 km -s~]

Zasada nieoznaczonoSci Heisenberga jest bardziej ogdlna, niz to wynika z réwnania
(11.46). Stosuje sie ona do dowolnej pary obserwabli okredlanveh jako obserwable
komplementarne. S4 one definiowane za pomoca wiasciwosci ich operatordw, Scislej,

dwie obserwable £2) i £2; sa komplementarne, jesli
ﬁ;ﬁj ._—.p‘_ﬂ:.!gﬁ| {1148}

Gdy wynik dziatania dwoch operatordéw zalezy od ich kolejnodei (jak stwierdza to
wyraZzenie), mowimy, Ze operatory te nie komutuja,

Przykiad cbjasniajacy

Aby pokazaé, 7e operatory poloZenia i pedu nie komutujy (i stad sa obserwablami
komplementarnymi), rozwazmy dzialanie ¥ p, na funkcje falows
fr dalr

P =%+ =—
ADxY Fdx
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Nastepnie rozwazmy dziatanie p.x na'te sama funkcje
e hod h dale”
PR = R = - 43—
i idr 4 1(1,& d.t:)
Uiylidmy miaj standardowej reguly dotvezacej réiniczkowania iloczynu funkcji.
Drugie wyrazenie jawnie rozni sie od pierwszego, tak wige dwa operatory nie ko-
mutuja,

Wraz z odkryciem, e pewne pary obserwabli s komplementarne (spotkamy wig-
cej przykladéw w nastepnym rozdziale), znajdujemy najbardziej istotng roznicg po-
migdzy mechaniky klasyezng i mechanika kwantows, Mechanika Klasycena zaklada
nieslusznie, Ze moZna okredlic jednoczesnie 2 dowolnie duza precyzja ped i poloze-
nie czastki, Matomiast mechanika kwantowa pokazuje, 7e polozenie 1 ped s3 kom-
plementarne, musimy zatem dokonaé wyboru: mozemy okreslié polozenie kosziem
nieoznaczonosci pedu lub okreslié ped kosztem polozenia,

Stwierdzenie fakiu, 7e pewne obserwable sg komplementarne, umozliwia nam
znaczny postgp w obliczaniu wiasciwoscl atomowyveh 1 czgsteczkowych, lece obala
pewne szacowne pojecia fizykl klasyczne.

Lista pojec kluczowych

mechanika klasyvezna

| mechanika kwantowa

Poczatki mechaniki
kwantowej

11.1 Niepowodzenia fizyki

klasycznej

| ciato doskonale czarne

prawo przesunied Wiena
(11.1)

druga siafa
promieniowania

| catkowita gestodé energii

prawao
Stefana-Boltzmanna
i(11.2a)

emitancja

stata Stefana—Boltzmanna
prawo Ravleigha-Jeansa
(1131

katastrofa nadfioletowa

_| kwantowanie energii
srafa Plancka

rozklad Plancka (11.5)
wrzor Einsteno (11.9)
temperatura Einsteina
wzdr Debve’a (11,11}

15 | S 50 B 5 e )

temperatura Debye'a

11.2 Dualizm
falowo-kerpuskularny
foton

efekt fowoelekiryezny
praca wyjdcia

i )

11.3 Réownanie Schridingera

L] réwnanie Schridingera
(11.14), (tab. 11.1)
11.4 Interpretacja Borna

funkeji falowej
interpretacja Borna

I [

pestosc

prawdopodobieristwa
amplituda
prawdopodobiensiwa

B

stata normalizacyjna
(1117

wspalrzedne sferyczne

1

I 14 5 M J I

L)) )

hamiltonian (11.30)
rdwnanie na wartofci
whasne (11.31)
wartosd wlasna
funkcja wlasna
obserwable
kombinacja liniowa
(11.41)
superpozycja
wartodé spodziewana
(11.42)

11.6 Lasada

‘s 3 o N _I : e
elacia de Broglic (11211 nieoznaczonosci
(11.13) - . -

=) : [ zasada nicoznaczonosci
| | dualizm

falowo-korpuskularmy

Dynamika ukladow
mikreskopowych

] funkcia falowsa

Postulaty mechaniki

Kwantowej

11.5 Informacja zawarta
w funkcji falowej

L] wezet

| operator

Heisenbarga (11.46)

" | obserwable

komplementarne
komutacja
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