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Zeodnie = mechanikg kwantowg. aby znaleid wilasciwesci ukfadu, musimy rozwig-
=ad odpowiednie rdwnanie Schridingera. W rozdziale tvmn prodamy sosadnicze cooly
razwiazani dla trzech podstawowyelh rodzajdw ruchu: translacyfnego, oscvlacyjnego
i rotacyvineso. Proekonamy sig, Ze moZlive do proyjecia sq tvlko pewne funkope fa-
lewe | odpowiadajgee im energie. Tak wige kwantowanie w naturaliny sposon wvnika
= réwnenia [onatoiomich na nie wargnkow. Roswigzanio rownania Wjawniujy sereg
bardzo nieklasvezmvel, zadziwiafacyeh cech czgstek, szezegdinie ich zdolnosc mnelo-

wania die obszardw @ proes obszary, gdzie nie powinny sie snafdowad na podstawie

fiovhi Elasvesnel. Zapoznomy ste o kg wiasciwoicig elekirome jak spin, Ktory nie ma
W 2 L [ J

pdpowiednika Masycznego,

Trzy podstawowe rodzaje ruchu — translacyjny (ruch w przestrzent), oscylacyiny
i rotacyjny — odgrywaja w chemii waing rolg, poniewai sj to sposoby magazyno-
wania energii przez czasteczki. Na przykiad czgsteczki w fazie gazowej poruszaj
sie w przestrzeni, ich energia kinetyczna daje przyczynek do catkowitej energii we-
wnetrznej probki. Czasteczki mogyg rowniez przechowywaé energig w postaci energii
kinetycznej rotacji, a przejécia migdzy rotacyjnymi stanami energetycznymi moZna
obserwowaé spektroskopowo. Energia jest réwniez magazynowana w postaci oscyla-
cji czasteczek, przejscia migdzy stanami oscylacyjnymi sj odpowiedzialne 7a widma
w podezerwieni.

Ruch translacyjny

Opis kwantowomechaniczny swobodnego ruchu czastki w jednym wymiarze podali-
$my w p. |1.5. Przekonaliémy sie, ze rdwnanie Schrodingera ma postac

—_—— = E (12.1a)

lub w zapisic bardziej zwartym

h* d°
Hyfr = Eyr H=——— (12,18}
2m dx-
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121 Cirastka w jednowymizrowym obszarze
ograniczonym nigpreeniklivymi dcianami.
Jej energia potencjalna jest rdwna zer
pomigdzy x = Oax = L, rospae
gwaliownie do nieskodczonosel przy
zetknigciu ze dciang

296 12 TEORIA KWANTOW: TECHMIK] | ZASTOSOWANIA

Opgdlne rozwiazania rownania maja postad
kl
Im
Warto ewrdeid uwage, ze zardwno funkeje falowe, jak i energie (tzn. funkcje wiasne
I wartosci wiasne hamiltonianu H) wskaZnikujemy za pomocg indeksu k. O tym,
ze funkcje te sg rozwigzaniami, mozemy si¢ przekonaé, podstawiajac ¥y do lewej
strony rownania | wykazujae, ze wynik jest réwny Epre. W rozwazanym preypadku
dozwolone sa wszystkie wartosci k, a wige wszystkie wartoéci energii. Wynika stad,
Ze energia translacyjna crastki swobodngj nie jest kwantowana.

W punkcie 11.5c dowiedzieliSmy sie. ze funkcja falowa o postaci e opisuje
czastkg o pedzie p, = +kh, poruszajaca si¢ w kierunku dodatnich wartosel x (na
prawo), natomiast funkcja o postaci e™** opisuje czgstke o tej samej wartodei pedu,
lecz poruszajged si w kierunku ujemnych wartofci x (na lewo). Funkcja e jest
funkcja wilasng operatora p, z wartoscig wlasng +k#, a e”™ jest funkcja wlasng
z wartoscig wlasng —k#. W kazdym z tych standw [1|* jest niezaleine od x, co
oznacza, Ze polozenie czastki jest catkowicie nieprzewidywalne, Whniosek ten jest
zgodny z zasady nieoznaczonosci, poniewaz, je$li ped jest zadany, to nie mozna ustalié
potozenia (operatory & i p, nie komutujg, p. 11.5¢).

b

vy = Ae™T + Be ¥F £ = {12.2)

12.1 Czastka w pudle

W tym punkcie rozwazymy problem czastki w pudle, w kidrym czastka o masie
m znajduje si¢ migdzy dwiema Scianami, przy x = 0ix = L. W nieskorczonej
prostokginej studni energia potencjalna jest rowna zeru wewnatrz pudla, lecz roénie
gwaltownie do nieskorczonosei na jej Scianach (rys. 12.1). Taka energia potencjalna
Jest idealizacjg energii potencjalnej czasteczki w fazie gazowej, poruszajacej sig swo-
bodnie w jednowymiarowym zhiorniku,

2l Rownanie Schrodingera

Réwnanie Schritdingera dla obszaru pomiedzy Sciankami (gdzie V = 0) ma taka Sam)
postac jak dla czastki swobodnej (réwn. (12,1)), tak wige rozwiazania wyrazone za
pomocy rdwnania (12.2) sy takie same. Wygodnie zapisaé je w postaci’

-

klﬁ_

Unix) = Csinkx 4+ Dcoskxy Er =
2m

(12.3)

bl Rozwiazania dopuszczalne

Dla czastki swobodnej dopuszczalne sq rozwigzania dla dowolnej wartoSei £y, Jed-
nikze, jesli czastka zostaje uwigziona w pewnym obszarze, mozliwe do przyigcia
funkeje falowe musza spetniaé pewne warunki brzegowe, czyli ograniczenia nakla-
dane na funkcje w okreslonych polozeniach. Fizycznie niemozliwe jest znalezienie
czastki # nieskoriczenie duza energia polencjalng, tak wiec funkcja falowa musi byé
réwna zero tam, gdzie V jest nieskofczenie duze, dla x < 0 i x > L. Warunek
cigglosci funkeji falowej wymaga, aby funkcja znikala na $ciance przy x = 0 oraz
x = L. To znaczy, e warunki brzegowe maja postac () = 01 (L) = 0,
Rozwazmy §ciankg przy x = (). Wedlug réwnania (12.3), %(0) = D {adyz
sin0 = 0. a cos0 = 1). Poniewaz y(0) = 0. musimy przyjaé D = 0. Wynika
stad, ze funkcja falowa musi mieé postaé Yy (x) = Csinkx. Wartodé ¢ na drugiej

'Korzystamy ¢ ¢ = cost +isinx i wigczamy czynniki numeryezne do stalveh © i D
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12.2 Dogwolane poziomy energii dia
crastki w pudle. Zauwazmy, e poziomy
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ciance (przy x = L) dana jest rdwnaniem (L) = CsinkL i réwniez ona ma byé
réwna zeru, Przyjecie C = 0 oznaczaloby, Ze y(x) = 0 dla wszystkich x, co by-
foby sprzeczne z interpretacia Borna (czastka gdzied musi by¢). Dlatego kL musi by
wybrane w ten sposob, aby sin kL = (), co jest spetnione, gdy

kL =nn =02 (12.4)

Wartoéé n = (0 musimy odrzucié, poniewa? oznacza ona, ze & = 0 1 wszedzie
vre(x) = 0 (poniewaz sin0 = 0), a wiee nie jest dopuszezalna, Ujemne wartoSci n

zmieniaja zaledwie znak sinkL (poniewai sin{—x) = —sinx). Funkeje falowe maja
wiec postac
.- ATWX
Y (x) =C sin == R=1,2 . (12.5)

{Odtad zaczeliSmy oznaczad rozwigzania wskaznikiem n zamiast k). Poniewaz k1 £,
sa zwiazane rownaniem (12.3), pociaga to za sobq ograniczenia energii czastki do
wartosci

(nm/LYh* B nth?
- 2m © 8mlL?

Przekonaliémy sig, ze energia czastki jest kwantowana oraz e kwantowanie zwig-
zane jest z warunkami brzegowymi, jakie musi spefnié i, jesli ma by¢ dopuszezalng
funkeja falows. Jest to wniosek ogéliny: koniecznodd spetnienia warunkow broegowych
implikuje, ze dopuszczalne sq tylko niektore funkcje falowe i dlatego obserwable ogra-
niczone sa do wartosci dvskretnych. Jak dotad, kwantowana byla tylko energia; jak
przekonamy sie wkrdtce, kwantowane moga by¢ réwniez inne obserwable fizyczne.

n=1.2,... (12.6)

n

¢/ Normalizacja

Zanim bardziej szezepdtowo przedyskutujemy rozwigzanie. uzupelnimy wyprowadze-
nie funkeji falowej (jest ona funkcjy rreczywista, nie zawiera i), obliczajac stalg nor-
malizacyjna (tutaj oznaczong jako C), Poszukujemy takiej wartosci C, aby catka z Pt
po calej dostgpnej dla czasteczki przestrzeni (1zn, od x = 0 do x = L) byla rdwna

jednosct.”
e L ! N yy 12
f 1,£r1d.r=ﬂ'1f Siﬂzﬂlil'zf'- L= wige C = (:)
i) 1 L L

dia wszystkich n. Tak wigc pelne rozwigzanie problemu ma postaé

|

nh
= n= I..?....-.

T gmll
ray 172 :
y&nrx}:(i) sm(’-’-?) dlad=x=<L

Energie i funkcje falowe oznaczane sg Jiczbami kwantowymi” n. Liczba kwan-
towa jest liczba catkowita (jak sig przekonamy w pewnych przypadkach liczbg po-
éwkowa), kiéra wskaznikuje stany uktadu, Dla czastki w pudle mamy nieskoriczong
liczbe mozliwych do przyjecia rozwigzad, a liczba kwantowa n ustala, ktdrym jeste-
$my zainteresowani (rys. 12.2). Bedac wskaZnikiem, liczba kwantowa czgsto moze
byé uzyta do obliczania energii odpowiedniego stanu i do zapisania w jawnej postaci
funkeji falowej (w omawianym przykladzie, z wykorzystaniem informacji w rowna-
niv (12.7)).

(12.7)

*Aby obliczyé calke, urywamy standardowego wiaord

L |

et "

sSIn° ax Iir = —1 = = &in 24x + const
2 da




12.3 Pierwszych pigé unormowanych
funkeji falowych czastki w pudle. Kazda
2 funkeji jest fala stojaca, a kolejne
funkcje majy o jedng poldwke fali wigee]
i odpowiednio krdtseg Tale
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) Wiasciwosci rozwiazan

Na rysunku 12.3 pokazano niektore funkcje falowe czastki w pudle: wszystkie sg
funkcjami sinus o tej samej amplitudzie, lecz réznych diugosciach fali. Na podstawie
tveh wykresow latwo mozna sie prezekonad, skad wywodsi sie kwantowanie: kazda
funkeja falowa jest faly stojacy, i aby dopasowac sie do wneki, kolejne funkcje falowe
muszy mied o jedna poldwke diugoSci fali wigeej, Skrdcenie diugoder fali zwigksza
Srednig krzywizne funkcji falowej, a stad zwigksza sie energia kinetyczna czastki.
Zauwarmy, Ze ze wzrostem n zwicksza sig liczba weztow (punkidw, gdzie funkcja
falowa przechodzi przez zero) oraz ze funkeja falowa W, ma n — 1 wezldw. Zwick-
szajac liczhe wezldw miedzy Sciankami o ustalonej odleglodel, 2wigkszamy Srednig
krzywizng funkeji, a stad energie Kinetyczng czastki.

Przyklad 12.1 Wyprowadzenie wartosci energii dia czastki w pudle

Wyprowads poziomy energetyczne czastki w pudle, korzystajac z relacji de Broglie'a
1 warunkow brzegowych dla funkeji falowej.

Metoda Na podstawie rys. 12.3 wiemy. Ze kolejne funkcje falowe, aby dopasowac
sig do wneki, maja o jedng polowe dlugosdci fali wiecej. Dlatego musimy najpierw
nalefé wyrazenie dla dozwolonych dlugoéci fali. Aby abliczyé energie na podstawie
dozwolonych diugosci fali, skorzystamy z relacji de Broglie'a, aby wyznaczyc ped,
ofdz uzyjemy wzorl na energie Kinetycezng wyrazona za pomocyg pedu. W ten sposdb
znajdziemy dozwolone energie.

OdpowiedZ Dozwolone diugosci fali spelniaja relacje

L=n-%l A=1,2,...
a stqd
2L
h=—, n=12,...
"

Zoodnie # relacja de Broglie'a tym dlugosciom fali edpowiadajg pedy
i nh
R= =
Czastka w pudie (gdzie V' = {) ma tvlko energie kinetyczna, tak wigc dozwolonymi
energiami sa
pl n it
"= 3 8mlLi

Jest to wedr, ktdry wozesnie] otrzvmalismy w sposdb bardziej formalny.

Zadanie 12,1 Jaka jest wartosc drednia pedu czastki w pudle dla liczby kwantowej n?7
[(p) = 0]

Ped czastki w pudle nie jest dobrze okreSlony, poniewaz funkcja falowa sinkx
reprezentuje fale stojaca, podobnie jak funkcja cosbr omawiana w p. 11.5d, a nie
funkcje wlasna operatora pedu. Jednakie kaida z tych funkcp jest superpozycya funkaji
wiasnych pedu

=y 172 Ty 1 ~ L2 . i
=1 = i [ =2 [ e o—lex SRR
1, (f) 5111( I_ ) EL(L) (e =) k 7 {12:%)
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Wynika stad, Ze pomiar pedu da wartosé +kh dla potowy pomiardw pedu oraz —kh
dla drugicj polowy., Wystepowanie z takim samym prawdopodobicdstwem preeciw-
nych kierunkdw poruszania sig czastki jest kwantowomechaniczng wersja klasycznego
obrazu czastki w pudle wedrujace] od scianki do scianki., W dowolnie wybranym
okresie crasu, w polowie tego czasu czgstka porusza sie w lewo, a w polowie porusza
S.la;' W Fl’ﬂ.‘n'r'lj.

Poniewaz n nie moze by rowne zeru, najniisza energia, jaka moze mied czastka,
jest roena od zera (wartodé zerowa energii jest dozwolona w mechanice klasycznej,
odpowiada spoczywajgcej czgstee). Energia ta jest réwna
~ BmLl
Ta najnizsza, nicusuwalng energia nosi nazwe energii punkiu zerowego,

Znaczenie fizycene energii punkiu zerowego mozna wyjasnié na dwa sposoby.
Po pierwsze, zasada nicoznaczonofci wymaga, aby czgstka miata energig Kinetyczna,
jesli jest ograniczona do skofdezonego obszaru: polofenie czastki jest do pewnego
stopnia okreslone, wige ped nie moze byé rdwny zeru, Dlatego czastka ma niezerowa
energie kinetyczna, Po drugie. jesli funkcja falowa przyjmuje wartoSci zerowe na
Seiankach, to musi mieé krzywizne, a krzywizna funkeji falowej oxnacera, 7e crastka
ma niezerowa energie kinetyczna, Odstgp pomigdzy kolejnymi poziomami energii
o liczbach kwantowwch n i n + | wynosi

E (12.9}

in+17h  nth? h?
E.ui—Ei= e~ oAl A e e
: B ls &mlL* e Bml*

Odstep ten maleje, gdy rodnie diugesé wneki, i jest bardzo maly dla wneki o roz-
miarach makroskopowych. Gdy $cianki oddalajg sig do nieskoriczonodel, odleglosd
pomicdzy sasiednimi poziomami zmierza do zera, Mozemy przyjad, ze energia ato-
maéw i czasteczek poruszajgeyeh sig swobodnie w naczyniach spotykanych zazwyczaj
w laboratorium nie jest kwantowana. Energia translacyjna czastek poruszajacych sig
swobednie (czastek nie ograniczonveh Sciankami) nie jest kwantowana,

(12,10

Przykiad objasniajacy

Ma wneki o dlugodel L = 1,0 nm, W 8m.L* = 6,0-107% 1, Tak wigc energia punkiu
zerowego wynosi £ = 6-1077" J (czyli 0,37 ¢V). Minimalna energia wzbudzenia, na
podstawie réwnania (12.10) z n = 1, wynosi 3£, czyli 1, 8- 10~" J, co odpowiada
1,1 eV.

Zadanie 12.2 Podaj oszacowanie typowej energil wzbudzenia jadrowego, obliczajge
pierwsza energie wzbudzenia protonu uwigzionego w jednowymiarowej, nieskoncze-
nie wysokiej, prostokatnej studni o diugosc: w przyblizeniu rdwnej Srednicy jydra
{1 fm}.

(0.6 GeV]
Gestosd prawdopodobienstwa dla czastki w pudle jest rowna
., 2 s (ITTE
Wiy = —sin (—= 2.11)
¥i(x) = L sin { - ) {12.1

Gestoéé prawdopodobienistwa zalezy od polozenia wewnatrz wngki. Jej nigjedno-
rodnoéé zaznacza sie wyraznie dla matych n (rys. 12.4), lecz ze wirostem n staje
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prawdopodobiefistwa wyrazony sIOpnidmi
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si¢ bardziej jednorodna. Dla duiych liczb kwantowych rozkiad odzwierciedla wynik
klasyczny, czastka odbijajaca sig pomiedzy Sciankami przebywa. Srednio biorae, tak
samo dlugo we wszystkich punktach. Zgodnos¢ wyniku kwantowego z klasycznym
dla duzych liczb kwantowych jest ilustracja zasady korespondencji. ktora stwierdza,
e mechanika klasyezna jest granicznym przypadkiem mechaniki kwantowej, cdpo-
wiadajgeym duzym liczbom kKwantowym.

Przyklad 12.2 Korzystanie z rozwigzan dla czastki w pudie

Jakie jest prawdopodobieristwo P zlokalizowania elektronu pomiedzy x = 0 (lewy
skraj) 2 x = 0,2 nm W jego najnizszym stanie energetyczoym w pudle o diugesci
1.0 nm?

Metoda Wielkos¢ 1 dx oznacza prawdopodobieristwo znalezienia czastki w malym
obszarze dx w potozeniu x. Catkowite prawdopodobiefistwo znalezienia elektronu
w zadanym obszarze otrzymamy, catkujac yr°dx w tym obszarze. Funkcja falowa
elektronu jest dana réwnaniem (12.7) dla n = 1,

Odpowied? Prawdopodobiefistwo znalezienia czastki w obszarze pomigdzy x = 0
ax =/ jest dane wzorem

2 P AT ! 1 . {2nmul
p=t [ () ar=g - gz (*F)
Podstawienie n = 1 i { = 0.2 nm daje P =0,05.

Komentarz Wynik ten odpowiada szansie 1 do 20 znalezienia elekironu w tym ob-
szarze. W miare jak n dazy do nieskorficzonosci, wyraz Fawierajacy sinus mnozony
przez | /n przestaje dawaé przyczynki i otrzymujemy wynik klasyezny, P =1/L.

zadanie 12.3 Oblicz prawdopodobieristwo znalezienia czastki w stanie n = 1 w ob-
szarze pomiedzy x = 0,25L i x = 0,75L we wnece 0 diugoéei L (lewa scianka prey
x =0

[0,82]

—

=) Ortogonalnos¢ i notacja braketowa

Wiasciwoéci funke)i falowych wspomniane w uzasadnieniu 11.2 moZemy teraz lepiej
zilustrowaé, Dwie funkcje sa ortogonalne, jesli znika catka z ich iloczynu. Funkcje
i, i W, sa ortogonalne, jeshi

fﬁ.r;r,-'rn-dfzﬂ (12.12a)

gdzie catkowanie rozciaga sig na calg przestrzen. Cechg ogdlng mechaniki kwantowej
jest to, ze funkeje falowe odpowiadajgce roznym energiom sa ortogonalne; mozemy
byé pewni, Ze wszystkie funkcje falowe czqstki w pudle sq wzajemnie ortogonalne,

Przyklad objasniajacy

Mozemy przekona¢ sie o ortogonalnosci funkeji falowych czastki w pudle o liczbach
kwantowych n=11in =3 (rys. 12.3)




12.5 Dwie funkcje sa ortogonaine, jezel
calke z ich iloczynu jest réwna zeru.
Obliczenie catki prredstawiono uiaj
graficenie dla dwdch funkcji falowych
cragstki w pudle. Calka jest rdwna
powicrzehni calkowite] ponizej wykresu
ifoczynu funkcji; jest ona rdwna zero

12,5 Dwuwymidrowa studnia potencjitu,
Cagstha jest uwigziona w obszarze
powierzehnd ograniczone) nieprzenikalnymi
scianami. Gdy tvlko czastka dotknie
sCiany, jei energia potencialna rodnie do
nieskofczonada
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na podstawie ogdlnego wzorn na catki z funkeji rygonometryeznych.

Calka w rdwnaniu (12.12a) jest czgsto zapisyvwana jako
{rln'y =10 {n" =£n) (12:12h)

Notacja braketowa Diraca jest znacznie bardziej zwarta niz zapisywanie calki pet-
nym wzorem. Notacja Diraca wprowadza sfowa ,bra” i , ket do stownictwa mechaniki
kwantowej. Bra {n| odpowiada funkcji zespolonej sprzezonej wzgledem funkeji falo-
wej ¥, a ket |n') odpowiada funkcji falowej /.

Gdy bra i ket sa zapisane w taki sposdb jak w réwnaniu (12.12b). oznacza to
catkowanie po calej przestrzeni. Podobnie warunek normalizacji funkcji w réwnaniu
(11.20) w notacji Diraca upraszeza sie do

(mlay =1 (12:13)

Te ostainie wyrazenia mozna zapisaé w postaci
(nin') = S (12.14)

gdzie 4, . noszaca nazwe delty Kroneckera, jest rowna 1, gdv n = n' oraz {0, gdy
n 2 n'. £ zastosowaniami tej notacji spotkamy sig pdZniej.

Wiasciwosé ortogonalnodci ma duie znaczenie w mechanice kwantowej, ponie-
wai umozliwia eliminowanie w obliczeniach dugiej liczby calek. Ortogonalnosé od-
grywa kluczowa rolg w teorii wigzania chemicznego (rozdzial 14) i w spektroskopii
{rozdzial 17).

12.2 Ruch w dwoch wymiarach

Rozwazymy z kolei dwuwymiarowy problem czastki w pudle. Teraz czastka zawarta
jest w prostokatnym obszarze powierzchni o diugeéei Ly w kierunko x i L2 w kierunku
¥ energia potencjalna wynosi wszedzie zero z wyjatkiem Scianek, gdzie przvjmuje
wartofei nieskodczone (rys. 12.6), Funkeja falowa jest teraz funkcja x i v, a réwnanie
Schrisdingera ma postad

r! 33,1 a:,l
t (_r,;+ i

B’ dy?

2m

)= Er (12.15)

Musimy znale#é sposob rozwigzywania tego czastkowego rownania rozniczko-
wego, rownania o wickszej niz jeden liczbie zmiennveh.

i) Rozdzielenie zmiennych

Niektore czastkowe rdwnania roZniczkowe mozna uproicié metody rozdzielania
zmiennych, czvli separacji zmiennych, ktdra zamienia réwnanie na dwa lub wie-
cej zwyczajnych rdwnan rozniczkowyvch, po jednvm dla kazde] zmiennej. Mozemy
sig przekonac, ze metode mozna zastosowad w interesujacym nas preyvpadku, spraw-
dzajac, czy mozna znaleié rozwigzanie rownania (12.13), prayimujac funkejg falowg
w postaci iloczynu funkeji, jednej zaleznej tvlko od x 1 drugiej zaleinej tvlko od ¥

e, v) = X(x)3¥(y) (12.16)

Notacja X{)¥(y) przypomina nam, ze dwie funkcie X 1 ¥, za pomocy ktarvch
faktoryzujemy funkcje falows, zaleiy odpowiednio od zmiennveh x i v. Zobaczymy
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w uzasadnieniu 12.1, ie przy powyzszym podstawieniu rownanie {12.15) rozdziela
sie na dwa zwyczajne rownania rozniczkowe, po jednym dia kazdej wspotrzednej
R . ht d*y
——— = Ey X - —— = Ey¥ E=Ex+Ey 12:17
2m dx” S 2m dy? 2 xtEr A )
Wiclkosé Ey jest energig zwigzang z ruchem czastki réwnolegle do osi x, podobme
Ey z ruchem réwnolegtym do osi y.

Uzasadnienie 12.1

Aby uzasadnié¢ separowalnosc funkeji falowej na iloczyn dwéch funkeji X i ¥
zauwazmy, 7e gdy X jest niezaleine od y, a Y jest niezalezne od x, wowczas
rachodza relacje
aty _ atXY _ d°X By _¥xy 47
axt  axr - de? 5y2 @yt dy?
i réwnanie (12.15) przybiera postaé
]’IE Iy z
e }’d—,+ Xd 1':) = EXY
2m = dy=
Gdy obie strony podzielimy przez XY, réwnanic mozemy preegrupowad do po-
staci

1 &*X il I Gk = ImkE
X dx?  Fdyr A
Pierwszy czion po lewej stronie rownania jest niezaleiny od v, tak wige jesli
zmieniamy y. moze sig zmieniad tylko drugi czton réwnania. Jednakze suma
tych dwdch czionow jest statg dang przez prawq strong réwnania; dlatego réwniez
drugi czlon nie moZe sig zmieniac, gdy zmienia sig v, Innymi stowy, drugi czion
jest staty, mozemy go zapisaé jako —2m Ey/h*. Droga podobnej argumentacii
mozemy przekonaé sig, Ze plerwszy czion jest staly przy zmianie x, zapisujemy
go jako —2mEx /h* oraz E = Ex + Ey. Mozemy wigc zapisac

1d*X  2mEy | d®Y  2mEy

X dx? = he Y dy? #e
Réwnania fe sa zwyczajnymi réwnaniami rézniczkowymi (jednej zmiennej). Sq
one tozsame z rownaniem (12.17).

Kasde 7 dwoch zwyczajnych réwnar rézniczkowyeh (12.17) ma takg samg po-
sta¢ jak jednowymiarowe réwnanie Schridingera; mozemy wige przyjac bez dalszych
obliczed wyniki otrzymane dla réwnania (12.7)

1/2 ;

2N L fima T 20 Iy
ww=(z) = () o =(%) ()

Nastepnie, poniewaz ff = XY I £ = Ey + Ey, otreymujemy

i \ 2 : (mn:.::) n(n;ﬂ}'
X, V) = —————5In 51 \
BT (L L) g i L2

D=x=0L1,0=y=L;

4 b 4
E ny n:) h- (12.18)
i . o — _-‘ -+ — _ -
s Ly L% B :
gdzie liczby kwantowe przyjmujg niezaleznie wartoScinp = 1,2, ... im =1, 2,...

Niektdre z tych funkeji wykreslono na rys. 12.7. 54 one dwuwymiarowymi odpo-
wiednikami funkeji falowych pokazanych na rys, 12.3. Zauwazmy, Ze w problemie
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b

12.7 Funkcje falowe czastki ograniczone] w prostokatnym obszarze powierzchni, przedstawione za pomocy konturdw stalej amplitudy. a) Sian

-

o pojnidszej enerptimy =L =1L m=Lnr=2, i =2, =LA m =2 nr=12

dwuwymiarowym potrzebujemy dwoch liczb Kwantowych, W notacji Diraca stany
oznaczamy jako ket jny, nal,

Problem czastki w pudle trdjwymiarowym mozna rozwiigzal woten sam sposob.
Funkcje falowe majg dodatkowy czynnik (zalezny od ), a energia dodatkowy czlon

T
L

b) Degeneracja

Gdy powierzchnia pudla jest kwadratem (L, = L i L, = L), rozwigzania majg
interesujaca ceche. Rownania (12.18) przybierajq postac

J ; 1 2 pAETmEN ATy
wf..n_-L.r._‘H:Ism( 7 -)sm(- i )

- a5 5
Epy = | + 03l —r=

(12.19})

Rozwaimy pravpadkiny =1, nz=2o0razn =2, na =1

v ) 2 .- (n.r ) y (21‘[_1.' ) E sh?
j2lX, ¥ ==—8sm|— | sin S = ——
RS L 7 L2 BmiLz
2 Imx Ty 5h*
s (e, ¥i= =8| —— | sin [ — Esj= -
Lthats L ( L ) L ) LT

Widzimy, #e rdine funkeje falowe odpowiadajg tej samej energii: przypadek ten na-
gywamy degeneracja. W omawianym przypadku, gdzie mamy dwie zdegenerowane
funkcje falowe, méwimy, Ze poziom 5 (h°/8mL=) jest podwdjnie zdegenerowany.
Alternatywnie mozemy powiedzied, ze zdegenerowane sg stany |1, 2) 1|2, 1},
Wystepowanie degeneracii jest zwiazane z symetria ukiadu. Rysunek 12.8 pokazuje
wykresy konturowe dwich zdegenerowanveh funkeji falowyeh yry 2 1 . Poniewaz
pudto jest kwadratowe, moZzemy przekszialeic jedna funkcje falows w druga, obracajac



12.8 Funkcje falowe czastki ograniczonej
w kwadeatowym obszarze powierzchni.
Zauwaimy, 2e mozemy przeksztalcad
wzajemnie funkcje falowe, obracajac pudio
o 90°. Te dwie funkcje opisuja stany o tej
samej enzrgii, Degeneracja jest Scisle
wigzana ¢ wiasciwosciami symetrii ukiadu

lumbe i Bilows

e

X

12.9 Czastka padajaca na bariere z lewej
strony ma oscylujaca funkcje falows;
wewmatrz bariery funkeja nie ma oscylacji
(dla E = V). Jedli bariera nie jest

zhyt gruba, funkcja falowa nie znika po
prEeciwne] stronie barery | pojawigg sig
oscylacie, (Pokazano tylko coedt rzecrywistdy
funkcji falowej}
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plaszezyene o 90°, Zamiana funkeji przy obrocie o 907 nie jest modliwa, jedli pudio nie
jest kwadratowe — wiedy funkcje ¥n 2 i i nie sq zdegenerowane. Dalej spotkamy
wiele przykladdw degeneracji (np. w atomie wodoru): wszystkie przypadki moga by
odniesione do wlasciwosci symetnii uklado (patrz p. 15.4b)

12.3 Tunelowanie

Jesli energia potencjalna crastki nie roénie do nieskofczonodici na Sciance pudta,
a £ < V, to funkcja falowa nie maleje gwaliownie do zera. Gdy Scianki sy cien-
kie (tak, e energia potencjalna maleje ponownie do zera na skoficzonej odleglosci),
wiwezas funkcja falowa oseyluje wewnatrz wngki, zmienia sig w sposob cigely we-
wnatrz obszaru fcianki | oscyluje ponownie po drugiej stronie Scianki na zewngtrz
pudta (rys, 12.9). Tak wiec czastke moina znaleié na zewnatrz zbiornika nawet wiedy,
edy wediug praw mechaniki klasvczng] nie ma dostateczne] energil do ucieczki ze
zbiomika. Tego rodzaju wyciekanie dzigki przenikaniu przez klasycznie zabroniong
strefe nazywamy tunelowaniem.

Mozna wykorzystaé rdwnanie Schrivdingera do obliczenia prawdopodobienstwa
tunelowania czastki 0 masie m padajgcej z lewe] strony na bariere o skorczone
wysckosci, Po lewej stronie bariery (dla x < 0) postaé funkeji falowe] odpowiada
funkcjom czastkd w potencjale V = 0. Na podstawie rownania (12.2) modemy napisaé

W= Ae'ts 4 pet kh = (2mE)'? (12.20)

Réwnanie Schridingera dla obszaru banery (dla 0 < x <= L), gdzie energia

potencjalna jest stala, ma postac
h* d*y
“3m da?

Rozwazymy przypadek czastki, dla ktérej E < V, tak ze V — E jest dodatnie.

Rozwigzania réwnania majg wige postad

+ Vi =Eyp (12.21)

U = Ce* + De™** kh = [2m(V — E)}'/? (12.22)
co moina sprawdzié, rézniczkujac 1 dwuokrotnie wzeledem x. Warto podkreslié, e
dwie funkcje wykladnicze sq teraz funkcjami rzeczywistymi (w przeciwiedstwie do
zespolonych, oscylujacych funkeji dla obszaru, gdzie V = 0)°. Na prawo od bariery
{x = L), gdzie ponownie V =10, funkcje maja postaé

W= A" 4 Bl k= (2mE)V# (12.23)

‘Otrzymamy funkcje oscylujgee, jezeli £ = V.
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12.10 Gdy czastka pada na barierg

z lewej strony, jej funkcja falows jest
superpozycja fali odpowiadajace pedow:
na prawo i fali odbite] odpowiadajgee;
pedowi w lewo, funkcja malejaca, lecz
nie oscylujacy wewnatrz bariery oraz
fuly (staba) reprezenmujacan ruch na prawo
wodniej odlegtodei od bariery

12.11 Nao brzegach bariery zardwno funkeja
falowa, jak i pochodne muszy byd funkcjami
cigghymi, Warunki ciagtodci pozwalaja

na polaczenie funkeji falowych w trzech
ohszarach, a stgd znalezienie zwiazkdw
miedey wipdlczynnikami, kidre wysigpuis

w rozwigzaniach rdwnania Schridingera

1212 Prawdopodobiedstwa przejicin
przez bariers, Na osi poziomej mamy
energie padajacej czastki wyrazong

jakn wiglokrotnose wysokofc bariery.
Wikuiniki prey krzywych podaja wartodel
LA2m VY2, Wykees 2 lewej strony
odpowiada syiuacji £ < V., o wykres
po stronde prawej dotyezy £ o=V,
Wirto podkreslic, ze dla E < V
prawdopodobienistwo przejicia T = 0,
poderas edy wedlug praw mechaniki
klasycene] powinno by zerowe. Z drugiej
strony T < |, gdy £ = V, podczas gdy
wedlug praw mechaniki klasyeznej powinno
bvé rdwne jednodci

12.3 TUNELOWANIE 305

Peina funkcja falowa czastki padajacej z lewej strony sklada sig z fali padajgeej
i fali edbitej od bariery, wykladniczo malejacej amplitudy wewnatrz bariery oraz oscy-
lujacej fali reprezentujaeej czqstke poruszajaca sig na prawo po udanym tunelowaniu
przez barierg (rys. 12.10). Porzadne funkcje falowe muszg spelnié¢ zbidr warunkdw,
podanych w p. 11.4b. W szezepdlnosci funkcje falowe musza byé ciagle na krawe-
dziach bariery (przy x = 0.1 x = L, pamigtamy, ze e” = 1)

A+B=C+D Ce*l + De*t = A'e*t 4 plet (12.24)
Ich nachylenia (pierwsze pochodne) rowniez musza bye ciagle (rys. 12.11)
kA —ikB =xkC—xD kCe*t — kDe~*t = kA’ — ik Be - (12.25)

Muamy wige cztery rownania dla szedciv nieznanveh wspdlczynnikéw. Jesli czastki sq
rzucane na barierg ze sirony lewej, to nie ma czastek poruszajacych sie w lewa strong
na prawo od bariery. Stad mozemy przyjaé B’ = 0, pozbywajac sig jeszcze jednej
niewiadomej. Nie mozemy polozyc B = 0, poniewaz czastki mogs byé odbijane od
bariery w kierunku ujemnych x,

Prawdopodobienstwo, Ze czgstka na lewo od bariery porusza sie w kierunku dodat-
nich x {na prawo), jest proporcjonalne do |A[°, a prawdopodobiefistwo, Ze porusza sig
w tym samym kierunku na prawo od bariery, jest proporcjonalne do |A'|*. Stosuneck
tych dwéch prawdopodobiefstw nosi nazwe prawdopodobiedstwa transmisji, T. Po
przekszialceniach algebraicznych otzymujemy

wl —xby2 ]
[+ —r
T:{l e =T

12.26
16e(l — &) (R:e0)

gdzie £ = E/ V. Funkeje te nakreslono na rys. 12.12; pokazano rowniez wspilczynnik
transmisji dla £ = V. Dla wysokich, szerokich barier (w tym sensie, ze L 3 1)
rdwnanie (12.26) upraszcza sig do pestaci

T 2= 16e(1 — gle~ =L

(12.27)
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12.13 Wewnatrz bariery funkcja falowa
ciezkiej czastki maleje pwaltowniej

niz funkejn falowa lekiae) czastkl. W
zwiazku 2 tym lekka czastks ma wigksze
prawdopadobieristwn wnelowania preez
barjers

energia potencjalna, V'

I
0

wychylenie, x

12,14 Paraboliczna energia potencialna

¥ = Lkx® oscylators harmonicznego; ©
jest wychyleniem = potozenia piwnOWagt.
Ererokoét krzywe] jest zaleina od stabel
silowej k — im wieksza jest warto$e &, vm
wezsza jest studnia potencjalng
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Prawdopodobieristwo transmisji maleje wykladniczo 2 grubodcig bariery i z m'/.
Ogznacza to, ze czastki o matej masie moga tatwiej tunelowaé przez bariery niz czgstki
ciezkie (rys.12.13). Tunelowanie jest bardzo wazne dla elektrontw i miondw, umiar-
kowanie dla protondw, jest ono mniej istome dla cigzszych czastek. Wiele efekiow
w chemii (na przyklad 1zotopowa saleinoéé szybkosci niekiorych reakeji) zalezy
od zdalnodei tatwiejszego tunelowania w przypadku protonu niz deuteronu. Bardzo
duia szybkoS¢ osiggania rownowagi w reakcjach przeniesienia protonu (byly one
omawiane w rozdziale 9) wskazuje rGwniet na zdolnosé protondw do tunelowania
barier przy szybkim przejsciu od kwasu do zasady, Wazna technika skaningowego
mikroskopu tunelowego (STM), ktorg opisano w p. 28.2f, wykorzystuje wyktadniczq
salesnoéé tunelowania elektronu od gruboscl obszaru pomigdzy punktowq elektrody
a powierzchnig.

Przyklad objasniajacy

Aby oszacowaé wzgledne prawdopodobienstwa tunelowania protony i deuteronu przez
\akn sama barierg o wysokoéci 1,00 eV (1,60 . 10717 J) i grubodci 100 pm, gdy ich
energia wynosi 0.9 eV, tak 7e E — ¥V =10,1 eV, najpierw obliczymy

2(mifu) - (1,67 - 10777 kg) - (1,6- 107 1) V2 (myuyte
k= =

(1,055 103 J-5)° 14 pm
Wartosci i dia protonu (m = 1,0 u) i deuteronu (m = 2.0 u) wynoszq odpowiednio
/(14 pm) i 1/(9.9 pm). Poniewaz <L % 1. mozemy zastosowaé rownanie (12.27).
Stosunek prawdopodobiefstw transmisji wynosl Zatem

Ty _ st = 3,7 10°

o
Stosunek ten jest bardzo czuty na bigdy zaokraglenia. Wynik pokazuje, Ze prawdopo-
dobieristwo tunelowania protonu (w podanym ukladzie) jest okolo 370 razy wigksze
niz prawdopodobienstwo tunelowania deuterony.

7adanie 12.4 Oblicz wzgledne prawdopodobienstwa tunelowania przez barierg dwu-

krotnie szerszq, przy zachowaniu pozostatych warunkow.
[1,4: 107
[ e

—

Ruch oscylacyjny
Czastka wykonuje ruch harmoniczny, jesli dziala na nia sifa proporcjonalna do wy-
chylenia i przeciwnie skierowana

F=—kx (12.28)

gdzie k jest staly silows: im wicksza wartosc k, tym SETYWRie]sza Sprezyna’. Ponie-
wiz sila jest zwigzana 2 energii potencjalna, F = —dV/dx (patrz uzupetnienie &),
satem sile w réwnaniu (12.28) odpowiada energia potencjalna

V = thx (12.29)
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12.15 Poziomy energetyczne oscylatora
harmonicznego 5§ rozlozone rownomiernis
z adstepern fiew, gdzie w = (k/m)'2. Nawet
WSy najnizszym stanie oscylator ma
cnergie wicksza od zem

4

02

1218 Wykres funkeji Gaussa fix) = e
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Od tegn wyrazenia, bgdacego réwnaniem paraboli (rys.12.14) wywodzi sig ter-
min ,paraboliczna energia potencjalna”™ dia energii potencjalnej charakterystycznej
dla oscylatora harmonicznego. Réwnanie Schriddingera dla cegstki ma postaé

he dhy
i dy?

+ Lkt = Ep (12.30)

12.4 Poziomy energetyczne

Réwnanie (12.30) jest standardowym réwnaniem w teorii rdwnaf rézniczkowych,
a jego rozwiazania sq dobrze znane matematykom (patrz ponizej)*. Przyjmujac wa-
runki brzegowe, Ze oscylator mie moZe si¢ znalefd¢ w stanie nieskofczenie duzej
kompresji lub rozciagnigeia, otrzymujemy, ze dozwolonymi poziomami energetycz-
nymi 54 172

Ey = (v+ Hhe w= (—) v=0.1,2,... (12.31)

m

Zauwazmy, ze @ roénie przy zwiekszaniu statej silowej i zmniejszaniu masy, Od-
stepy pomigdzy sasiednimi poziomami energii wynosza

E,oy—E,=hw (12.32)

i sa takie same dla wszystkich v. Poziomy energii tworzq jednorodng drabing o od-
stepach he (rys. 12.15). Odstepy energetyczne fiw s3 zaniedbywalnie male dla cial
makroskopowych (o duzych masach), sg jednakie bardzo wazne dla obiektdw o ma-
sach zhlizonyeh do mas atomdw.

Przykiad objasniajacy

Stata sitowa typowego wigzania chemicznego X—H wynosi ok, 500 N-m~ ! Poniewaz
masa protonu wynosi ok. 1,710 kg, @ = 5:10" 57, a stad odstgpy miedzy sasied-
nimi poziomami wynosza he = 6- 107" J {okoto 0,4 V). Odstgp energetyczny 30
kI-mol~! jest chemicznie znaczacy. Wzbudzenie oscylacji wigzania z jednego poziomu
na poziom nastgpny wymaga 6 - 107 J. Jesli wzbudzanie zachodzi droga absorpeji
fotonu, to potrzebne jest promieniowanie o czgstosci v = AE/h = 9. 10" Hz, cazyli
o diugoéci fali A = ¢/v = 3 wm. Przejécia miedzy sgsiednimi poziomami energetycz-
nymi czasteczek sg wymuszane przez promieniowanie podezerwone lub prowadzy do
emisji promieniowania w podczerwieni (rozdzial 16).

Poniewai najmniejsza dopuszezalng wartosé v wynosi 0, 2 rownania (12.31) wy-
nika, ze energia poziomu zerowego oscylatora harmonicznego wynosi

Epg = %Tmr (12.33)

Dla typowego oscylatora molekularnego, podanego w przyktadzie, energia punkiu
zerowego wynosi 3 - 107 ], co odpowiada 0.2 eV lub 15 kJ - mol !,

7 matematycznego punktu widzenia energia punkin zerowego wynika z faktu, ze v
nie moze przyjmowac warto§ci ujemnych, poniewaz wiedy funkcje falowe nie byivby
funkcjami porzadnymi. Z fizycznego punktu widzenia przyczyna jest td sama, co dla
czgstki w prostokatnej studni potencjatu: polozenie czastki uwigzione] jesl rozmyle,
a stad jej ped jak réwniez jej energia nie mogy osiagal wartosci zerowej. Mozemy

*8yeregtly rozwigzania — patrz literatura uzupeiniajaed



funkeja fulows, W
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12.17 Znormalizowana funkcja falowa

i rozitad prawdopodobienstwa (pokazany
eiwnied wostopniach szarodcd) dla
najniZszego poRiomu encTgelyCINego
oscylatora harmonicznego

Tabela 12.1 Wielomiany Hermite'a H,(v)

v H,
l
2y
4y -2
gy’ = 12y

16yt — a8y + 12
32yt — lady? + 120¥
Bdy® — R0y + 720y — 120

O L de e bd = D

Wielemiany Hermite's (kdre rozciggaig sig do me-
skedlezonoder) spetnisjy néwmanis
HE=2u M 2w, =0
natomiast widr rekurencyjoy ma posiac
My =2V By =2l
Fonadio
_I":"-N R H..:'-":-l-'\r- i] dla «"#u

alflavyl dia v'se
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przedstawié stan punktu zerowego W postaci niegasngeych Auktuacji wokdl potoie-
nia rownowagi. Natomiast mechanika klasyczna dozwala na catkowite zalrzymanie
czastki.

12.5 Funkcja falowa

Na poczgtku pomocne bedzie znalezienie podobiefistw pomiedzy oscylatorem har-
monicznym a czastky w pudle: pozwoli to nam odgadnaé postac funkeji falowych
oscylatora bez ich obliczania. Podobnie jak dla czgstki w pudle czastka wykomijaca
ruch harmoniczny jest uwigziona w symetryczne] studni potencjalu o energii osiyga-
jacej duze wartosei (w ostatecznodei nieskoficzone) dla dostatecznie duzych wychyled
(poréwnaj rys. 12.1 1 12.14). Wystepuja jednakze dwie istotne roznice, Po pierwsze,
poniewa# energia potencjalna roénie do nieskofczonodel jak x*, a nie gwaltownie,
funkcje falowe zblizaja sig do zera dla duzych wychylei lagodniej niz dla crastki
w pudle. Po drugie, poniewaz eneraia kinetyczna oscylatora zalezy od wychylenia
w bardziej zlozony sposob (ze wzgledu na zmiany energii potencjalnej), rowniez
krzywizna funkeji falowych zmienia si¢ w sposob bardziej ztozony.

21 Postacé funkcji falowe]

Dokladne rozwiazanie rownania (12.30) pokazuje, Ze funkcje falowe oscylatora har-
Monicznezo majg postac

dr(x) = N - (wiclomian zmiennej x) - (dzwonowa funkcja Gaussa)

gdzie N jest stalq normalizacyjna. Funkcja Gaussa jest funkcja o postaci et
(rys. 12.16). Dokladna postac funkcji falowe] jest nastgpujaca:

5 N L4
2y X h-
) =M Hy(yye™" 12 = o= (—-——) (12.34)
o4 mk
Czynnik H,(y) jest wielomianem Hermite'a (tab. 12.1). Na przykiad, poniewaz
Hy(y) = 1, wiec funkeja falowa stanu podstawowego (stan 0 najnizszej energil, v = 0y
oscylatora harmonicznego ma postac

=2

Yl =Npe™ "= NDE_'[:'::E: (12:35)
Otrzymujemy stad, ze ggstosé prawdopodobierstwa jest dzwonowa funkcja Gaussa
ax) = NGes/™ (12.36)

Funkcje falowa i rozktad prawdopodobienstwa przedstawiono na rys. 12.17. Obie
krzywe przyjmuja najwicksze wartosci dla zerowego wychylenia (przy x = 0), od-
zwierciedlajac obraz klasyczny energii punkiu zerowego jako nieustannych fluktuaci
czastki wokdl potozenia rownowagowego. Funkcje falowq dla pierwszego stanu wzhu-

dzonego oscylatora, stan z v = 1, Ofrzymamy, biorac Hily) = 2v (zauwazmy, ze
nicktére z wielomianéw Hermite'a sq bardzo prostymi funkecjamil)

2Ny
44

Yilx) = Ny« 2ye~ ¥R = Zlye ¥ 1= (12.37)

Funkeja ta ma wezel dla zerowego wychylenia (x = 0}, a ggstosc prawdopodobiefistwa
ma maksima przy x = £o, odpowiednio y = £ (rys. 12.18),

Postacie kilku funkeji falowych zostaty przedstawione na rys. 12.19. Cieniowanie
na rys. 12.20, przedstawiajace ggstosc prawdopodobieristwa, orrzymano jako kwadraty
tych funkcji. Dla duzych liczb kwantowych funkeje falowe oscylatora harmonicznego




|

Tunkeja falowa, W

1
—4 L2 0 g 4

12,18 Znormalizowana funkcja falowa

1 rozklad prawdopodobiedstwa (pokazany
rwniez w stopniach szarodci) dla
pierwszego stanu wzbudzonego oscylators
harmonicznego

funkeja fulowi,

12,18 Znormalizowane funkcje falowe

dla pierwszyeh pieciu standw oscylators
narmonicznego. Dla parzystych v linie

i czarne. dla meparzystych o linie
aInaczono na zielono, Fauwaimy, ie liczba
wezldw jest rdwna v, a kolejne funkeje sa
symetryczne | antysymetryezne wigledem

T =10 (zerowe wychylenie)
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maja swoje najwieksze amplitudy w poblizu punktdw zwrotnych w ruchu wedlug praw
mechaniki klasyeznej (polozen, gdy V = E, tak Ze epergia kinetycina si¢ zeruje).

Wedtug zasady korespondencii, dla duiych liczb kwantowych ujawniajg sie cechy
klasyezne. Dla czastki kKlasycznej najbardziej prawdopodobne jest znalezienie czqstki
w punktach zwrotnych (gdzie porusza sig najwolniej), 4 najmniej prawdopodobne jest
znalezienie jej dla wychyvlenia zerowego (gdzie porusza sig najszybeiej).

Przyklad 12.3 Mormalizowanie funkcji falowej oscylatora harmonicznego

ZnajdZ stata normalizacyving dla funkeji falowej oscylatora harmonicznego.

Metoda Normalizacje zawsze wykonujemy, obliczajae catke z [¥|* po calej prze-
strzeni, a nastepnie otrzymujemy czynnik normalizacyjny na podstawie rdwnania
(11.17). Unormowana funkcja falowa jest réwna N

W tym jednowymiarowym zagadnieniu elementem objetosci jest dx, a catkowa-
nie przebiega od —o¢ do +oc. Funkeje falowe wyrazone sa za pomocg zmiennych
bezwymiarowych ¥ = x/a. Wyrazimy calke za pomocy zmiennej v, podstawiajge
dx = ady. Catki, ktorych potrzebujemy, zamieszezono w tabeli 12.1.

Odpowiedz Nic unormowana funkcja falowa ma postac
li-f'hl- f.'l: } — H" [_‘r'l:IE_ "':.":

Karzystajac z calek z tabeli [2.1, otrzymujemy

b = o s 1] 3 i
f i dr = f ot dy = o f H:(yle™ dy
—a =0 — 3

=g 72|
gdzie v! = viv = 1} (v — 23 ++.. - 1. Stad
1
Ny = (a2 lyli2
Zwriémy uwage, ze dla oscylatora harmonicznego N, jest zalezne od liczby kwanto-
wej v,

Komentarz Wiclomiany Hermite'a nalezq do prostych funkeji noszacych nazwe wie-
lomianéw ortogonalnych. Wielomiany te maja szereg waznych wiasciwosci pozwalaja-
cych na stosunkowo tatwe przeprowadzanie wielu obliczedi kwantowomechanicznych.
W literaturze uzupetniajacej mozna znale#é wigeej informacyi o wlasciwosciach wie-
lomianow,

Zadanle 12.5 Porwierds bezpofrednim aobliczeniem calki, ze 1 1 1 s3 weajemnie
oriogonalne, )
[Oblicz calke [ v dx, korzystajge z informacji w tabeli 12.1]

bl Wlasciwosci oscylatorow

Na podstawie dostepnych funkcji falowych mozemy zaczal obliczad wiasciwoSci oscy-
latora harmonicznego, Na przyktad mozemy obliczyé wartosci oczekiwane obserwabli
02, obliczajac catki typu

se £
(o = f W2y, dx {12.38)

=&
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12,20 Rozklady prawdopodobiersiwa

dla pieciu najnizszyeh standw oscylatora
harmonicznego przedstawicne & KHmocy
glebi cieniowania, Zauwaimy, 2e ohszary
najwigkszego prawdopodobiestwa (obszary
o najwigkszym cieniowaniu) W miare
WIZIDSIL U preesuwaid sig w kerunku
punkiiw zwrotnych dia ruchu wedlug praw
mechaniki klasyczne)
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(Przyjmujemy odtad, ze postugujemy si¢ unormowanymi funkcjam falowymi), Otrzy-
mamy bardziej zwarte wyrazenie, jesli posluzymy sig notacjy Diraca, w ktorej catke
zastepujemy nawiasem zawierajacym liczby kwantowe stanow

s e
W'y = f Y Oy, dx [12.39]
—o0

MNawias ten nazywamy rowniez elementem macierzowym operatora €, Zauwai-
my, ze operator znajduje si¢ pomigdzy bra a ket (ktore mogg prnaczal roZne stany ),
w poloZeniu litery ¢ w slowie angielskim (brajc{ket) (hracker — nawias). Gdy po-
jawi sie para nawiasdw, oznacza to wykonanie catkowania. W notacji Diraca wartosé
oczekiwang zapisujemy jako

(Q) = {v|Qv) (12.40)

2 nawiasami bra i ket odpowiadajgcymi temu samemu stanowi (o liczbie kwantowej v
i funkeii falowej ). Gdy podstawimy jawna postaé funkcji falowej do catki, wyglada
ona odstraszajaco, jednak wielomiany Hermite'a maja wiele cech pozwalajacych na
uproszczenia. Na przykiad w podanym ponizej przykladzie przekonamy sig, ze Srednie
wychylenie (x) i $rednie wychylenie kwadratowe {x”) oscylatora w stanie o liczbie
kwantowej 1 wynoszg

(x}y=0 ) =(+3) (12.41)

h
(m L }];1

Wynik dla (x) dowodzi, ze z jednakowym prawdopodobienstwem mozemy znalezd
czastke po obu stronach x = 0 (podobnie jak dla oscylatora klasycznego).

Wynik dla (x?) pokazuje. ze érednie wychylenie kwadratowe roénie z v. Wazrost
ten moZna zauwazyé, poréwnujac gestoéei prawdopodobienstwa na rys. 12.20. kore-
sponduja one z klasycznymi amplitudami wahnig¢, wzrastajgcymi, edy coraz bardzie]
wzbudzamy oscylator

Przykiad 12.4 Obliczanie wiasciwosci oscylatora harmoniczneao

EE———

Oblicz érednie wychylenie oscylatora w stanie o liczhie kwantowej v.

Metoda Do obliczenia wartoéci spodziewanej musimy skorzystaé z unormowanych
funkeji falowych. Operatorem polozenia wzdiuz wspalrzednej x jest mnozenie przez x
(p. 11.5¢). Calke, kidrq otrzymamy, musimy obliczyé albo analizujac jej whadeiwosci
(funkcja podcatkowa jest iloczynem funkcji parzystej i nieparzystej), albo korzystajae
ze wezorbw w tabeli 12.1, Aby nabyé sprawnoéci w obliczeniach tego rodzaju, zilu-
strujmy ten drugi sposéb. Korzystamy z relacji x = v, z ktorej wynika, ze dr =ady

Odpowied: Interesujaca nas calka ma postad

(x) = f P xy dx

= e
= N? f (Hye " Pix(He™%) dx

e

= Ty 2
=a N, f (H.e Y S)y(He ™ ") dy

==

:F: -
=a1N5f H,yH.e™" dy

(==}

Skorzystajmy teraz ze wzoru rekurencyjnego z tabeli 12.1 o postaci

."‘rHa.' = uvHi+ %HL'—:'l
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Otrzymamy wiedy

fod] ==

f HoyHe ™ dy = uf H, i He " dy+
= —&0

oo

=} i
[ H".l+|.H|.":_'ll- d."'l

Obie catki po prawej stronie sa rowne zeru (tab, 12.1), tak wige (x) =10,

Zadanie 12.6 Oblicz érednie wychylenie kwadratowe (x7) czastki z jej polozenia
rownowagi. (Zastosuj dwukromnie wzir rekurencyjny b

[Rdwnanie (12,41)]

Mozemy teraz tatwo obliczy¢ Srednia energie potencjalng oscylatora, tzn, wartosé
oczekiwang V = l:kx:.
i k 12
(V)= {tkx?) = S(v + é_m(—) = iv+ Hhw (12.42)
2 3 e 3 2

Poniewaz energia catkowita stanu o liczbie kwantowej v wynosi (v + 1 thew, otrzymu-

jemy, e
(V)= 1E, (12.43)

Energia catkowita jest sumg energii potencjalngj i energii kinetycznej. Otrzymujemy
stad
(E) = L1E, (12.44)

Wniosek, ze srednia energia potencjalna | energia kinetyczna oscylatora harmonicz-
nego sa sobie rdwne (a stad réwne polowie energii catkowitej), jest szczegGlnym
przypadkiem twierdzenia wirialnego:

Jesli energia potencjalna czastki ma postaé V = ax”, to jej Srednie energie
potencjalna i Kinetyezna sa zwigzane zaleinoScia

2H{Ey) = bV {12.45)

Dla oscylatora harmonicznego b = 2, wiec (Ey) = (V), jak otrzymano wcze-
¢niej. Twierdzenie wirialne jest kluczem pozwalajacym uzyskad szereg uzytecznych
rezultatdw; bedziemy jeszeze z niego korzystad.

Oscylator mozna znaleZ¢ rowniez w obszarach wychyled zabronionych przez me-
chanike klasyczna, poniewaz V = E odpowiada ujemnej energii kinetycrnej. Z
kszealtu funkeji falowej wynika (patrz uzasadnienie 12.2), ze w najnizszym stanie
energetycznym mamy 8% prawdopodobienistwa znalezienia oscylatora rozciagniglego
poza granice klasyczne i 8% prawdopodobienistwa znalezienia go w stanie kompresji
zabronionej wedtug praw mechaniki klasycznej. Te prawdopodobiedstwa tunelowania
sq niezaleine od stalej silowej 1 masy oscylatora. Prawdopodobieristwo znalezienia
oscylatora w obszarze wzbronionym przez prawa mechaniki klasycznej szybko ma-
leje #e wzrostem v i znika cafkowicie, gdy v zmierza do nieskodczonosci, jak mozna
oczekiwaé na podstawie zusady korespondencji. Oscylatory makroskopowe (takie jak
wahadta) znajduja sie w stanach o bardzo duzych liczbach kwantowych, tak wigc
prawdopodobieristwa znalezienia ich w obszarach zabronionych wedlug mechaniki
klasycznej sa catkowicie do zaniedbania. Jednakze czasteczki zazwyczaj znajduja sig
w swoich oscylacyjnych stanach podstawowych i dla nich prawdopodobieristwo to jest
bardzo istotne.
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Uzasadnienie 12.2

E erfz

] 1]

0,01 00013
0,03 00,0564
0,10 01125
01,50 03205
[, 00 05427
1,50 (1,966
20 0,.5953

*Wisce} danych zamisszczono w dodatks Dane f-
svkochemiczne na kodey podrecznika,

12.21 Moment pedu czastki o masie m
poruszajgce] si¢ po OKIZEL O promieniu
r w plaszczyinie xv przedsiowiony jako
wektor o wartodci pr prostopadly do
plaszczyzny

Wedtug praw mechaniki klasycznej punkty Zwrome Xe oscylatora odpowiadajg
zerowej energii kinetycznej. Wiedy energia potencjalna Lkx? jest réwna epergii
catkowitej E. Réwnos¢ ta zachodzi, gdy

R 2EN\ 2
Tow = T Xy =% (—)

a energia E jest dana réwnaniem (12.31). Prawdopodobieristwo znalezienia oscy-
Jatora rozciagnictego poza X, jest sumg prawdopodobienstw Widx znalezienia
oscylatora w dowolnym przedziale dx lezacym pomiedzy x,,, a nieskoniczonoscia

e 5
P= f vl dx
Tpw

Zmienna calkowania wyrazamy za pomoca ¥ = x/o, gdrie o zdefiniowano
w réwnaniu {12.34). Wtedy punkty zwrotne wystgpuja przy

12

200+ Hhw %

}Izw — -xz,wfw — (_—L qzj I’_L:) = [_21' + l}'.’-
otk

Dla stanu o najnizszej energii (v = 0), ¥;» = 1, & prawdopodobiefistwo

o [a5] -
P =f ﬂfnz dr =-:x.'"-’ﬂ.1f e Fdy
Xiw 1

Pojawiajaca sig tutaj catka stanowi szczegdlny przypadek funkeji bledu, erf z
rdefiniowane] nastgpujaco:

S I
erfz =1— E’E j: g™ d}' []24'5]:

Wartoéci tej funkeji sq tablicowane (podobnie jak funkcji sinus i cosinus). W ota-
beli 12.2 podano kilka jej wartosci. W interesujacym nas przypadku

= 1(1 —erf 1) = §(1 - 0,843) = 0,079

Otrzymalismy wige, Ze dla duzej liczby obserwacji dowolnego oscylatora
w stanie v = 0 7.9 procent z tgj liczby znajdziemy w stanie rozciagnigcia
poza granicg dozwolong przez prawa mechaniki klasyceznej. Takie samo praw-
dopodobieristwo otrzymamy dla oscylatora SciSnigtego bardziej, niz na to pozwa-
laja prawa mechaniki klasycznej, Calkowite prawdopodobienstwo wunelowania
oscylatora do obszardw zabronionych przez prawa mechaniki klasyczne] wynosi
ok. 16%,

Ruch rotacyjny

Zagadnienia ruchu rotacyjnego podzielimy na dwie czesci. Plerwsza czesc doty-
czyé bgdzie ruchu dwuwymiarowego, natomiast czesd druga dotyczyé bedzie rota-
cji w trzech wymiarach. Pomocny moZe sig réwniez okaza¢ opis klasyczny ruchu
rotacyjnego podany w uzupelnieniu 4, szezegolnie pojecia momenty bezwladnosct
i momentu pedu.

12.6 Rotacja w dwéch wymiarach

Rozwaimy czastke o masie m, ktéra zmuszamy do poruszania sig po drodze kolowe]
(promieft r) w plaszezyinie xy (rys. 12.21). Poniewaz wszedzie V = 0, catkowiia
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12,22 Dwa rozwigzania rownania
Schriidingers dla czastki na cbwodzie kola,
Dbwdd okregu jest mita) preedstawiony
ko linia prosta, punkty ¢ = 01 In

i tymi samymd punktami, Rozwigzanie

4 jest niedopuszezalne, poriewa? nie

J1es1 jednowartosciowe. W dodatku

w drugim obejéciu okregu interferuje

z sobg destrukeyjnie, nie moZe sig wige
utrzymaé. Do przyjecia (akceptowalne) jest
rozwiazanie b — jest jednowartodeiowe 1w
Kolejnych obiegach odiwarza sig
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energia jest rdwna energil kinetycznej. Mamy wige £ = p~/2m. Wedlug praw me-
chaniki klasyezne] moment pedu, J.. wokdt os1 z (prostopadty do plaszezyzny xv)
wynosi J. = 4=pr, stad energie mozemy zapisaé juoko _.l’cl,"lmrz. Poniewaz mr jest
momeniem bezwiadnosc: [, otmeymujemy zatem

4

E=E:f

Przekonamy sie teraz, ze mechanika kwantowa dozwala tylko pewne wartoici mo-
meniu pedu, dlatego tei zardwno moment pedu, jak i energia sg kwaniowane.

(1247}

a) Jakosciowe uzasadnienie kwantowania rotacji

Poniewaz J. = +pr, na podstawie relacji de Broglie'a, p = h/3, dla momentu pedu
wokdt osl z mamy

hir

Jo=+—
A
Przeciwne znaki odnoszg si¢ do ruchu w przeciwnych kierunkach. Réwnanie to
oznacza, 7e im mniejsea diugose fali czastki poruszajace] sig po okregu, tvym wigkszy
moment pedu czasikl. Tak wiee jesli wykazemy, dlaczego dlugosci fali sq ograniczone
do wartofei dyskretnych, zrozumiemy, dlaczego Kwantowany jest moment pgdu.
ZaléZmy na poczatku, Ze & moze przyvimowad dowolne wartodei. Wiedy funkcja
falowa zalezv od kgta azymutalnego @ tak, jak to pokazano na rys. 12.22a. Gdy
¢ roénie powwviej 2w, funkeja falowa zmienia sie dalej. lecz gdy dlugosé fali jest
dowolna, przyjmuje rdzne wartofei w kazdym punkeie. a to jest niedopuszczalne
(p. 11.4b). Dopuszezalnymi rozwiazaniami sg funkeje odtwarzajace sig przy kolejnych
ohiegach kata pelnego, tak jak na ryvs, 12.22b. Poniewaz tylko niektdre funkcje falowe
maja te wlaserwose, wige dopuszezalne sg tylko niekidre wartosci momentu pedu
i dlatepe moga wystepowaéd tylko pewne energie rotacji. Energia czastki jest wigc
kwantowana. Dokladniej biorac, dozwolonymi dlugosciami fali sa

IO i
=

my
gdzie m; jest liczbg kwantows przyjmujgca wartosci catkowite z zerem wiacenie®,
Moment pedu przyjmuje wiec wartosci

hr mhr mph

f=x—=
' i 2mr 2n

jesli dopuscimy, Ze m, przyjmuje wartodci dodatnie i ujemne. To znaczy, ze

Lo =mh =10, =1, £2; .. (12.48)

Wartosei dodatnie m; odpowiadajy rotacji zgodnej ze wskazéwkami zegara wokot
osi z (gdy patrzyvmy w kierunku z, rvs. 12.23), a ujemne wartodei m; odpowiadaja
rotacji wokol osi z w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek zegara. Z kolei na
podstawie rdwnania (12.47) otrzymujemny, Ze energia prayjmuje wartodci

J2 omn
E=st=— (12,49)
Przekonamy sic whkritce, Ze energiom tym odpowiadaja unormowane funkeje falowe
Eir:u-;-

“Wartoié my = 0 odpowiada 4 = o) fala” o nieskofczone] dlugodet ma siafa wysokosé dia
wazystkich wartodicl é.
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12.22 Moment pedu czastki poruszajoeej sig
w plaszezy#nie moze byl scharakieryzowany
wektorem © diugedei |my| jednostek wadluz
osi z, Kidrego zwrot oddaje kierunck ruchu
czastkl. Klerunek jest dany przez reguig
sruby prawoskrgine]

X Fiid ¥

12,24 Wipdlrzgdne eylindryczne r i ¢
stosowane podezas dyskusii ukladdw
o symetrii osiowe] (cylindrycznej)
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Funkcja falowa dla pm; = 0 ma postaé old) = 1/ (27)1%: ma ona laka sama
wartodé we wszystkich punktach na okrggu.

Uzyskalismy szereg rezultatGw dotyezaeych ruchu rotacyjnego, laczac razem nie-
Kkidre wielkosci kiasyczne i relacjg de Broglie'a. Postepowanie takie moze byé uzy-
teczne do uzvskania ogélnego wzoru dia ukladu kwantowomechanicznego (4 w oma-
wianym przypadku doktadnych energii). Jednakie, aby upewnit sig, CZy olrzymane
wrory sa poprawne, i nabyé wprawy do bardziej zlozonych problemdw, gdzie nie
wystarcza to mnigj formalne padejscie, musimy bezpogrednio rozwigzad riwnanie
Schradingera, Prawidtowe rozwlgzanie opisano W uzasadniemiu 12,3,

Uzasadnienie 12.3

Hamiltonian czgstki o masie m poruszajgce] sig W plaszczyZnie (z potencjalem
V = 0) ma takg sama posta¢ jak w réwnaniu ( 12.15)

s ha (3: " &3
— 2m \dx? O By?

a réwnanie Schrodingera postaé Hy = Eyr, z funkeja falowa bedacq funkejy kata
. Zawsze warto skorzystac ze wspdlrzednych odzwierciedlajgcych pelng symetrig
uktadu, wprowadzimy wige wspdlrzedne r i ¢ (rys. 12.24), gdzie x = rcosd,
a y = rsind. Wykonujge standardowe przekszialcenia, mamy
ai+al_al+1a+la*- i

ax2 | Byr  @r?  rar  rtog? =
Poniewaz promief drogi w naszym problemie jest ustalony, mozemy opuscic
pochodne wzgledem r i hamiltonian redukuje sig do

o

h df

Zimr? dop®

H=

Automatyeznie pojawil sig moment bezwladnoéei I = mr?, mozemy wige zapisac
H w postaci

h? d
H=—ra (12.52)
Réwnanie Schrisdingera ma postac
% —.:-Z;fr,!r ' {12.53)
Unormowanymi ogélnymi rozwigzaniami réwnania sa
pimid (21 E:Il,rz
Wi, () = EEE mp = i—'r

Na tym etapie wielko§é m; jest liczba bezwymiarowd. Wybieramy teraz roz-
wigzania dopuszczalne sposrad rozwiazad ogdlnych, nakladajge warunek. aby
funkcje falowe byly funkcjami jednowartosciowymi. Oznacza to, ze funkeja fa-
lowa 1 musi spetnia¢ eykliczne warunki brzegowe i prayjmowac te same war-
tosci w punktach oddalonych o pelny obrét: (¢ +2n) = r(gh). Podstawiajac
ogdlne rozwiazanie do tego warunku, olrzymujemy

A2 Armigah o 2l
[ = L+

= Tk dmyn
Vm ($ +270) = —5i G Wr(g)e™™
Poniewai ™ = —1, réwnanie o jest réwnowazne
Vo (@ + 27) = (= 1)*™ () (12.54)

il :.._-,:..;Jl.u

v Sl

= ; Hi e

& vy o w3




o

mo=0

12.25 Czesé rzeczywista funkeji

falowej czastki na okrggu. W miarg jak
przechodzimy do mniejszych dlugode fali,
wartoéd momenty pedu wokol osi z werisia
w porcjach rdwnych &

moment pedu

1226 Zasady reprezentacii wektorowe|

momenty pedu: wielkosé momentu pedu
preedstawiana jest jako diugosé wektora,
a orienacja ruchu w przestrzeni — jako
orientacja wektorm (na podstawie reguly
sruby prawoskretne])
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Wymagamy wige, aby (—1)*" = 1, stad 2m; musi by¢ dodatnig lub ujemng
liczba catkowita parzysta (z 0 wigcznie). Dlatego m; musi by¢ liczby calkowita:
mp=0+1,x2, ..,

b Kwantowanie rotacji

Mozemy podsumowaé dotychezasowe wnioski nastgpujgco. Energia jest kwantowana,
ograniczona do wartosci danych réwnaniem (12.4%) (E = mih® [21), Wystepowanie
m; w drugiej potedze oznacza, Ze energia rotacji jest niezaleina od kierunku rotacji
{znaku my), jak tego nalezato oczekiwac z fizycznego punktu widzenia. Innymi stowy.
stany 0 zadanym |m;| s3 podwéjnie zdegenerowane, z wyjatkiem stanu m = 0, ktory
nie jest zdegenerowany. Chociaz te rezultaty otrzymali$my dla rotacji punkiu material-
nego, sq one sluszne dla dowolnego ciala o momencie bezwladnosci / zmuszonego
do rotacji wokd! jednej osi.

Przekonali§my sie, #ze kwantowany jest moment pedu, a jego wartosei sg dane
rownaniem (12.48) (J; = myh). Werastajgey moment pgdu jest zwigzany z rosnaci
liczba weztdw w czesSciach rzeczywiste] 1 urajone] funkeji falowej:® dtugosé fali maleje
krokowo ze wzrostem |my|, tak wiec ped, z jakim czastka porusza sie wokdl okregu,
werasta (rys. 12.25), Jak przekonamy si¢ w nastgpnym uzasadnieniu, te same wnioski
mo7na otrzymaé formalnie, korzystajac z wartosci wlasnych obserwabli rozwazanych
wp 113,

Uzasadnienie 12.4

Dyskutujge ruch translacyjny w jednym wymiarze, przekonalismy sig, Ze prze-
ciwne znaki w funkcjach falowych e** i e=** odpowiadajg przeciwnym kierun-
kom poruszania sig, a ped czastki jest dany jako wartos¢ wiasna operatora pgdu.
Podobne wnioski moima otrzymaé i w omawianym preypadku, ale tu sy nam
potrzebne wartosci wlasne operatora momentu pedu. W mechanice klasycine]
orbitalny moment pedu wokdl osi z definivjemy nastepujgco:’

L, = Xpy — ¥Px [12.55]
adzie p, jest skladowa momentu pedu réwnolegly do osi x, a p, skiadowg
rownolegla do osi y. Operatory dwoch skiadowych pedu dane sa rownaniem

(11.32), tak wicc operator momentu pedu wokdl osi z oznaczany jako [ ma
postac

f:z?(x%—y%) [12.56]
We wspolrzednych r i ¢ réwnanie upraszeza sig do
s (12.57)
S iag

Majac operator momentu pgdu, mozemy sprawdzi¢ funkcje falowe dane row-
naniem (12.50). Pomijajge stala normalizacyjna, otrzymujemy
A i,

i y
loVrm, = T—d“a“ = 1|.?Hf'i'em1lw = mhif., i12.58)

i Zespolona funkeja ¢ nie ma wezlow; moZe jednak byd capisana jako cos sy - 1sinme.
o skladowe rzeczywists (cosmyd) | urojona (sin meg) majy wily. '

7 mMoment pedu w trzech wymaarach jest edefiniowany joko [ = r x pt by otrzymac OIS
(12.33), rozwitd tloczyn wekiorowy @ zidentvitku skladowsn Z-owa.



Re y 1=

R,
[

12.27 Gestodd prawdopodobiedstwa dia

czastki w dcifle okredlonym stanie momentu
pedu jest jednorodna; prawdopodobienstwo
rmalezienia czgutki w dowolnym poloieniu
na okregu jest jednakowe

12,28 Funkcja falowa czastd na
powierzchni kuli musi spelnic dwa
cykliczne warunki brzegows; wymaganie
to prowadzi do dwdch liczh kwantowych
charakteryzujacych moment pedu

12.29 Wapdtrzedne sferyczne. Dln czastki
poruszajgee) sig po powierzchni kuli
smiennymi sq; kot & oroe kat azymuainy o
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Otrzymali§my, 2e yrm, jest funkcjg wiasng I. i odpowiada jej moment pedu
mih. Gdy m; jest dodatnie, moment pedu jest dodatni (zgodny z ruchem wska-
26wek zegara, gdy patrzymy od dotu); gdy m; jest ujernne, moment pgdu jest
ujemny (przeciwny do ruchu wskaz6wek zegara, gdy patrzymy od dotu). Od tych
cech wywodzi si¢ reprezentacja wektorowa momentu pedu, w ktérej wielkosc
jest reprezentowana za pomocy dtugoéei wektora, a kierunek ruchu za pomocy
orientacji (rys. 12.26),

Lokalizacje czgstki w stanie okreslonym funkcia falowa w réwnaniu otrzymamy,
obliczajac gestosé prawdopodobieristwa

ei‘"""ﬁ plrig e—sm.-.:r elme 1
= = | ——— _— = | —— —_— = — 2.5
Li'rim Wi, (_{2]‘[:]["':) ((EHJUE) ([‘zﬂhl."z) ( :ﬂ}l;’i) I (1 59)

Poniewaz gestosé prawdopodobieristwa jest niezalezna od ¢, prawdopodobiefsiwo
snalezienia czastki gdziekolwiek na okrggu jest niezalezne od ¢ (rys. 12.27). Dla-
tego potozenie czgstki jest catkowicie nieokreslone, a znajomoié dokladnego mo-
mentu pedu eliminuje mozliwosc lokalizacji czastki. Moment pedu i kat stanowii
pare obserwabli komplementarnych (w sensie okredlonym w p. 11.5¢), a niemoi-
liwoéé okreslenia ich jednocze$nie z dowolna doktadnoéeia jest innym preykiadem
zasady nieoznaczonoscl.

12.7 Rotacja w trzech wymiarach

Rozwazymy leraz czastke o masie m, poruszajacq sie po powierzchni kuli o promigniu
r. Bedziemy potrzebowac wynikow tych rozwazan, gdy przejdziemy do opisu stanu
elektrondw w atomach (rozdzial 13) i rotacji czgsteczek (rozdzial 16). To dmugie
sastosowanie wynika z mozliwoscl przedstawienia rotacji bryly sztywnej o momencie
hezwladnodei 1 za pomocy pojedynczego punktu materialnego o masic m rotujgcego
z promicniem r takim, ze [ = mrl, Warunek, ze funkcje falowe powinny sig¢ pokrywac
na drogach przechodzacych przez bieguny opricz drogi wokdl rownika kuli otaczajac ej
punkt centralny, daje drugi eykliczny warunek brzegowy, a stad drugg liczbe kwantowa
(rys. 12283, :

a) Rownanie schrodingera

Hamiltonian dla ruchu w trzech wymiarach (tab. 11.1) ma postac

H=—£v=+v ¢:=i+i+fi {12.60)
Im ax ooyt o3zt =

Symbol V7, dajgcy skrocony zapis sumy trzech drugich pochodnych, nosi nazwg
laplasjanu, a czytany jest jako ,del kwadrat” lub ,nabla kwadrat”, Dla czastki po-
ruszajacej sie swobodnie po powierzehni kuli promieni r jest staty, V' = 0. Funkcja
falowa jest wiec funkcja kata # i azymutu ¢ (rys. 12.29), zapisujemy ja jako V(8. @)
Réwnanie Schrivdingera przybiera postac

23

_j_'crhp = Evr (12.61)
=i

Réwnanie to, bedace réwnaniem rézniczkowym czastkowym, moina uproscié me-
todg rozdzielenia zmiennych, wyrazajac funkcje falowy (dla stalego r) za pomoca




Tabela 12.3 Sferycene funkcje hsrmoniczne
rl'.mr [E, q:”

i mp 1".'_.:,-

b 0 (LR

1 0 (ﬁ]“: cosd
£ F () sinoess

: 0 (&) Gesfs -1
+1  F(32 "% o8 @ sin @ et
+2 _&]"': sin? @ ¢ =19

3 0 I{%] iSs.:Js-’H—'Hcm-E-'}
+t =n] “(Fcostd = 1sind e
=+ {1];1:: }=': sin” 4 cog g gl
+3  F(2L)""sin’ g o=

*Mormalizacia | oregonalnodd:
.ﬂl‘ 55 YF.--: ]'.-_,.,|l :.ml:-'ﬂldw—ﬂ:..a'__;ml
Potrddjna calka:
ol e e ¥y ] ¥ oy vim 7 0 i)

chyba 2e m ] =my w170, T mogy sz okt
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iloczynu
Wi, @) = B(F1d(H) (12.62)

pdzie @ jest funkejy tylko &, a @ jest funkcja tylko &.

Uzasadnienie 12.5

Laplasjan we wspidrzednych sferyeznych ma postaé

v3—31+23 8 12.63
=35 oA (l2s2)
gdzie legendrian A? jest dany nastepujace:
Losgs 1 4 d
Al= — — sinfl — (12.64)

sin® @ ot sin# 98 ad

Poniewaz promier r jest staly, mozemy pominad te czesé laplasjanu, ktdra
zawiera operacje rdZniczkowania wzgledem r, i zapisaé réwnanie Schridingera

nastepujaco: .
L ImE
e
¥ v e v
lub TR
A= —gyr E= :;—f

gdzie 1 = mr®. Aby sprawdzié separowalnoéé réwnania, podstawiamy = ¢

B d'd &P I:I de
e = nf— = —e0®
sin ¢ de? +51n|5-' a8 " £0%

SkorzystaliSmy 2z tego. 2e © 1 @ sg funkcjumi jednej zmiennej i pochodne czast-
kowe sq wiedy zwyktymi pochodnymi. Podzielenie réwnania przez @& i pomno-
7enie przez sin” @ daje

id?-_t!:-_i_\mﬁ'd HE—— a2
Sdp? | @ df A

Pierwszy czlon z lewej strony rdwnania zaleiv tylko od ¢, a pozostale dwa
czlony tylko od #. Podobng sytuacje spotkaliSmy. dyskutujae problem czastki
w dwuwymiarowym pudle (uzasadnienie 12.1). Na podstawie takiej samej argu-
mentacji mozemy dokonad separacji pefnego rdwnania, Przyrdwnujac pierwszy
czion do stalej —m; (stala wybrana z mysla o dalszych zastosowaniach), otrzy-
mujemy

1 d*ad Sy
$dg?
sinf d

T \JHE% +esin" 8 = m!,2
Pierwsze z tych dwoch rownan jest takie samo jak w uzasadnieniu 12.3 i ma roz-
wiazania dane réwnaniem (12.50). Drugie réwnanie jest trudniejsze do rozwia-
Zania, 3 Jego rozwigzaniem sg stowarzyszone funkcje Legendre’a. Cykliczne wa-
runki brzegowe dotyczgee #, wyznaczajace dopuszezalne rozwiazania, dajs druga
liczbe kwantows [. Wystepowanic liczby kwantowej m; w drugim réwnaniu, jak
zobaczymy dalej, powoduje ograniczenie przez | dopuszezalnych wartodct my.

Tak wspomniano w uzasadnieniu, rozwiazanie rownania Schridingera daje fizycz-
nie akceptowalne funkecje falowe scharakteryzowane dwiema liczbami kwantowymi |



m = 0
m = 0
, =0

3

4

V =3 m=20
i

& '
iV

= mzm )

12,30 Preedstawicnie funkcji falowe]
czastki na powierzchni kuli, Zuouwadmy, fe

w miare juk werasta [, rosnie liczba wezlow.,

Pokazane funkeje odpowiadaja my = 0. Nie
ma wezldw no obwodzie wokdl osi z
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im0 wartosciach
l=0.1.2,... my=11—1,...,-1 {12.65)

Zauwazmy. ze liczha kwantowa [ jest liczbg nieujemna oraz e dla danej liczby kwan-
towej | mamy 2/ + | mozliwych wartoSei m. Unormowane funkcje falowe sa zwykle
oznaczane jako Yi . (8, ¢) i noszq nazwe sferyeznych funkeji harmonicznych (sfe-
rycznych harmonik). Wybrane funkcje sferyczne podano w tabeli 12.3, ich amplitudy
na réznych obszarach powierzehni kuli pokazano na rys. 12.30.

Na podstawie rozwigzania rdwnania Schrisdingera otrzymujemy energig czastki
ograniczona do wartosci

-

h_
. = — = Pl 2
E ”I+HL’ f =01 (12.66)

Energia jest kwantowana i niezalezna od m;. Poniewuaz mamy 21+ 1 réinych funkeji
falowych (jedna dla kazdej wartosei my) nalezacych do tej samej wartosci [, zatem
poziom o liczbie kwantowej [ jest (2] + 1)-krotmie zdegenerowany.

B Moment pedu

W mechanice klasycznej energia rotujacej czastki dana jest wyrazeniem £ = TRl
(patrz uzupelnienie 4). Pordwnujac ten wzdr z rownaniem (12.66), otrzymujemy, 7e
wielknéci momentu pedu sa ograniczone do wirtosci

moment pedu = [[{l + 1)]'/*h I=0,1.,2,.:. (12.67a)

Poprzednio przekonaliémy sig (rozwazajac rotacje w plaszezyinie), ze kwantowany
jest moment pedu wokdt osi z 1 przyjmuje on wartosci

--owa skladowa momentu pedu = mh my =10 =1, ....=1 (12.67b)

Funkcje falowe Y (6, @) (ich czeéei rzeczywiste i urojone) charakteryzujg sig
tym, Ze ze wzrostem [ rosnie liczba linii weztowych funkeji falowych (polozen, w
ktorych r przechodzi przez 0). Cecha ta odzwierciedla fakt. ze wigkszym momentom
pedu odpowiadajg wyzsze energie, a stad bardziej pofaldowana jest funkcja falowa.
Mozemy si¢ rowniez przekonaé, ze stany odpowiadajyce wyzszym skladowym z-owym
momentu pedu charakteryzuja si¢ wigksza liczbg linii weztowych, kuire przecinaja
réwnik; wigksza energia zwigzana jest wiedy z ruchem rownoleglym do rdwnika, a
krzywizna funkcji falowej jest w tym kierunku najwigksza.

Przykiad objasniajacy

Moment bezwladnogci czasteczki Ha wynosi 4,603 - 107 kg m*. Otrzymujemy stad

A (1,05457-10~* J. 5)°
2 2 (4,603 10-% kg m?)

—1.208-10"2 7

czyli 1,208 zJ (gdzie z jest uzytecznym skrétem dla zepto oznaczajacym 1031,
Energia ta jest rdwnowazna (1,727 k] -mol~!. Kilka najnizszych poziomdw rotacyjnych
ma wiec energie 0 (/ = 0), 2416 21 (1 = 1), 7,248 2] (1'=2) 1 14496 2] (I = 3).
Degeneracje tych pozioméw wynoszq odpowiednio 1, 3, 51 7 (2 + 1), a wartoécl
momentu pedu czasteczki wynoszq 0, 224, 6'7h i (12)'*h (na podstawie wzoru
{12.67a)).




m; =0

1231 Dozwolone orientacie momentu
pedu dla [ = 2. Preekonamy sie wkrdtoe,
¢ reprezentacia i jest Zhyt szezegdlown,
pomewad nie moze byé okredlona
azymutalna orientacja wektora (kat wokol
a5k 2)
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Zadanie 12.7 Powtdorz obliczenia dla czasteczki deuteru (ta sama diugosé winzania
w przyblizeniu dwukromie wigksza masa).

[Energie dwukrotnie mniejsze,

te same wartosci momentu pedu i taka sama liczba skladowvch]

c) Kwantowanie przestrzenne

Ograniczenie my; do wartosci [, ! — 1, ..., —! dla zadanej wartosci [ oznacza, 7e skla-
dowa momentu pedu wokol osi z moze przyjmowaé 2! 4 1 wartodei, Jesli przedsta-
wimy moment pedu jako wektor o diugodel proporcjonalne] do jego wartodei {dhugoée
{I{l + 1)}"/* jednostek), to dla prawidiowego przedstawienia skiadowej momentu pedu
wektor musi by zorientowany w ten sposéh, aby jego rzut na of 3 wynosil m; jedno-
stek. W ujecin klasycznym oznacza to, e plaszczyzna, w kidrej rotuje czastka, moie
przyjmowad tylko dyskretny zbidr orientacji (rys. 12.31). Oznacza to, ze orieniacja
rotujacego ciala jest kwantowana,

Kwantowomechaniczny wynik stwierdzajacy, Ze rotujace ciato nie moie przyjmo-
wacd dowolnej orientacji wzgledem wybranej osi (na przyklad osi okreSlonej przez
kierunek przyiozonego pola elektrycznego lub magnetycznego), nosi nazwe kwanto-
wania prrestrzennego. Kwantowanie przestrzenne zostalo potwierdzone w dofwiad-
czeniach wykonanych po raz pierwszy przez Otto Sterna i Walthera Gerlacha w roku
1921, na wigzkach atomdw srebra przechodzacych przez niejednorodne pole magne-
tvezne (rys. 12.32). Pomyst doswiadezenia polegat na tvym, ze wirujgce obdarzone la-
dunkiem ciato zachowuje si¢ jak magnes i oddziatuje z preyiozonym polem. Wedlug
praw mechaniki klasycznej orientacja momentu pedu moze byé dowolna, a odpowiada-
Jjacy mu magnes moze mie¢ dowolny kierunek. Poniewaz kierunek, w ktdrym magnes
jest unoszony w nigjednorodnym polu magnetyeznym, ralezy od orientacji magnesu,
moZna cczekiwad, Ze atomy po preejSciu preez obszar, gdzie dziala pole magne-
tyczne, pojawia sig w postaci szerokiego pasma. Natomiast wedbug praw mechaniki
kwantowej, ze wzgledu na kwantowanie momentu pedu, odpowiadajace mu magnesy
przyjmuja dyskrety zbidr orientacii. naleiy zatem oczekiwac kilku ostrych pasm.

Na podstawie pierwszyvch dodwiadezen Sterna i Gerlacha wydawalo sie, Ze po-
twierdzone zostala przewidywanie klasyczne, Utrudnieniem w dodwiadczeniach byly
zderzenia atomow w wigzee, prowadzace do rozmycia pasm. W powtdrzonych do-
Swindczeniach z wiazkami o bardzo malym natezeniu (wtedy rdarzenia zachodzg
readziej) Stern i Gerlach zaobserwowali dyskretnie plamki potwierdzajace przewidy-
wirnia kwantowe,

)

12.32 Dofwiadczenie Sterna-Gerdacha. a) Magnes wyrwarza pole niejednorodne. b) Wynik
oczekiwany na podstawie praw mechaniki kiasyeznej. ¢ Wynik otrzymany dla atomdw srebra



b

12,33 1) Podsumowanie sytuscii
przedstawionej na rys. 12.31. Poniewn:
nieokreslony jest kat azymutilny weklors
{wokdl osi z), lepiej moina zobrazowsc
syluacie, postugujac sig preedstawieniem b,
gdzie kaddy wektor lezy na pobocznicy
stofka. 7 nicokreslonym katem ozymiutalnym
na lym stozky
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o) Model wektorowy

W prowadzonej dotad dyskusji zajmowalismy si¢ sktadows z-owa momentu pedu (rzut
na dowolnie wybrang o3, kiora zwyczajowo oznaczamy jako 0é 2), a nie mowilismy
nic o sktadowych x i ¥ (skladowe W kierunkach dwéch osi prostopadiveh do z).
Powdd pominigcid polega na tym, e operatory trzech sktadowych wzajemnie nie
komutujg (p. 11.5¢), a zasada nieoznaczonoéel nie pozwala na jednoczesne dokladne
padanie wigee] niz jednej sktadowe) (chyba ze | = 0). Dlatego, jesli znamy [, 10
nie mozemy przypisaé wartosci pozostatym dwém skladowym. Stad tez ilustracje,
takie jak na rys. 1231 lub rys. 12.33a, daja falszywe wyobrazenie stanu ukladu,
poniewas sugeruja okreslone wartoéei skladowyeh x 1 y. Prawidlowy rvsunek musi
odzwierciedlaé niemozno$é podania I; 1 1y, gdy znana jest skiadowa [..

Model wektorowy momentu pedu korzysta 2 podstawienia takiego, jak na
rys. 12.33b. Wykreslone sa stozki o bokach o dlugosci {1l + 1)}'/* jednostek re-
prezentujacej wartoS¢ momentu pedu. Kazdy stozek ma okreélony rzut na of = (my
jednostek) przedstawiajacy dokladna wartosé I- dla uktadu. Natomiast rzuty [c 1 I, 53
nicokreélone. Wekior reprezentujacy stan momentil pedu znajduje sig zatem na po-
hocenicy storka. Ma tym etapie nie powinnismy preyjmowaé, ie wektor przemieszeza
sie wokdl stozka: ten aspekt modelu dodamy péinicj.

12.8 Spin

Stern i Gerlach zaobserwowali w swoim doéwiadczeniu dwa pasma dla atomdw sre-
bra. Obserwacja ta wydaje si¢ sprzeczna Z przewidywaniami mechaniki kwantowej,
poniewaZ moment pedu o liczbie kwantowej | ma 2141 orientacji. Moze on by¢ rowny
2 tylko wtedy, gdy { = 1/2, a to nie zgadza sie z wnioskiem, #e [ musi hyé liczhy
catkowita. W doswiadczeniu tym nie jest obserwowany moment pgdu pochodzenia
orbitalnego (zwiazany z ruchem elektronu wokGt jadre atomowego), lecz moment
pedu zwigzany z ruchem elektronu wokat wiasnej osi. Ten wewnetrzny moment pgdu
elektronu nosi nazwg spinu,

Spin elektronu nie musi spelniaé tych samych warunkow brzegowych, jak dla
czastki krazace] wokol punktu centralnego. Liczba kwantowa spinowego momentu
pedu wynika 2 innych ograniczer. Aby odréznié spinowy moment pgdu ad orbital-
nego momentu pedu, uzywamy liczby kwarntowej s (zamiast [; podobnie jak 1, 5 jest
liczha mienjemng) oraz m; dla jego rzutu na Kierunek osi z. Wielkoic spinowego
momentu pedu jest réwna {s(s + 131"#, a skiadowa m,h przyjmowac moze 25 + |
wartosci

m, =5,5—bii ., —5 (12.68)

Szezegdtowa analiza spinu czgstki jest bardzo zlozona (wymaga rozwazan relaty-
wistyeznych) | pokazuje. Ze wladciwodé ta nie powinna byé wigzana z rzeczywistym
ruchem ohrotowym czastki. Jednakze wyobraZenie takie moze by uzyteczng, jesh
korzysta sie z niego rozsgdnie. Okazuje sie, e dla elektronu dopuszczalna jest tylko
jedna wartosé s, mianowicie s = 1/2, a odpowiadajaca jej Wartosc momentu pedu
wynosi &+ +/3h = 0,866h. Ten spinowy moment pedu jest wewnetrzng wiadciwoscia
elekironu, tak jak jego masa spoczynkowa i tadunek, a kazdy elektron ma doklad-
nie taki sam spin; nie moina zmieni¢ wielkosci spinowego momentu pedu elektronu.
Spin moze przyjmowac 25 + | = 2 rézne orientacje (rys. 12.34), Jedna orientacja
odpowiada m, = +1/2 (ten stan C2gsto oznaczamy jako o lub t), a druga orienc)a
odpowiada m, = —1/2 (ten stan oznaczamy jako 8 lub L)




e ia Y,
my==f

12,34 Spin elektrony (s = 1) moie
preyimowad tylko dwie uricn:.;!:_je wizgledem
wybrane] osi. Elektron o (u gory)
adpowiada m, = +3, a elektron £ (u

datuy jest elekronem z m, = —+, Wektor

reprezentujgey wielkosé spinuwcg-n momentu
pedu tworzy z osia 2 kat 55° (dokladnie]
kar arccos(1,/3'7))
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Wynik dodwiadczenia Sterna—Gerlacha moZna uzasadnié, przyvjmujac, ze kazdy
atom Ag ma moment pedu pochodzacy od spinu pojedynczego elekironu, dwa zgru-
powaniz atomow cdpowiadajy dwu orentacjom spinu, Dlaczego atomy zachowuja sie
w ten sposdb, wyjainimy w rozdziale 13.%

Podobnie jak elekiron, inne czastki elementarne maja charakierystyezny, staty spi-
nowy moment pedu. Na przvkiad protony i neutrony sa czgstkami o spinie 1 (1on,
5= é—ﬁ i zZwigzanym z nim momentem pedu {:%]Ulﬁ. Poniewaz masy protonu i neu-
tronu s znacznie wigksze od masy elektronu, a wszystkie majq ten sam spinowy mo-
ment pedu, w ujeciu klasycznym dwie cigzsze czastki wirowatyby wolniej niz elektron.
Niektire czastki elementarne maja moment pedu o wartosci M2 (s =1). Czasthami
o spinie 1 sq niektore mezony (oraz niektdre jadra atomowe), lecx w naszych dalszvch
rozwazaniach najwazniejsza czastka o spinie 1 bedzie foton.” O waznosci spinu fotonu
przekonamy sig w nastgpnym rozdziale,

Czastki o polowkowym spinie sa fermionami, a czastki o cafkowitym spinie (z
zerem wigcznie) sy bozonami. Tak wige elektrony 1 protony sa fermionami, a fotony
sq bozonami. Fundamentalng cechy przyrody jest 1o, ze wszysikie czastki odpowie-
dzialne za sily, kidre winza wzajemnie fermiony, sa bozonami, (Na przykiad fotony
przenosza oddzialywania elektromagnetyczne, ktdre wigzg czastki naladowane elek-
trvcznie). Materia jest zbiorowiskiem fermiondw utrzymywanych razem przez sily
przenoszone przez bozony,

Tabela 12.4 Moment pedu

Liczby kwoantowe:
orbitalna liczba kwantows [ =01, 2, ...
prbitalna magnetyezna liczby kwantown my =0, =1, £2, ..., =/
spimowi liczha kwantowa v = 1/2
spimows magnetvezna hezba kwontows m, = +=1/2
Ogdilnie:
liczha kwantowa momentu pedu §

magnervezna liczba Kwantows momentu pedu my

Wartoé¢ momentu pedu rdwna jest [7if + 1)V, a jego skladowe] z-owe] wynost mf, prey

czym jest 27 4+ 1 wartodel §L f — 1., -,

Calkowiny moment pedu uktadu zlozonego omowiony jestw. p. 3.8,

Otrzymane przez nas wlasciwosei momentu pedu zostaly zestawione w tabeli 12.4.
Jak zaznaczono w tabeli, viywamy liczb kwantowych { i my w odniesieniu do orbital-
nego momentu pedo (krazenie po orbicie przestrzennej); viywamy s i m, w odniesie-
niu do spinowego momentu pedu (wewnetrzny moment peda): uiywamy § im; dla
kazdego z nich (lub, w pewnych okolicznodciach, Kidre zostana episane w rozdziale
13, kombinacji momentéw pedu orbitalnego 1 spinowego).

Ylak wiadomo 2 kursu podstaw chemii, konfiguracja stanu podstawowego atomu srebra to
[Krldd'"ss! 2 jednym niesparowanym elekironem poza zamknigty powloks.

“Foton ma zerowd mase spoczynkown, zerowy ladunek. energie hv, ped A/d lub hv/e, we-
whelrzny moment pedu 2'7% | porusza sie z predkoscis c.
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Lista poje¢ kluczowych

Ruch translacyjny

12.1 Czastka w pudle

_ | cegstka w pudle

|| nieskofczona prostokatna

studnia

]

| warunki brzegowe

liczba kwantowa

energia punkiu zerowego
(12:9)
zasada korespondencii

_| ortogonalnosé (12.12a)
notacja Diraca, braket
(12.12b, 12.39)

_| delta Kroneckera

| poziomy energetyczne

(12:T)

funkcje falowe (12.7]

12.2 Ruch w dwiach
wymiarach

| metoda separacji
zmiennych

[_] degeneracja

12.3 Tunelowanie
[ tunelowanie
| prawdopodobienstwo

Lransmisji
Ruch oseylacyiny

ruch harmoniczny

1]

stafa silowa
| potencjal paraboliczny

12.4 Poziomy energetyczne

Ll poziomy energetyczne

12.5 Funkcja falowa
| element macierzowy
funkcja Gaussa

| wielomian Hermite a

|

mwierdzenie wirtalne
(1245}
T funkeja bledu (12.46)

Ruch rotacyjny

12.6 Rotacja w dwich

12.7 Rotacja w trzech
wymiarach

| laplasjan (12.60)

| wysokosé

_| azymut

|| stowarzyszone funkcje
Legendre’a

] sferyezne funkcje
harmoniczne

|| kwantowanie przesirzenne

] poziomy energetyczne

wymiarach
[ | eykliczne warunki (12.66)
brzegowe
_| reprezentacja wektorowa 12.8 Spin
| poziomy energetyczne [ spin
(12.48) [ | fermion
[ funkeje falowe (12.50) | bozon

(12:31)
[ funkcje falowe (12.34)
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