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1 Czym jest kwantowa teoria materii?

Kwantowa teoria materii jest wspólczesn¡ teori¡ struktury i wªasno±ci materii opart¡ na
mechanice kwantowej. Problem budowy i trwaªo±ci atomów, oraz zagadnienia zwi¡zane
absorpcj¡ i emisj¡ promieniowania elektromagnetycznego przez ukªady atomowe i moleku-
larne (czyli problemy nale»¡ce do �zyki mikro±wiata) nie znajdowaªy sensownego wy-
ja±nienia w ramach te oretycznej �zyki XIX w., której �larami byªy mechanika klasy-
czna, termodynamika oraz teoria elektryczno±ci i magnetyzmu stworzona przez Jamesa
C. Maxwella. Za dat¦ narodzin kwantowej teor ii materii przyj¡¢ mo»na dzie« 14 grudnia
1900, w którymMax Planck przedstawiª wyniki swych prac nad teori¡ promieniowania ciaªa
doskonale czarnego. Z teorii Plancka wynikaªo, » e materia nie mo»e wypromieniowywa¢
energii inaczej, ni» w okre±lonych porcjach, zwanych kwantami.

W pierwszym okresie rozwoju �zyki kwantowej (tzw. stara teoria kwantów, 1900-1925)
najwa»niejsz¡ rol¦, poza Planckiem, odegrali: Albert Einstein (1905 � teoria efektu fo-
toelektryc znego, wprowadzaj¡ca poj¦cie kwantów promieniowania elektromagnetycznego,
zwanych pó¹niej fotonami [zob. kwant], 1907� pierwsza kwantowa teoria ciepªa wªa±ciwego
ciaª staªych, 1917 - - wyprowadzenie postaci tzw. wspóªczynników Einsteina, okre±laj¡cych
absorpcj¦ i emisj¦ promieniowania elektromagnetycznego przez materi¦), Niels Bohr (1913
� pierwsza kwantowa teoria budowy atomu), Arnold Sommerfeld (1916 � sformuªowanie
tzw. reguª kwantyzacji, rozwini¦cie teorii atomu Bohra), Louis de Broglie (1923-25 � teoria
fal materii) i Wolfgang Pauli (1925 � sform uªowanie prawa zwanego zakazem Pauliego).

Stara teoria kwantów nie byªa w istocie spójn¡ i konsekwentn¡ teori¡ zjawisk w mikro-
±wiecie. Przeªomowe znaczenie dla konstrukcji spójnej teorii kwantów miaªa praca, któr¡ w
1 925 opublikowaª 24-letni wtedy Werner Heisenberg. Teoria kwantowa Heisenberga zostaªa
w tym samym roku rozwini¦ta przy wspóªpracy Maxa Borna i Pascuala Jordana i zwana jest
czasem mechani k¡ macierzow¡. W 1926 Erwin Schrödinger sformuªowaª tzw. mechanik¦
falow¡, opart¡ na koncepcji fal materii de Broglie'a. Mechanika macierzowa i mechanika
falowa (a tak»e fo rmalizm zaproponowany w 1925 przez Paula A.M. Diraca) okazaªy si¦
ró»nymi, ale równowa»nymi, sformuªowaniami teorii, któr¡ obecnie nazywa si¦ (nierelaty-
wistyczn¡) mechanik¡ kwanto w¡. W badaniu matematycznych podstaw mechaniki kwan-
towej du»¡ rol¦ odegraª John von Neumann. Hermannowi Weylowi i Eugene Wignerowi
zawdzi¦czamy analiz¦ problemu symetrii w mechanice kwant owej i rozwój metod teorii
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grup. Wielki wkªad w dalszy rozwój teorii kwantowych wniósª tak»e Dirac, którego dzieªem
jest, m.in., stworzenie podstaw elektrodynamiki kwantowej (1927) oraz skonstruowanie re-
latywistycznego (czyli zgodnego z zasadami szczególnej teorii wzgl¦dno±ci Einsteina) rów-
nania falowego dla elektronu, zwanego równaniem Diraca (1928); równa nie to wyja±nia
m.in. istnienie wewn¦trznego momentu p¦du (czyli spinu) elektronu. Ogromn¡ rol¦ in-
spiruj¡c¡ w rozwoju i upowszechnieniu mechaniki kwantowej odegraª Niels Bohr. Zalo»ony
przez niego w 1921 r. w Kopenhadze Instytut Fizyki Teoretycznej byª w latach 20. i 30.
czoªowym o±rodkiem, w którym mªodzi �zycy z caªego ±wiata poznawali i rozwijali kwan-
tow¡ teori¦ materii. Bohr wniósª tak»e doniosªy wkªad w analiz¦ �lozo�cznych aspektów
mechaniki kwantowej, wspóªtworz¡c (wraz z Heisenbergiem, Bornem i von Neumannem)
tzw. kopenhask¡ interpretacj¦ mechaniki kwantowej. W my±l tej interpretacji mechanika
kwantowa stanowi spójny i peªny model rzeczywisto±ci, a jej sprzeczno±ci z �zyk¡ klasyczn¡
maj¡ charakter fundam entalny (chodzi tu zwªaszcza o to, »e mechanika kwantowa nie jest
teori¡ deterministyczn¡), cho¢ w granicy h̄→ 0 (gdzie h̄ jest staª¡ Plancka) przewidywania
�zyki k wantowej redukuj¡ si¦ do przewidywa« �zyki klasycznej, speªniaj¡c tzw. zasad¦
korespondencji Bohra.

Mechanika kwantowa, której zr¦by powstaªy w latach 1925-26 jest po dzie« dzisiejszy
podstawow¡ teori¡ zjawisk zachodz¡cych w ±wiecie atomów i cz¡steczek, a wi¦c wszystkich
zjawisk, którymi zajmuje si¦ chemia i biochemia oraz �zyka atomowa i molekularna. Dal-
szy rozwój teorii kwantowych (elektrodynamika kwantowa, teoria pól kwantowych, teoria
cz¡stek element arnych) pozwoliª gª¦biej wnikn¡¢ w struktur¦ mikro±wiata, nie powodowaª
ju» jednak zasadniczych zmian w naszej wiedzy o wªasno±ciach materii na poziomie atom-
owym i molekularnym . Rozwa»ana na tym poziomie, materia mo»e by¢ opisana w ramach
nierelatywistycznej mechaniki kwantowej jako zbiór elektronów i j¡der atomowych, trak-
towanych jako cz¡stki punktowe obda rzone mas¡ i ªadunkiem, b¦d¡cych w ruchu i odd-
ziaªuj¡cych ze sob¡ siªami elektrostatycznymi. Ten model materii le»y u podstaw chemii
kwantowej.
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2 Postulaty mechaniki kwantowej (I-IV)

Podstawow¡ teori¡ w chemii kwantowej jest tzw. nierelatywistyczna mechanika kwantowa,
a wi¦c ta wersja teorii, w której zaniedbuje si¦ efekty zwi¡zane z zale»no±ci¡ masy cz¡stek od
ich pr¦ dko±ci, sko«czon¡ pr¦dko±ci¡ rozchodzenia si¦ wszystkich oddziaªywa«, itp. Efekty
te maj¡ z reguªy niewielki wpªyw na wªasno±ci atomów i molekuª istotne z punktu widzenia
chemii. Wszy stko, co b¦dziemy mówi¢ na temat mechaniki kwantowej dotyczy¢ b¦dzie jej
wersji nierelatywistycznej. Podstawowe zaªo»enia, na których jest oparta mechanika kwan-
towa wyrazi¢ mo»na w ró »ny sposób. Poni»ej przedstawione zostan¡ cztery postulaty,
które mo»na zastosowa¢ do opisu ukªadu kwantowego, skªadaj¡cego si¦ z jednej cz¡stki o
masie m, poruszaj¡cej si¦ w przestr zeni o jednym wymiarze, wzdªu» osi x. Dodatkowe
postulaty, dotycz¡ce spinu cz¡stek oraz symetrii permutacyjnej ukªadu wielu jednakowych
cz¡stek, b¦d¡ omówione pó¹niej.

Postulat I (O stanie ukªadu kwantowego)

Stan cz¡stki okre±la funkcja falowa Ψ = Ψ(x, t), zale»na od poªo»enia cz¡stki x i czasu
t. Funkcje falowe przyjmuj¡ na ogóª warto±ci zespolone, przez Ψ∗(x, t) oznacza¢ b¦dziemy
warto±¢ zespolon¡ sprz¦»on¡ w stosunku do Ψ(x, t). Zgodnie ze statystyczn¡ interpretacj¡
funkcji falowej (Born, 1926) wielko±¢

p(x, t) = Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) = |Ψ(x, t)|2 , (1)

(z de�nicji � rzeczywista i nieujemna) okre±la tzw. g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa poªo»enia
cz¡stki w punkcie x w chwili t. Znajomo±¢ p(x, t) pozwala obliczy¢ prawdopodobi e«stwo

znalezienia cz¡stki w ró»nych przedziaªach osi x. Na przykªad,

P [x1, x2](t) =
∫ x2

x1

p(x, t) dx =
∫ x2

x1

|Ψ(x, t)|2 dx , (2)

okre±la prawdopodobie«stwo tego, »e cz¡stka w chwili t znajduje si¦ w przedziale [x1, x2],
gdzie x1 < x2. Zakªada si¦, »e funkcja falowa speªnia¢ musi, w ka»dej chwili t, war unek
normalizacji: ∫ ∞

−∞
|Ψ(x, t)|2dx = 1 . (3)

Dodatkowo, »¡da si¦ od funkcji falowej, by byªa ci¡gªa i ró»niczkowalna dla wszystkich
warto±ci zmiennych x i t. Warto w tym miejscu zwróci¢ uwag¦, »e poªo»enie cz¡stki x i cza
s t nie s¡ tu traktowane na tych samych zasadach, gdy» obliczanie prawdopodobie«stwa z
równ. (2) oraz warunek normalizacji (3) nie wymagaj¡ caªkowania po t. Takie �asymet-
ryczne� traktowanie wspóªrz¦dnej czasowej i przestrzennej wynika z zaniedbania efektów
relatywistycznych � zakªada si¦ tu mo»liwo±¢ okre±lenia, w danej c hwili czasu, prawdopo-
dobie«stwa poªo»enia cz¡stki w dowolnym przedziale na caªej osi x. Co wi¦cej, z warunku
normalizacji (3) wynika zaªo»enie, »e w ka»dej chwili t cz¡stka przebywa gdzie± na osi
x z prawdopodobie«stwem równym 1, a wi¦c jej istnienie w czasie nie podlega »adnej
statystycznej niepewno±ci.
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Okazuje si¦, »e zale»no±¢ od czasu funkcji falowej Ψ(x, t) ma ±ci±le okre±lon¡ posta¢
(mówi o tym postulat III), teraz za± skupimy si¦ na tych cechach tej funkcji, które wi¡»¡
si¦ z zale»no±ci¡ od wspóªrz¦dnej x (odpowiada przeprowadzaniu rozwa»a« dla ustalonej
chwili t). B¦dziemy chcieli znale¹¢ zbiór funkcji {ψ} zmiennej x (funkcji o warto±ciac
h zespolonych), które mogªyby reprezentowa¢ dozwolone stany cz¡stki w danej chwili t.
Ka»da funkcja ψ(x) z tego zbioru powinna speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki:

(i) ψ jest ci¡gªa,
(ii) ψ jest ró»niczkowalna,
(iii) ψ jest �caªkowalna w kwadracie�, czyli speªnia warunek∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx = S , (4)

gdzie dodatnia liczba rzeczywista S jest sko«czona, 0 < S < ∞ . Powy»szy warunek
zapewnia, ¹e tzw. znormalizowana funkcja falowa,

ψ′ = Nψ , (5)

gdzie N = (
√
S)−1 , speªnia warunek normalizacji (3). Funkcje ψ(x) speªniaj¡ce warunki

(i-iii) nazywane s¡ funkcjami porz¡dnymi (albo funkcjami klasy Q). Mo»na wykaza¢, ¹e
suma dwóch funkcji klasy Q jest funkcj¡ klasy Q, oraz »e iloczyn funkcji klasy Q przez
liczb¦ zespolon¡ jest funkcj¡ klasy Q. Wynika z tego, »e zbiór funkcji klasy Q tworzy
(zespolon¡) przestrze« wektorow¡ (wektorami w tej przestrzeni s¡ funkcje porz¡dne ψ,
któtre czasami nazywa¢ b¦dziemy po prostu wektorami). W przestrzeni tej mo»na okre±li¢
iloczyn skalarny

〈φ|ψ〉 =
∫ ∞
−∞

φ∗(x)ψ(x) dx , (6)

speªniaj¡cy te same warunki, co iloczyn skalarny wektorow w zwykªej zespolonej przestrzeni
wektorowej.

Zespolona przestrze« wektorowa funkcji typu Q, z iloczynem skalarnym okre±lonym w
równ. (6) nazywana jest przestrzenia Hilberta. W przestrzeni tej mo»na zde�niowa¢ norm¦
funkcj i (czyli dªugo±¢ wektora):

||ψ|| =
√
〈ψ|ψ〉 . (7)

Zauwa¹my, »e warunek normalizacji funkcji falowej, zapisany przy pomocy normy funkcji,
przyjmuje posta¢:

||ψ||2 = 〈ψ|ψ〉 = 1 . (8)

Dowodzi si¦, »e w przestrzeni Hilberta mo»na wybra¢ niesko«czon¡ baz¦ ortonormaln¡,

B = {φ1, φ2, . . .} , (9)

zwan¡ tak»e zbiorem zupeªnym funkcji, która speªnia warunki ortonormalno±ci:

〈φm|φn〉 = δmn , (10)
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gdzie wska¹niki m,n = 1, 2, . . . przebiegaj¡ caªy zbiór liczb naturalnych. W danej przes-
trzeni Hilberta istnieje niesko«czenie wiele równowa»nych baz ortonormalnych. Ka»da taka
baza ma t¦ wªasno±¢, »e dowoln¡ funkcj¦ klasy Q mo»na przedstawi¢ w postaci niesko«-
czonej sumy (czyli rozwin¡c w szereg):

ψ =
∞∑
m=1

cm φm , (11)

gdzie wspóªczynniki rozwini¦cia cm, okre±lone w sposób jednoznaczny, s¡ pewnymi liczbami
zespolonymi, które mo»na wyznaczy¢ jako rzuty ortogonalne na �kierunki� wyznaczone
przez wektory bazy ortonormalnej B:

cm = 〈φm|ψ〉 . (12)

Ze speªnienia warunku (4) przez funkcj¦ ψ, oraz z tego, »e rozwa»ana baza jest ortonormalna
wynika, »e wspóªczynniki rozwini¦cia musz¡ speªnia¢ warunek

∞∑
m=1

|cm|2 = S , (13)

gdzie 0 < S <∞ . Przestrze« Hilberta jest podstawow¡ struktur¡ matematyczn¡ sªu»¡c¡
do opisu stanów ukªadu kwantowego.

Postulat II (O reprezentacji zmiennych dynamicznych)

Do zmiennych dynamicznych opisuj¡cych cz¡stk¦ w mechanice klasycznej zaliczamy,
m.in., energi¦ oraz wspóªrz¦dne wektorów: poªo»enia, p¦du i momentu p¦du. W mechanice
kwantowej zmienne dynamiczne reprezentowane s¡ przez tzw. hermitowskie operatory
liniowe dziaªaj¡ce w przestrzeni funkcji falowych (przestrzeni Hilberta). Operator Q̂ jest
odwzorowaniem, które przy porz¡dkowuje danej funkcji ψ inn¡ funkcj¦, oznaczan¡ przez
Q̂ψ. Operatory liniowe speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:

Q̂(φ+ ψ) = Q̂φ+ Q̂ψ ,

Q̂(c ψ) = c Q̂ψ ,
(14)

dla dowolnych funkcji φ i ψ, oraz dowolnej staªej zespolonej c. Hermitowskie operatory
liniowe speªniaj¡ dodatkowo warunek

〈φ|Q̂ψ〉 = 〈Q̂φ|ψ〉 , (15)

dla dowolnych funkcji φ i ψ z przestrzeni Hilberta.
Zmienne dynamiczne opisuj¡ce cz¡stk¦ mo»na konstruowa¢ w oparciu o dwa pod-

stawowe typy zmiennych: wspoªrz¦dne poªo»enia cz¡stki x, y, z , oraz wspóªrz¦dne p¦du
cz¡stki px, py, pz (w przypadku ruchu cz¡stki w jednym wymiarze s¡ to zmienne x i px ).
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W mechanice kwantowej postuluje si¦ nast¦puj¡c¡ reprezentacj¦ operatorow¡ zmiennych
dynamicznych x i px :

x̂ = x ,
p̂x = −ih̄ d

dx
.

(16)

Wynika st¡d, »e operator x̂ jest operatorem mno»enia przez x, a operator p̂x jest pro-
porcjonalny do operatora ró»niczkowania. Dowodzi si¦, »e s¡ to hermitowskie operatory l
iniowe. Z operatorów tych zbudowa¢ mo»na operatory innych zmiennych dynamicznych:
� operator energii potencjalnej cz¡stki V̂ = V (x), gdzie V (x) jest pewn¡ funkcj¡ rzeczy-
wist¡ zmiennej x, zwan¡ potencjaªem,

� operator energii kinetycznej cz¡stki T̂ = p̂2
x

2m
, gdzie m jest mas¡ cz¡stki,

� oraz operator caªkowitej energii cz¡stki, zwany hamiltonianem:

Ĥ = T̂ + V̂ . (17)

W zbiorze operatorów liniowych mo»na okre±li¢ nast¦puj¡ce dziaªania: dodawanie ope-
ratorów, oraz mno»enie operatora przez liczb¦ zespolon¡. Zbiór operatorów liniowych
ma wi¦c str uktur¦ zespolonej przestrzeni wektorowej. Dodatkowo, w zbiorze opera-
torów liniowych mo»na okre±li¢ mno»enie operatorów, R̂ = P̂ Q̂, zde�niowane jako zªo»enie
odpowiednich odwazorowa«:

R̂ψ = P̂ (Q̂ψ) , (18)

dla dowolnej funkcji ψ. Mówi si¦ w zwi¡zku z tym, »e zbiór operatorów liniowych tworzy
algebr¦. Wa»n¡ cech¡ algebry operatorów jest nieprzemienno±¢ iloczynu operatorów: na
ogóª P̂ Q̂ 6= Q̂P̂ . Miar¡ nieprzemienno±ci iloczynu dwóch operatorów jest tzw. komutator,

[P̂ , Q̂] = P̂ Q̂− Q̂P̂ . (19)

Gdy [P̂ , Q̂] = 0̂ , gdzie 0̂ jest operatorem zerowym (czyli operatorem mno»enia przez zero),
operatory P̂ i Q̂ nazywamy przemiennymi, w przeciwnym wypadku � nieprzemiennymi.

W przypadku operatorów hermitowskich iloczyn operatora hermitowskiego przez liczb¦
c jest operatorem hermitowskim tylko w przypadku, gdy c jest liczb¡ rzeczywist¡. Wynika
st¡d, »e zbiór operatorów hermitowskich, reprezentuj¡cych wszystkie mo»liwe zmienne dy-
namiczne ukªadu kwantowego, ma struktur¦ rzeczywistej przestrzeni wektorowej. Z kolei
iloczyn operatorów hermitowsk ich nie jest, na ogóª, operatorem hermitowskim (opera-
tory hermitowskie nie tworz¡ wi¦c algebry operatorów). Mo»na wykaza¢, »e komutator
operatorów hermitowskich P̂ i Q̂ mo»na zapisa¢ w postaci

[P̂ , Q̂] = P̂ Q̂− Q̂P̂ = iĈ , (20)

gdzie Ĉ jest pewnym operatorem hermitowskim. Je±li Ĉ 6= 0̂ , to operatory zmiennych
dynamicznych P̂ i Q̂ s¡ nieprzemienne. Ta wªasno±¢ operatorów, nie m aj¡ca odpowied-
nika w klasycznej teorii zmiennych dynamicznych, ma wa»ne konsekwencje �zyczne, patrz
postulat IV oraz zasada nieoznaczono±ci Heisenberga.
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