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1 Czym jest kwantowa teoria materii?

Kwantowa teoria materii jest wspolczesng teorig struktury i wlasnosci materii oparta na
mechanice kwantowej. Problem budowy i trwatosci atomoéw, oraz zagadnienia zwiazane
absorpcja i emisja promieniowania elektromagnetycznego przez uktady atomowe i moleku-
larne (czyli problemy nalezace do fizyki mikroswiata) nie znajdowaly sensownego wy-
jasnienia w ramach te oretycznej fizyki XIX w., ktorej filarami byly mechanika klasy-
czna, termodynamika oraz teoria elektrycznosci i magnetyzmu stworzona przez Jamesa
C. Maxwella. Za date narodzin kwantowej teor ii materii przyja¢ mozna dzien 14 grudnia
1900, w ktorym Max Planck przedstawit wyniki swych prac nad teorig promieniowania ciata
doskonale czarnego. 7 teorii Plancka wynikato, z e materia nie moze wypromieniowywac
energii inaczej, niz w okreslonych porcjach, zwanych kwantami.

W pierwszym okresie rozwoju fizyki kwantowej (tzw. stara teoria kwantow, 1900-1925)
najwazniejsza role, poza Planckiem, odegrali: Albert Einstein (1905 — teoria efektu fo-
toelektryc znego, wprowadzajaca pojecie kwantow promieniowania elektromagnetycznego,
zwanych pozniej fotonami [zob. kwant|, 1907 pierwsza kwantowa teoria ciepta wlasciwego
ciat stalych, 1917 - - wyprowadzenie postaci tzw. wspolczynnikow Einsteina, okreslajacych
absorpcje i emisje promieniowania elektromagnetycznego przez materie), Niels Bohr (1913
— pierwsza kwantowa teoria budowy atomu), Arnold Sommerfeld (1916 — sformulowanie
tzw. regul kwantyzacji, rozwiniecie teorii atomu Bohra), Louis de Broglie (1923-25 — teoria
fal materii) i Wolfgang Pauli (1925 — sform ulowanie prawa zwanego zakazem Pauliego).

Stara teoria kwantow nie byla w istocie spojna i konsekwentna teoria zjawisk w mikro-
Swiecie. Przetomowe znaczenie dla konstrukceji spojnej teorii kwantow miata praca, ktorg w
1 925 opublikowat 24-letni wtedy Werner Heisenberg. Teoria kwantowa Heisenberga zostala
w tym samym roku rozwinieta przy wspotpracy Maxa Borna i Pascuala Jordana i zwana jest
czasem mechani ka macierzowa. W 1926 Erwin Schrédinger sformutowal tzw. mechanike
falowa, oparta na koncepcji fal materii de Broglie’a. Mechanika macierzowa i mechanika
falowa (a takze fo rmalizm zaproponowany w 1925 przez Paula A.M. Diraca) okazaly sie
roznymi, ale rownowaznymi, sformutowaniami teorii, ktora obecnie nazywa sie (nierelaty-
wistyczna) mechanika kwanto wa. W badaniu matematycznych podstaw mechaniki kwan-
towej duza role odegral John von Neumann. Hermannowi Weylowi i Eugene Wignerowi
zawdzieczamy analize problemu symetrii w mechanice kwant owej i rozw6j metod teorii



grup. Wielki wktad w dalszy rozwoj teorii kwantowych wniost takze Dirac, ktorego dzietem
jest, m.in., stworzenie podstaw elektrodynamiki kwantowej (1927) oraz skonstruowanie re-
latywistycznego (czyli zgodnego z zasadami szczegolnej teorii wzglednosci Einsteina) row-
nania falowego dla elektronu, zwanego rownaniem Diraca (1928); roéwna nie to wyjasnia
m.in. istnienie wewnetrznego momentu pedu (czyli spinu) elektronu. Ogromna role in-
spirujaca w rozwoju i upowszechnieniu mechaniki kwantowej odegrat Niels Bohr. Zalozony
przez niego w 1921 r. w Kopenhadze Instytut Fizyki Teoretycznej byl w latach 20. i 30.
czotowym osrodkiem, w ktorym mtodzi fizycy z catego §wiata poznawali i rozwijali kwan-
towa teorie materii. Bohr wniost takze doniosty wklad w analize filozoficznych aspektow
mechaniki kwantowej, wspottworzac (wraz z Heisenbergiem, Bornem i von Neumannem)
tzw. kopenhaska interpretacje mechaniki kwantowej. W mys$l tej interpretacji mechanika
kwantowa stanowi spojny i pelny model rzeczywistosci, a jej sprzecznosci z fizyka klasyczna
maja charakter fundam entalny (chodzi tu zwlaszcza o to, ze mechanika kwantowa nie jest
teoria deterministyczna), cho¢ w granicy i — 0 (gdzie h jest stala Plancka) przewidywania
fizyki k wantowej redukuja sie do przewidywan fizyki klasycznej, spetniajac tzw. zasade
korespondencji Bohra.

Mechanika kwantowa, ktérej zreby powstaly w latach 1925-26 jest po dzieri dzisiejszy
podstawowa teoria zjawisk zachodzacych w $§wiecie atomoéw i czasteczek, a wiec wszystkich
zjawisk, ktorymi zajmuje sie chemia i biochemia oraz fizyka atomowa i molekularna. Dal-
szy rozwoj teorii kwantowych (elektrodynamika kwantowa, teoria pol kwantowych, teoria
czastek element arnych) pozwolil glebiej wniknaé w strukture mikro§wiata, nie powodowat
juz jednak zasadniczych zmian w naszej wiedzy o wtasnosciach materii na poziomie atom-
owym i molekularnym . Rozwazana na tym poziomie, materia moze by¢ opisana w ramach
nierelatywistycznej mechaniki kwantowej jako zbior elektronoéw i jader atomowych, trak-
towanych jako czastki punktowe obda rzone masg i ladunkiem, bedacych w ruchu i odd-
zialujacych ze sobg sitami elektrostatycznymi. Ten model materii lezy u podstaw chemii
kwantowe;.



2 Postulaty mechaniki kwantowej (I-IV)

Podstawowa teoria w chemii kwantowej jest tzw. nierelatywistyczna mechanika kwantowa,

a wiec ta wersja teorii, w ktorej zaniedbuje sie efekty zwiazane z zaleznoscia masy czastek od

ich pre dkosci, skoniczong predkoscia rozchodzenia sie wszystkich oddziatywan, itp. Efekty

te maja z reguty niewielki wplyw na wtasnosci atomow i molekut istotne z punktu widzenia
chemii. Wszy stko, co bedziemy moéwi¢ na temat mechaniki kwantowej dotyczy¢ bedzie jej

wersji nierelatywistycznej. Podstawowe zaltozenia, na ktorych jest oparta mechanika kwan-

towa wyrazi¢ mozna w r6 zny sposOb. Ponizej przedstawione zostang cztery postulaty,

ktore mozna zastosowaé¢ do opisu uktadu kwantowego, sktadajacego sie z jednej czastki o

masie m, poruszajacej sie w przestr zeni o jednym wymiarze, wzdluz osi x. Dodatkowe
postulaty, dotyczace spinu czastek oraz symetrii permutacyjnej uktadu wielu jednakowych

czastek, beda omoéwione pdzniej.

Postulat I (O stanie ukladu kwantowego)

Stan czastki okresla funkcja falowa W = W(x,t), zalezna od polozenia czastki z i czasu
t. Funkcje falowe przyjmuja na ogot wartosci zespolone, przez VU*(z,t) oznaczaé bedziemy
warto$¢ zespolona sprzezona w stosunku do W(z,t). Zgodnie ze statystyczna interpretacja
funkcji falowej (Born, 1926) wielkos¢

p(x,t) - \II*(;p,t)\Il(;Lt) = ’qj(xvt)‘Q ) (1)

(z definicji — rzeczywista i nieujemna) okresla tzw. gesto$é prawdopodobieristwa poltozenia
czastki w punkcie z w chwili ¢. Znajomos¢ p(z,t) pozwala obliczy¢ prawdopodobi eristwo
znalezienia czastki w réznych przedzialach osi x. Na przyktad,

Pla1, 2](t) :/m p(x,t)dx:/” U (2, ¢)[? da | 2)

1
okresla prawdopodobieristwo tego, ze czastka w chwili ¢ znajduje sie w przedziale [z, xs),
gdzie x1 < x9. Zaklada sie, ze funkcja falowa spetnia¢ musi, w kazdej chwili ¢, war unek
normalizacji:

2

1

/_Z () da = 1 . 3)

Dodatkowo, zada sie od funkcji falowej, by byla ciggla i rézniczkowalna dla wszystkich
wartosci zmiennych x i t. Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage, ze potozenie czastki x i cza
s t nie sg tu traktowane na tych samych zasadach, gdyz obliczanie prawdopodobieristwa z
rown. (2) oraz warunek normalizacji (3) nie wymagaja catkowania po t. Takie ,asymet-
ryczne” traktowanie wspotrzednej czasowej i przestrzennej wynika z zaniedbania efektow
relatywistycznych — zaklada sie tu mozliwosé okreslenia, w danej ¢ hwili czasu, prawdopo-
dobienstwa potozenia czastki w dowolnym przedziale na catej osi x. Co wiecej, z warunku
normalizacji (3) wynika zalozenie, ze w kazdej chwili t czastka przebywa gdzie$ na osi
x 7 prawdopodobiefistwem réwnym 1, a wiec jej istnienie w czasie nie podlega zadne]
statystycznej niepewnosci.



Okazuje sie, ze zaleznosé¢ od czasu funkcji falowej W(z,t) ma Scisle okreslona postaé
(mowi o tym postulat I1T), teraz za$ skupimy sie na tych cechach tej funkcji, ktore wiaza
sie z zaleznoscia od wspolrzednej = (odpowiada przeprowadzaniu rozwazan dla ustalone;
chwili ¢). Bedziemy chcieli znalezé zbior funkcji {1} zmiennej x (funkeji o wartodciac
h zespolonych), ktore mogltyby reprezentowaé¢ dozwolone stany czastki w danej chwili ¢.
Kazda funkcja 1(z) z tego zbioru powinna spelnia¢ nastepujace warunki:

(i) 1 jest ciagla,
(ii) 1 jest rézniczkowalna,
(iii) 9 jest ,catkowalna w kwadracie”, czyli spelnia warunek

|l =5, @

gdzie dodatnia liczba rzeczywista S jest skonczona, 0 < S < oo . Powyzszy warunek
zapewnia, ze tzw. znormalizowana funkcja falowa,

=Ny, (5)

gdzie N = (/S)™!, spenia warunek normalizacji (3). Funkcje v (z) speiajace warunki
(i-iii) nazywane sa funkcjami porzadnymi (albo funkcjami klasy Q). Mozna wykazaé, ze
suma dwoch funkcji klasy Q jest funkcja klasy Q, oraz ze iloczyn funkcji klasy Q przez
liczbe zespolong jest funkcja klasy Q. Wynika z tego, ze zbiér funkcji klasy Q tworzy
(zespolona) przestrzen wektorows (wektorami w tej przestrzeni sa funkcje porzadne 1,
ktotre czasami nazywaé bedziemy po prostu wektorami). W przestrzeni tej mozna okresli¢

iloczyn skalarny
[e.9]

W) = [ 6" @) do, (©)

— 0o
spetniajacy te same warunki, co iloczyn skalarny wektorow w zwyktej zespolonej przestrzeni
wektorowej.
Zespolona przestrzen wektorowa funkcji typu Q, z iloczynem skalarnym okreslonym w
rown. (6) nazywana jest przestrzenia Hilberta. W przestrzeni tej mozna zdefiniowaé¢ norme

funkej i (czyli dlugosé wektora):
[l = /(@) (7)

Zauwazmy, ze warunek normalizacji funkcji falowej, zapisany przy pomocy normy funkc;ji,
przyjmuje postac:

11 = (¥ly) = 1. (8)
Dowodzi sie, ze w przestrzeni Hilberta mozna wybraé nieskonczona baze ortonormalna,
B={¢1,¢2,...}, (9)
zwang takze zbiorem zupelnym funkcji, ktora spetnia warunki ortonormalnosci:
(Pm|dn) = G (10)



gdzie wskazniki m,n = 1,2,... przebiegaja calty zbior liczb naturalnych. W danej przes-
trzeni Hilberta istnieje nieskonczenie wiele rownowaznych baz ortonormalnych. Kazda taka
baza ma te wlasnosé, ze dowolng funkcje klasy Q mozna przedstawi¢ w postaci nieskon-
czonej sumy (czyli rozwingce w szereg):

¢ = i Cm gbm ) (11)
m=1

gdzie wspolczynniki rozwiniecia c,,, okreslone w sposob jednoznaczny, sa pewnymi liczbami
zespolonymi, ktére mozna wyznaczy¢ jako rzuty ortogonalne na ,kierunki” wyznaczone
przez wektory bazy ortonormalnej B:

Cm = <¢m|¢> . (12)

Ze spelnienia warunku (4) przez funkcje 1, oraz z tego, ze rozwazana baza jest ortonormalna
wynika, ze wspotczynniki rozwiniecia musza spelia¢ warunek

o

Z |Cm|2 = S’ (13)

m=1

gdzie 0 < S < oo . Przestrzenn Hilberta jest podstawowa struktura matematyczna stuzaca
do opisu stanoéw uktadu kwantowego.

Postulat IT (O reprezentacji zmiennych dynamicznych)

Do zmiennych dynamicznych opisujacych czastke w mechanice klasycznej zaliczamy,
m.in., energie oraz wspotrzedne wektoréow: potozenia, pedu i momentu pedu. W mechanice
kwantowej zmienne dynamiczne reprezentowane sg przez tzw. hermitowskie operatory
liniowe dzialajace w przestrzeni funkeji falowych (przestrzeni Hilberta). Operator @ jest
odwzorowaniem, ktore przy porzadkowuje danej funkcji ¢ inng funkcje, oznaczana przez
Qw. Operatory liniowe spelniaja nastepujace warunki:

Q(¢+¢)ZQ¢+Q¢}’ (14)

~

Q) = cQub,

dla dowolnych funkcji ¢ i v, oraz dowolnej staltej zespolonej ¢. Hermitowskie operatory
liniowe spelniaja dodatkowo warunek

(¢lQU) = (Qolv) . (15)

dla dowolnych funkcji ¢ i ¢ z przestrzeni Hilberta.

Zmienne dynamiczne opisujace czastke mozna konstruowaé¢ w oparciu o dwa pod-
stawowe typy zmiennych: wspotrzedne polozenia czastki x,y,z, oraz wspolrzedne pedu
czastki p., py, p. (W przypadku ruchu czastki w jednym wymiarze sa to zmienne z i p, ).



W mechanice kwantowej postuluje sie nastepujaca reprezentacje operatorowa zmiennych
dynamicznych z i p,:

T=ux,
po = —ihL . (16)
Wynika stad, ze operator I jest operatorem mnozenia przez x, a operator p, jest pro-
porcjonalny do operatora rézniczkowania. Dowodzi sie, ze sa to hermitowskie operatory 1
iniowe. 7 operatoréow tych zbudowa¢ mozna operatory innych zmiennych dynamicznych:
— operator energii potencjalnej czastki V = V(z), gdzie V(z) jest pewna funkejg rzeczy-
wista zmiennej x, zwana potencjatem,
— operator energii kinetycznej czastki T = %, gdzie m jest masa czastki,
— oraz operator calkowitej energii czastki, zwany hamiltonianem:

H=T+V. (17)

W zbiorze operatoréw liniowych mozna okresli¢ nastepujace dziatania: dodawanie ope-
ratorOw, oraz mnozenie operatora przez liczbe zespolona. Zbior operatoréw liniowych
ma wiec str ukture zespolonej przestrzeni wektorowej. Dodatkowo, w zbiorze opera-
torow liniowych mozna okregli¢ mnozenie operatoréw, R = PQ, zdefiniowane jako zlozenie
odpowiednich odwazorowan:

Ry = P(Qu) (18)
dla dowolnej funkcji v. Mowi sie w zwigzku z tym, ze zbior operatoréw liniowych tworzy

algebre. Wazna cecha algebry operatoréow jest nieprzemiennos¢ iloczynu operatorow: na
ogol PQ #* QP Miara nieprzemiennosci iloczynu dwdch operatoréw jest tzw. komutator,

[P,Q]=PQ— QP . (19)

Gdy []5, Q} = 0, gdzie 0 jest operatorem zerowym (czyli operatorem mnozenia przez zero),
operatory Pi @ nazywamy przemiennymi, w przeciwnym wypadku — nieprzemiennymi.

W przypadku operatoré6w hermitowskich iloczyn operatora hermitowskiego przez liczbe
c jest operatorem hermitowskim tylko w przypadku, gdy c jest liczba rzeczywista. Wynika
stad, ze zbidr operatoréw hermitowskich, reprezentujacych wszystkie mozliwe zmienne dy-
namiczne uktadu kwantowego, ma strukture rzeczywistej przestrzeni wektorowej. Z kolei
iloczyn operatorow hermitowsk ich nie jest, na ogol, operatorem hermitowskim (opera-
tory hermitowskie nie tworza wiec algebry operatorow). Mozna wykaza¢, ze komutator
operatoréw hermitowskich Pi Q mozna zapisa¢ w postaci

[P,Q] = PQ — QP =iC, (20)

gdzie C jest pewnym operatorem hermitowskim. Jesli C # 0, to operatory zmiennych
dynamicznych Pi Q sg nieprzemienne. Ta wlasnos¢ operatorow, nie m ajaca odpowied-
nika w klasycznej teorii zmiennych dynamicznych, ma wazne konsekwencje fizyczne, patrz
postulat IV oraz zasada nieoznaczonosci Heisenberga.



