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1 Liczby zespolone

Zbiór liczb rzeczywistych oznaczamy przez R, a zbiór liczb zespolonych przez C. Liczba
zespolona z ∈ C mo»e by¢ zapisana w postaci

z = a+ bi , gdzie a, b ∈ R , (1)

a i jest tzw. jednostk¡ urojon¡, speªniaj¡c¡ warunek

i2 = −1 . (2)

Potocznie zapisuje si¦: i =
√
−1.

1. Dla ka»dej liczby zespolonej z danej w postaci (1) de�niuje si¦ liczb¦ zespolon¡
sprz¦»on¡ wzgl¦dem z:

z∗ = a− bi . (3)

Speªnione jest:
zz∗ = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2 , (4)

a wi¦c zz∗ ∈ R i zz∗ ≥ 0. Oczywi±cie, zz∗ = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 0+0i = 0.

2. Moduª liczby zespolonej z de�niuje si¦ jako

|z| =
√
zz∗ =

√
a2 + b2 . (5)

Z powy»szej de�nicji wynika, »e |z| jest liczb¡ rzeczywist¡ nieujemn¡. |z| = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy z = 0.

3. Dla ka»dej liczby zespolonej z danej w postaci (1) de�niuje si¦
� cz¦±¢ rzeczywist¡ z:

Rez =
1

2
(z + z∗) = a , (6)

� cz¦±¢ urojon¡ z:

Imz =
−i
2

(z − z∗) = b . (7)

Rez i Imz s¡ wi¦c liczbami rzeczywistymi.
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4. Dziaªania arytmetyczne w zbiorze liczb zespolonych: dla z1 = a + bi i z2 = c + di
okre±la si¦:
� sum¦:

z1 + z2 = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i , (8)

� iloczyn:

z1z2 = (a+ bi)(c+ di) = ac+ bci+ adi+ bdi2 = (ac− bd) + (bc+ ad)i . (9)

Oba dziaªania s¡ przemienne. Dla ka»dej liczby zespolonej z 6= 0 mo»na skonstruowa¢
odwrotno±¢ z−1,

z−1 =
z∗

zz∗
=

a− bi
a2 + b2

, (10)

tak, »e zachodzi
zz−1 = 1 . (11)

Dziaªania arytmetyczne w zbiorze liczb zespolonych s¡ wi¦c analogiczne do dziaªa«
w zbiorze liczb rzeczywistych.

5. De�nicja liczby sprz¦»onej zespolonej (3), zastosowana do sumy i iloczynu liczb ze-
spolonych, daje

(z1 + z2)∗ = z∗1 + z∗2 , (12)

(z1z2)∗ = z∗1z
∗
2 . (13)

Tak»e w zastosowaniu do obliczania odwrotno±ci otrzymujemy

(z−1)∗ = (z∗)−1 . (14)

6. Dowodzi si¦, »e
eφi = cosφ+ i sinφ , gdzie φ ∈ R , (15)

7. Liczba zespolona z 6= 0 mo»e by¢ zapisana w tzw. postaci wykªadniczej,

z = r eφi , (16)

oraz w równowa»nej postaci trygonometrycznej:

z = r cosφ+ i r sinφ , (17)

gdzie r jest liczb¡ rzeczywist¡ nieujemn¡, a φ ∈ [0, 2π). �atwo sprawdzi¢, »e

r = |z| =
√
a2 + b2 . (18)

Wielko±¢ k¡towa φ nazywana jest argumentem liczby z. Jest ona wyznaczona jako
rozwi¡zanie ukªadu równa«

cosφ = a√
a2+b2

,

sinφ = b√
a2+b2

,
(19)
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nale»¡ce do przedziaªu [0, 2π). Dla z = 0 mamy r = 0, a warto±¢ φ jest nieokre±lona.
Postacie: wykªadnicza i trygonometryczna liczby zespolonej z s¡ wygodne przy
obliczaniu pot¦g z o dowolnym wykªadniku caªkowitym (dodatnim lub ujemnym),
oraz uªamkowym (wyci¡ganie pierwi astków). W szczególno±ci, odwrotno±¢ liczby z,
patrz równ. (10), przedstawi¢ mo»na w postaciach:

z−1 =
1

r
e−φi =

1

r
cosφ− i

r
sinφ , (20)

które wynikaj¡ z równ. (15) i (16).

8. Rozwa»my wielomian stopnia n zmiennej zespolonej z, o wspóªczynnikach zespolo-
nych:

W (n)(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ a0 . (21)

Wa»nym problemem jest okre±lenie, czy taki wielomian ma pierwiastki (rozwi¡zania
równania W (n)(z) = 0). Tzw. podstawowe twierdzenie algebry glosi, ¹e wielomian
(21) ma dokªadni e n pierwiastków, z1, z2, . . . , zn, (niekoniecznie ró»nych), tak, »e
mo»liwe jest przedstawienie iloczynowe:

W (n)(z) = an(z − z1)(z − z2) · · · (z − zn) . (22)

Twierdzenie to nie zachodzi dla wielomianów zmiennej rzeczywistej. Np. wielomiany
W (2)(x) = x2 + 1 i W (4)(x) = x4 + 4x2 + 3 nie maj¡ »adnych pierwiastków rze
czywistych.

9. Liczby zespolone speªniaj¡ce warunek

z∗ = z , (23)

(czyli liczby zespolone, których cz¦±¢ urojona Im z = 0) maj¡ wszystkie wªasno±ci
arytmetyczne liczb rzeczywistych. Wygodnie b¦dzie wi¦c uto»samia¢ te liczby z
liczbami rzeczywistymi. W t ym sensie b¦dziemy dalej uwa»a¢ zbiór liczb rzeczy-
wistych R za podzbiór zbioru liczb zespolonych C (co zapisuje si¦ w postaci R ⊂
C), a równanie (23) za warunek de�niuj¡cy liczb¦ rzeczywist¡.

10. Liczby zespolone speªniaj¡ce warunek

z∗ = −z , (24)

(czyli liczby zespolone, których cz¦±¢ rzeczywista Re z = 0) nazywane s¡ liczbami
urojonymi. Liczby te mo»na zapisa¢ w postaci z = bi, gdzie b jest liczb¡ rzeczywist¡.
Suma dwóch liczb urojonych jest liczb¡ urojon¡, ale iloczyn dwóch liczb urojonych
jest zawsze liczb¡ rzeczywist¡ (ujemn¡).
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2 Macierze

Macierz¡ A o wymiarach M × N nazywa si¦ zbiór pewnych elementów {Amn}m=M,n=N
m=1,n=1 ,

uªo»onych w formie dwuwymiarowej tablicy:

A =


A11 A12 . . . A1N

A21 A22 . . . A2N
...

...
...

...
AM1 AM2 . . . AMN

 . (25)

Gdy N 6= M , macierz tak¡ nazywamy macierz¡ prostok¡tn¡, a gdy N = M , macierz¡
kwadratow¡. Pierwszy wska¹nik, m = 1, 2, . . . ,M , numeruje wiersze macierzy, a drugi
wska¹nik, n = 1, 2, . . . , N , numeruje kolumny macierzy. Gdy M = 1, macierz nazywa
si¦ macierz¡ (jedno)wierszow¡, a gdy N = 1, macierz¡ (jedno)kolumnow¡; takie macierze
b¦d¡ dalej oznaczane maªymi liter ami pogrubionymi, np.

a =


a1

a2
...
aM

 . (26)

oznacza macierz kolumnow¡, gdzie dla wygody pomini¦to drugi wska¹nik (zawsze równy
1), np. a11 = a1, a21 = a2, itd. Elementy macierzy, Amn, s¡ zwykle liczbami nale»¡cymi d
o pewnego zbioru K, gdzie K = R lubK = C. Zgodnie z uwag¡ 9 rozdziaªu 1 przyjmujemy,
»e R ⊂ C, i b¦dziemy trak towa¢ przypadek K = R jako przypadek szczególny sytuacji
ogólnej K = C.

1. Równo±¢ dwu macierzy, A = B, zachodzi, gdy maj¡ te same wymiary i ich odpowied-
nie elementy s¡ równe:

Amn = Bmn . (27)

2. Dodawanie macierzy jest okre±lone dla macierzy o tych samych wymiarach M ×N :

C = A+B , (28)

gdy elementy macierzy C wyznaczone s¡ w postaci:

Cmn = Amn +Bmn . (29)

Dodawanie macierzy jest przemienne. Istnieje macierz zerowa O (o elementach rów-
nych 0), taka, ¹e dla dowolnej macierzy A

A+O = A . (30)
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Dla ka»dej macierzy A istnieje macierz przeciwna −A (o elementach przeciwnych,
równych −Amn), tak, »e zachodzi

A+ (−A) = A−A = O . (31)

Mo»na te» zde�niowa¢ mno»enie macierzy przez liczb¦:

C = cA , (32)

gdy elementy macierzy C wyznaczone s¡ w postaci:

Cmn = cAmn . (33)

3. Niech A jest macierz¡ o wymiarach M × K, a B macierz¡ o wymiarach K × N .
Iloczynem tych macierzy nazywamy macierz C o wymiarach M ×N ,

C = AB , (34)

której elementy oblicza si¦ w sposób nast¦puj¡cy:

Cmn = Am1B1n + Am2B2n + . . .+ AmKBKn =
K∑
k=1

AmkBkn . (35)

Mo»na powiedzie¢, »e element Cmn powstaje w wyniku �pomno»enia� m-tego wiersza
macierzy A przez n-t¡ kolumn¦ macierzy B.

4. Gdy macierze A, B s¡ macierzami kwadratowymi o wymiarach M ×M , ich iloczyny
AB i BA s¡ tak»e macierzami kwadratowymi o tych wymiarach i, naogóª, AB 6=
BA. W zbiorze macierzy kwadratowych, oprócz dziaªa« opisanych w p. 2, jest wi¦c
okre±lone mno»enie (nieprzemienne). Z de�nicji dodawania (29) i mno»enia macierzy
(??) wynika, »e zachodzi rozdzielno±¢ dodawania wzgl¦dem mno»enia:

(A+B)C = AC +BC ,
C (A+B) = CA+CB .

(36)

5. Maj¡c dan¡ macierz zespolon¡ A o wymiarach M ×N , mo»na skonstruowa¢ pewne
macierze z ni¡ zwi¡zane:

(a) Macierz zespolona sprz¦»ona A∗ = Ã, o takich samych wymiarach i o elemen-
tach sprz¦»onych zespolonych,

Ãmn = A∗mn . (37)

(b) Macierz transponowan¡ AT = Ã, o wymiarach N ×M i elementach

Ãmn = Anm . (38)

Macierz transponowana AT powstaje z macierzy A przez zamian¦ wierszy na
kolumny i kolumn na wiersze, z pozostawieniem na miejscu tzw. elementów
diagonalnych: A11, A22, . . . ;.
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(c) Macierz hermitowsko sprz¦»on¡ A† = Ã, o wymiarach N ×M i elementach

Ãmn = A∗nm . (39)

Zachodzi oczywi±cie
A† = (A∗)T = (AT )∗ . (40)

Na przykªad, macierz hermitowsko sprz¦»ona wzgl¦dem macierzy kolumnowej
a, patrz równ. (26), jest macierz¡ wierszow¡:

a† = (a∗1, a
∗
2, . . . , a

∗
M) . (41)

Zauwa»my przy okazji, »e mno»enie macierzy wierszowej a† przez macierz ko-
lumnow¡ b, analogiczn¡ do macierzy (26), daje macierz a†b, która jest macierz¡
o wymiarach 1× 1, czyli pewn¡ liczb¡ ze zbioru liczb K: a†b ∈ K.

Dwukrotne powtórzenie ka»dej z operacji (a-c) przywraca stan pocz¡tkowy:

(A∗)∗ = (AT )T = (A†)† = A . (42)

Zastosowanie operacji (a-c) do sumy macierzy daje:

(A+B)∗ = A∗ +B∗ ,
(A+B)T = AT +BT ,
(A+B)† = A† +B† ,

(43)

a w przypadku iloczynu macierzy przez liczb¦:

(cA)∗ = c∗A∗ ,
(cA)T = cAT ,
(cA)† = c∗A† .

(44)

Z kolei, zastosowanie operacji (a-c) do iloczynu macierzy daje:

(AB)∗ = A∗B∗ ,
(AB)T = BTAT ,
(AB)† = B†A† .

(45)

Odnotujmy zmian¦ porz¡dku iloczynu w wyniku operacji (b) i (c).

6. Szczególn¡ rol¦ w algebrze odgrywaj¡ macierze kwadratowe ( N = M). W±ród
macierzy kwadratowych wyró»nion¡ role odgrywaj¡: (kwadratowa) macierz zerowa
O, o wªasno±ciach okre± lonych w równ. (30) i (31), oraz macierz jednostkowa,

1 =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . 1

 , (46)

speªniaj¡ca rol¦ � jedynki� w mno»eniu macierzy:

1A = A1 = A . (47)
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7. Ka»dej macierzy kwadratowej Amo»na przypisa¢ liczb¦ detA, zwan¡ wyznacznikiem
macierzy A, zapisywan¡ tak»e jako

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A11 A12 . . . A1M

A21 A22 . . . A2M
...

...
...

...
AM1 AM2 . . . AMM

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (48)

a zde�nowan¡ formalnie w postaci

detA =
∑
σ

znak(σ)A1σ(1)A2σ(2) · · ·AMσ(M) , (49)

gdzie sumowanie rozci¡ga si¦ na wszystkie M ! permutacji zbioru wska¹ników 1, 2,
. . . ,M numeruj¡cych kolumny macierzy A, a znak(σ) jest znakiem permutacji σ,
przyjmuj¡c ym warto±ci +1 lub −1, w zale»no±ci od tego, czy permutacja ta jest
parzysta, czy nieparzysta. Prosty przykªad: wyznacznik macierzy A o wymiarach
2× 2:

detA =

∣∣∣∣∣ A11 A12

A21 A22

∣∣∣∣∣ = A11A22 − A12A21 . (50)

W przypadku macierzy wy»szych wymiarów efektywnym sposobem obliczania wyz-
naczników jest zastosowanie tzw. rozwini¦cia Laplace'a (wzgl¦dem kolumn lub wier-
szy macierzy). Niektóre wªasno ±ci wyznacznika macierzy:

(a) Je±li z macierzy A utworzy¢ now¡ macierz A′ przez zamian¦ dwóch kolumn (lub
dwóch wierszy), to detA′ = − detA. Wynika st¡d, »e gdy dwie kolumny (lub
dw a wiersze) macierzy A s¡ identyczne, to detA = 0.

(b) Zachodzi
det 1 = 1 . (51)

Dla ka»dej macierzy kwadratowej A mamy

det(AT ) = detA , (52)

det(A∗) = det(A†) = (detA)∗ , (53)

(c) Je±li macierze A i B s¡ macierzami kwadratowymi o tych samych wymiarach,
to

det(AB) = det(BA) = detA detB . (54)

8. Je±li A jest macierz¡ kwadratow¡ i detA 6= 0, to istnieje macierz odwrotna do
macierzy A, oznaczana przez A−1, taka, »e

A−1A = AA−1 = 1 . (55)
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Z równ. (51), (54) i (55) wynika, »e

det(A−1) = (detA)−1 . (56)

Prosty przykªad: macierz odwrotna do macierzy A o wymiarach 2× 2:

A−1 =
1

detA

(
A22 −A12

−A21 A11

)
, (57)

gdzie detA jest zde�niowany w równ. (50).
Je±li A i B s¡ macierzami kwadratowymi o tych samych wymiarach i s¡ odwracalne
(czyli maj¡ odwrotno±ci), to ich iloczyn AB jest tak»e macierz¡ odwracaln¡ [bo
wyznacznik (??) jest ró»ny od zera] i zachodzi

AB−1 = B−1A−1 . (58)

Tu, podobnie jak w przypadku operacji (b) i (c) w równ. (45), tak»e zachodzi zmiana
porz¡dku iloczynu.

9. Rozwa»my macierze zespolone (K = C). Macierz kwadratow¡ A nazywamy:
� rzeczywist¡, gdy

A∗ = A (czyli A∗mn = Amn) , (59)

� symetryczn¡, gdy
AT = A (czyli Anm = Amn) , (60)

� hermitowsk¡, gdy
A† = A (czyli A∗nm = Amn) , (61)

� ortogonaln¡, gdy detA 6= 0 i zachodzi

AT = A−1 , (62)

� unitarn¡, gdy detA 6= 0 i zachodzi

A† = A−1 . (63)

Z równ. (52), (56) i (62) wynika, ¹e w przypadku macierzy ortogonalnej zachodzi

(detA)2 = 1 . (64)

Podobnie, z równ. (53), (56) i (63) wynika, ¹e w przypadku macierzy unitarnej
zachodzi

| detA)|2 = 1 . (65)

Gdy rozwa»amy macierze rzeczywiste (K = R), to równ. (59) jest zawsze speªnione,
patrz uwaga 9 w rozdziale 1. W tym przypadku poj¦cie macie rzy hermitowskiej
pokrywa si¦ z poj¦ciem macierzy symetrycznej, a poj¦cie macierzy unitarnej pokrywa
si¦ z poj¦ciem macierzy ortogonalnej.
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