Chemia kwantowa — wstep matematyczny

Leszek Stolarczyk

21 listopada 2000

1 Liczby zespolone

Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy przez R, a zbior liczb zespolonych przez C. Liczba
zespolona z € C moze by¢ zapisana w postaci

z=a+bi, gdzie a,beR, (1)
a 1 jest tzw. jednostka urojona, spetniajaca warunek
i =—1. (2)
Potocznie zapisuje sie: i = /—1.

1. Dla kazdej liczby zespolonej z danej w postaci (1) definiuje sie liczbe zespolona
sprzezona wzgledem z:
=a—b. (3)
Spetnione jest:
22" = (a+bi)(a—bi) =a®+ b, (4)
awiec zz* € Rizz" > 0. Oczywidcie, zz* = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 04+0: = 0.

2. Modut liczby zespolonej z definiuje sie jako
|z| = Vzzr = Va2 + 1. (5)

7 powyzszej definicji wynika, ze |z| jest liczba rzeczywista nieujemna. |z| = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy z = 0.

3. Dla kazdej liczby zespolonej z danej w postaci (1) definiuje sie
— cze$¢ rzeczywista 2:
1
Rez:§(z—|—z*):a, (6)
— czeS¢ urojony, z: .
—1

Imz:g(z—z*):b. (7)

Rez i Imz sa wiec liczbami rzeczywistymi.
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4. Dziatania arytmetyczne w zbiorze liczb zespolonych: dla 2y = a+bi i 290 = c+ di
okresla sie:
— sume:
zn+z=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i, (8)

— iloczyn:
2125 = (a + bi)(c+ di) = ac + bci + adi + bdi* = (ac — bd) + (be + ad)i . (9)

Oba dzialania sg przemienne. Dla kazdej liczby zespolonej z # 0 mozna skonstruowac

odwrotnosé¢ 271,

42 a—bi
Z _ZZ* _a2—|—b2’ (10)

tak, ze zachodzi
2zt =1. (11)

Dzialania arytmetyczne w zbiorze liczb zespolonych sg wiec analogiczne do dziatan
w zbiorze liczb rzeczywistych.

5. Definicja liczby sprzezonej zespolonej (3), zastosowana do sumy i iloczynu liczb ze-
spolonych, daje
(21 +22)" =20 + 23, (12)

(2129)" = 27725 . (13)

Takze w zastosowaniu do obliczania odwrotnosci otrzymujemy
() =) (14)

6. Dowodzi sie, ze ‘
e” =cosp+ising, gdzie ¢ R, (15)

7. Liczba zespolona z # 0 moze by¢ zapisana w tzw. postaci wyktadniczej,
z=re’, (16)
oraz w rOwnowaznej postaci trygonometryczne;j:
Z=rcosg+irsing, (17)
gdzie r jest liczba rzeczywista nieujemna, a ¢ € [0, 27). Latwo sprawdzi¢, ze
r=lz| = Va2 +1?. (18)

Wielko$¢ katowa ¢ nazywana jest argumentem liczby z. Jest ona wyznaczona jako
rozwiazanie uktadu rownan

cos ¢ \/(12“7%2, (19)
X — b
sing = 7o




10.

nalezace do przedziatu [0,27). Dla z = 0 mamy r = 0, a warto$¢ ¢ jest nieokreslona.
Postacie: wykladnicza i trygonometryczna liczby zespolonej z sa wygodne przy
obliczaniu poteg z o dowolnym wykltadniku catkowitym (dodatnim lub ujemnym),
oraz utamkowym (wyciaganie pierwi astkow). W szczegolnodci, odwrotnosé liczby z,
patrz rown. (10), przedstawi¢ mozna w postaciach:

1 | )
z :fe_m:fcosgb—ﬁsingb, (20)
r r r

ktore wynikaja z rown. (15) i (16).

. Rozwazmy wielomian stopnia n zmiennej zespolonej z, o wspolczynnikach zespolo-

nych:
W(")(z) = a2+ ap 12+t ag . (21)

Waznym problemem jest okreslenie, czy taki wielomian ma pierwiastki (rozwigzania
rownania W (z) = 0). Tzw. podstawowe twierdzenie algebry glosi, ze wielomian
(21) ma dokladni e n pierwiastkow, 2y, 2s,...,2,, (niekoniecznie réznych), tak, ze
mozliwe jest przedstawienie iloczynowe:

W (2) = an(z — 21)(z — 22) - (2 — 2n) - (22)

Twierdzenie to nie zachodzi dla wielomianéw zmiennej rzeczywistej. Np. wielomiany
WO(x)=22+1 i WW(z)=2*+422+3 nie maja zadnych pierwiastkow rze
czywistych.

Liczby zespolone spetniajace warunek
=z, (23)

(czyli liczby zespolone, ktorych czes¢ urojona Im z = 0) maja wszystkie wlasnosci
arytmetyczne liczb rzeczywistych. Wygodnie bedzie wiec utozsamiaé¢ te liczby z
liczbami rzeczywistymi. W t ym sensie bedziemy dalej uwazac¢ zbior liczb rzeczy-
wistych R za podzbior zbioru liczb zespolonych C (co zapisuje sie w postaci R C
C), a rownanie (23) za warunek definiujacy liczbe rzeczywista.

Liczby zespolone spetniajace warunek
2 ==z, (24)

(czyli liczby zespolone, ktorych czesé rzeczywista Re z = 0) nazywane sg liczbami
urojonymi. Liczby te mozna zapisa¢ w postaci z = bi, gdzie b jest liczbg rzeczywista.
Suma dwobch liczb urojonych jest liczbag urojong, ale iloczyn dwoch liczb urojonych
jest zawsze liczba rzeczywista (ujemna).



2 Macierze

. : Lo ) =Mn=N
Macierza A o wymiarach M x N nazywa si¢ zbiér pewnych elementow { Ay, }n—i 21

utozonych w formie dwuwymiarowej tablicy:

Ay A 0 Ay
Ao | A Amo A (25)
A]\/Il A]WQ AZWN

Gdy N # M, macierz taka nazywamy macierzg prostokatna, a gdy N = M, macierza
kwadratowa. Pierwszy wskaznik, m = 1,2,..., M, numeruje wiersze macierzy, a drugi
wskaznik, n = 1,2,..., N, numeruje kolumny macierzy. Gdy M = 1, macierz nazywa
sie macierza (jedno)wierszowa, a gdy N = 1, macierza (jedno)kolumnowa; takie macierze
beda dalej oznaczane malymi liter ami pogrubionymi, np.

a1
a
a= 2 (26)

apnr

oznacza macierz kolumnowa, gdzie dla wygody pominieto drugi wskaznik (zawsze rowny
1), np. a1 = aj, ag; = ag, itd. Elementy macierzy, A,,,, sa zwykle liczbami nalezacymi d
o pewnego zbioru K, gdzie K = R lub K = C. Zgodnie z uwaga 9 rozdziatu 1 przyjmujemy,
ze R C C, i bedziemy trak towaé¢ przypadek K = R jako przypadek szczegolny sytuacji
ogbdlnej K = C.

1. Roéwnosé dwu macierzy, A = B, zachodzi, gdy maja te same wymiary i ich odpowied-
nie elementy sg rowne:
Amn = an . (27)
2. Dodawanie macierzy jest okreslone dla macierzy o tych samych wymiarach M x N:
C=A+B, (28)
gdy elementy macierzy C wyznaczone s3 w postaci:

Dodawanie macierzy jest przemienne. Istnieje macierz zerowa O (o elementach row-
nych 0), taka, ze dla dowolnej macierzy A

A+O=A. (30)



Dla kazdej macierzy A istnieje macierz przeciwna —A (o elementach przeciwnych,
rownych —A,,,), tak, ze zachodzi

A+(-A)=A-A=0. (31)
Mozna tez zdefiniowaé¢ mnozenie macierzy przez liczbe:
C=cA, (32)
gdy elementy macierzy C' wyznaczone sa w postaci:

Cmn - CAmn . (33)

. Niech A jest macierza o wymiarach M x K, a B macierza o wymiarach K x N.
Tloczynem tych macierzy nazywamy macierz C o wymiarach M x N,

C=AB, (34)

ktorej elementy oblicza sie w sposoéb nastepujacy:

K
Cmn - AmlBln + Am2BZn +...+ AmKBKn - Z Akakn . (35)
k=1
Mozna powiedzie¢, ze element C,,,, powstaje w wyniku ,pomnozenia” m-tego wiersza
macierzy A przez n-ta kolumne macierzy B.

. Gdy macierze A, B sa macierzami kwadratowymi o wymiarach M x M, ich iloczyny
AB i BA sa takze macierzami kwadratowymi o tych wymiarach i, naogét, AB #
BA. W zbiorze macierzy kwadratowych, oprocz dziatan opisanych w p. 2, jest wiec
okreslone mnozenie (nieprzemienne). Z definicji dodawania (29) i mnozenia macierzy
(7?) wynika, ze zachodzi rozdzielnoé¢ dodawania wzgledem mnozenia:

(A+B)C = AC+BC,

C(A+B) — CA+CB. (36)

. Majac dana macierz zespolona A o wymiarach M x N, mozna skonstruowaé¢ pewne
macierze z nia zwigzane:

(a) Macierz zespolona sprzezona A* = Z, o takich samych wymiarach i o elemen-
tach sprzezonych zespolonych,

Ay = A% (37)
(b) Macierz transponowana A’ = A, o wymiarach N x M i elementach
A = A - (38)

Macierz transponowana A’ powstaje z macierzy A przez zamiane wierszy na
kolumny i kolumn na wiersze, z pozostawieniem na miejscu tzw. elementow
diagonalnych: A117 AQQ, e e



(¢) Macierz hermitowsko sprzezona Al = Z, o wymiarach N x M i elementach

Apn = A5, - (39)

Zachodzi oczywiscie

Al = (A" =(A"). (40)
Na przyktad, macierz hermitowsko sprzezona wzgledem macierzy kolumnowe;j
a, patrz rown. (26), jest macierza wierszowa:

a' = (aj,a3, ..., a}) . (41)

Zauwazmy przy okazji, ze mnozenie macierzy wierszowej a! przez macierz ko-
lumnowa b, analogiczng do macierzy (26), daje macierz a'b, ktora jest macierza
o wymiarach 1 x 1, czyli pewng liczba ze zbioru liczb K: a'b € K.

Dwukrotne powtorzenie kazdej z operacji (a-c) przywraca stan poczatkowy:
(A ) =(AN=(AN) =A. (42)
Zastosowanie operacji (a~c) do sumy macierzy daje:

(A+B)* = A"+ B",

(A+B)" = A" +B”", (43)
(A+B)! = A"+ BT,
a w przypadku iloczynu macierzy przez liczbe:
(cA)* = A",
(cA)T = cA”, (44)
(cA)t = AT,

Z kolei, zastosowanie operacji (a-c) do iloczynu macierzy daje:
(AB)* = A*B*,
(AB)" = B'A", (45)
(AB)! = B'A'.

Odnotujmy zmiane porzadku iloczynu w wyniku operacji (b) i (c).

. Szczegolna role w algebrze odgrywaja macierze kwadratowe ( N = M). Wsrod
macierzy kwadratowych wyr6zniong role odgrywaja: (kwadratowa) macierz zerowa

O, o wlasnosciach okre§ lonych w rown. (30) i (31), oraz macierz jednostkowa,
10 ... 0
01 0
1= ) (46)
00 ... 1
spetniajaca role ,,jedynki” w mnozeniu macierzy:
1A=A1=A. (47)



7. Kazdej macierzy kwadratowej A mozna przypisac liczbe det A, zwana wyznacznikiem
macierzy A, zapisywana takze jako

A A . A
dot A — A.21 A.22 N A?M ’ (48)
At Awz ... Ay
a zdefinowana formalnie w postaci
det A = Z znak(o)Aio1)Aze2) - AMo(m) 5 (49)

gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie M! permutacji zbioru wskaznikow 1,2,
..., M numerujacych kolumny macierzy A, a znak(c) jest znakiem permutacji o,
przyjmujac ym wartosci +1 lub —1, w zalezno$ci od tego, czy permutacja ta jest
parzysta, czy nieparzysta. Prosty przyklad: wyznacznik macierzy A o wymiarach
2 X 2:

A Ap
Ay Az

W przypadku macierzy wyzszych wymiarow efektywnym sposobem obliczania wyz-
nacznikow jest zastosowanie tzw. rozwiniecia Laplace’a (wzgledem kolumn lub wier-
szy macierzy). Niektore wlasno $ci wyznacznika macierzy:

det A = I = A1 Agg — A2 A9 . (50)

(a) Jesli z macierzy A utworzy¢ nowg macierz A’ przez zamiane dwoch kolumn (lub
dwoch wierszy), to det A’ = —det A. Wynika stad, ze gdy dwie kolumny (lub
dw a wiersze) macierzy A sa identyczne, to det A = 0.

(b) Zachodzi
detl1=1. (51)

Dla kazdej macierzy kwadratowej A mamy
det(AT) =det A | (52)
det(A*) = det(A") = (det A)*, (53)

(c) Jesli macierze A i B sa macierzami kwadratowymi o tych samych wymiarach,

to
det(AB) = det(BA) = det Adet B . (54)

8. Jesli A jest macierza kwadratowsg i det A # 0, to istnieje macierz odwrotna do
macierzy A, oznaczana przez A’ taka, ze

A'TA=AA"1=1. (55)



7 rown. (51), (54) i (55) wynika, 7e
det(A™") = (det A)' . (56)

Prosty przyktad: macierz odwrotna do macierzy A o wymiarach 2 x 2:

1 Asy —A
Al — 22 12 57
det A ( —Ay An ’ (57)

gdzie det A jest zdefiniowany w rown. (50).

Jesli A i B sg macierzami kwadratowymi o tych samych wymiarach i s3 odwracalne
(czyli maja odwrotnosci), to ich iloczyn AB jest takze macierza odwracalna |bo
wyznacznik (?7) jest rozny od zeral i zachodzi

AB'=B A", (58)

Tu, podobnie jak w przypadku operacji (b) i (¢) w rown. (45), takze zachodzi zmiana
porzadku iloczynu.

. Rozwazmy macierze zespolone (K = C). Macierz kwadratowa A nazywamy:
— rzeczywista, gdy

A=A (czyli A = Amn) (59)
— symetryczna, gdy
AT = A (czyli Ay = Ap) (60)
— hermitowska, gdy
AT =A (czyli A% = Ann) (61)
— ortogonalna, gdy det A # 0 i zachodzi
AT =A"", (62)

— unitarng, gdy det A # 0 i zachodzi
Al =A"". (63)
Z rown. (52), (56) i (62) wynika, ze w przypadku macierzy ortogonalnej zachodzi
(det A)? =1 (64)

Podobnie, z rown. (53), (56) i (63) wynika, ze w przypadku macierzy unitarnej
zachodzi
|det A)|* = 1. (65)

Gdy rozwazamy macierze rzeczywiste (K = R), to rown. (59) jest zawsze spelnione,
patrz uwaga 9 w rozdziale 1. W tym przypadku pojecie macie rzy hermitowskiej
pokrywa sie¢ z pojeciem macierzy symetrycznej, a pojecie macierzy unitarnej pokrywa
sie z pojeciem macierzy ortogonalne;j.



