Chemia kwantowa — wstęp matematyczny

Leszek Stolarczyk 20 grudnia 2000

1 Liczby zespolone

Zbiór liczb rzeczywistych oznaczamy przez R, a zbiór liczb zespolonych przez C. Liczba zespolona z ∈ C może być zapisana w postaci z = a + bi , gdzie a, b ∈ R , (1) a i jest tzw. jednostką urojoną, spełniającą warunek i^2 = −1 . (2) Potocznie zapisuje się: i = √ −1. 1. Dla każdej liczby zespolonej z danej w postaci (1) definiuje się liczbę zespoloną sprzężoną względem z: z^∗ = a − bi . (3) Spełnione jest:

zz^∗ = (a + bi)(a − bi) = a^2 + b^2 , (4) a więc zz^∗ ∈ R i zz^∗ ≥ 0. Oczywiście, zz^∗ = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 0+0i = 0.

2. Moduł liczby zespolonej z definiuje się jako |z| = √ zz^∗ = √ a^2 + b^2 . (5) Z powyższej definicji wynika, że |z| jest liczbą rzeczywistą nieujemną. |z| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 0.

3. Dla każdej liczby zespolonej z danej w postaci (1) definiuje się

– część rzeczywistą z: Rez = 1 2 (z + z^∗) = a , (6) – część urojoną z: Imz = −i 2 (z − z^∗) = b . (7) Rez i Imz są więc liczbami rzeczywistymi.

4. Działania arytmetyczne w zbiorze liczb zespolonych: dla z_1 = a + bi i z_2 = c + di określa się: – sumę:

z_1 + z_2 = (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i , (8) – iloczyn: z_1z_2 = (a + bi)(c + di) = ac + bci + adi + bdi^2 = (ac − bd) + (bc + ad)i . (9) Oba działania są przemienne. Dla każdej liczby zespolonej z ≠ 0 można skonstruować odwrotność z^{−1}, z^{−1} = z^∗ zz^∗ = a − bi a^2 + b^2

, (10) tak, że zachodzi zz^{−1} = 1 . (11) Działania arytmetyczne w zbiorze liczb zespolonych są więc analogiczne do działań w zbiorze liczb rzeczywistych.

5. Definicja liczby sprzężonej zespolonej (3), zastosowana do sumy i iloczynu liczb zespolonych, daje (z_1 + z_2)^∗ = z^∗_1 + z^∗_2 , (12) (z_1z_2)^∗ = z^∗_1 z^∗_2 . (13) Także w zastosowaniu do obliczania odwrotności otrzymujemy (z^{−1})^∗ = (z^∗)^{−1} . (14)

6. Dowodzi się, że e^{ϕi} = cos ϕ + i sin ϕ , gdzie ϕ ∈ R , (15) 7. Liczba zespolona z ≠ 0 może być zapisana w tzw. postaci wykładniczej, z = r e^{ϕi} , (16) oraz w równoważnej postaci trygonometrycznej: z = r cos ϕ + i r sin ϕ , (17) gdzie r jest liczbą rzeczywistą nieujemną, a ϕ ∈ [0, 2π). łatwo sprawdzić, że r = |z| = √ a^2 + b^2 . (18) Wielkość kątowa ϕ nazywana jest argumentem liczby z. Jest ona wyznaczona jako rozwiązanie układu równań cos ϕ =^{a√}_{a2+b2} , sin ϕ =^{b√}_{a2+b2} ,

(19) należące do przedziału [0, 2π). Dla z = 0 mamy r = 0, a wartość ϕ jest nieokreślona. Postacie: wykładnicza i trygonometryczna liczby zespolonej z są wygodne przy obliczaniu potęg z o dowolnym wykładniku całkowitym (dodatnim lub ujemnym), oraz ułamkowym (wyciąganie pierwiastków). W szczególności, odwrotność liczby z, patrz równ. (10), przedstawić można w postaciach:

z^{−1} = 1 r e^{−ϕi} = 1 r cos ϕ − i r sin ϕ , (20)

które wynikają z równ. (15) i (16).

8. Rozważmy wielomian stopnia n zmiennej zespolonej z, o współczynnikach zespolonych:

W^{(n)}(z) = a_nz^n + a_{n−1}z^{n−1} + . . . + a_0 . (21)

Ważnym problemem jest określenie, czy taki wielomian ma pierwiastki (rozwiązania równania W^{(n)}(z) = 0). Tzw. podstawowe twierdzenie algebry glosi, źe wielomian (21) ma dokładnie n pierwiastków, z_1, z_2, . . . , z_n, (niekoniecznie różnych), tak, że możliwe jest przedstawienie iloczynowe:

W^{(n)}(z) = a_n(z − z_1)(z − z_2) · · · (z − z_n) . (22)

Twierdzenie to nie zachodzi dla wielomianów zmiennej rzeczywistej. Np. wielomiany W^{(2)}(x) = x^2 + 1 i W^{(4)}(x) = x^4 + 4x^2 + 3 nie mają żadnych pierwiastków rzeczywistych.

9. Liczby zespolone spełniające warunek

z^∗ = z , (23)

(czyli liczby zespolone, których część urojona Imz = 0) mają wszystkie własności arytmetyczne liczb rzeczywistych. Wygodnie będzie więc utożsamiać te liczby z liczbami rzeczywistymi. W tym sensie będziemy dalej uważać zbiór liczb rzeczywistych R za podzbiór zbioru liczb zespolonych C (co zapisuje się w postaci R ⊂ C), a równanie (23) za warunek definiujący liczbę rzeczywistą.

10. Liczby zespolone spełniające warunek

z^∗ = −z , (24)

(czyli liczby zespolone, których część rzeczywista Rez = 0) nazywane są liczbami urojonymi. Liczby te można zapisać w postaci z = bi, gdzie b jest liczbą rzeczywistą. Suma dwóch liczb urojonych jest liczbą urojoną, ale iloczyn dwóch liczb urojonych jest zawsze liczbą rzeczywistą (ujemną).

2 Macierze

Macierzą A o wymiarach M × N nazywa się zbiór pewnych elementów {A_{mn}}^{m=M,n=N}_{m=1,n=1} , ułożonych w formie dwuwymiarowej tablicy:

A = A_{11} A_{12} . . . A_{1N} A_{21} A_{22} . . . A_{2N} . . . . . . . . A_{M1} A_{M2} . . . A_{MN} . (25)

Gdy N ≠ M, macierz taką nazywamy macierzą prostokątną, a gdy N = M, macierzą kwadratową. Pierwszy wskaźnik, m = 1, 2, . . . , M, numeruje wiersze macierzy, a drugi wskaźnik, n = 1, 2, . . . , N, numeruje kolumny macierzy. Gdy M = 1, macierz nazywa się macierzą (jedno)wierszową, a gdy N = 1, macierzą (jedno)kolumnową; takie macierze będą dalej oznaczane małymi literami pogrubionymi, np.

a = a_1 a_2 . . a_M . (26)

oznacza macierz kolumnową, gdzie dla wygody pominięto drugi wskaźnik (zawsze równy 1), np. a_{11} = a_1, a_{21} = a_2, itd. Elementy macierzy, A_{mn}, są zwykle liczbami należącymi do pewnego zbioru K, gdzie K = R lub K = C. Zgodnie z uwagą 9 rozdziału 1 przyjmujemy, że R ⊂ C, i będziemy traktować przypadek K = R jako przypadek szczególny sytuacji ogólnej K = C.

1. Równość dwu macierzy, A = B, zachodzi, gdy mają te same wymiary i ich odpowiednie elementy są równe:

A_{mn} = B_{mn} . (27)

2. Dodawanie macierzy jest określone dla macierzy o tych samych wymiarach M × N:

C = A + B , (28)

gdy elementy macierzy C wyznaczone są w postaci:

C_{mn} = A_{mn} + B_{mn} . (29)

Dodawanie macierzy jest przemienne. Istnieje macierz zerowa O (o elementach równych 0), taka, źe dla dowolnej macierzy A

A + O = A . (30)

Dla każdej macierzy A istnieje macierz przeciwna −A (o elementach przeciwnych, równych −A_{mn}), tak, że zachodzi A + (−A) = A − A = O . (31) Można też zdefiniować mnożenie macierzy przez liczbę: C = cA , (32) gdy elementy macierzy C wyznaczone są w postaci: C_{mn} = cA_{mn} . (33) 3. Niech A jest macierzą o wymiarach M × K, a B macierzą o wymiarach K × N.

Iloczynem tych macierzy nazywamy macierz C o wymiarach M × N, C = AB , (34) której elementy oblicza się w sposób następujący:

C_{mn} = A_{m1}B_{1n} + A_{m2}B_{2n} + . . . + A_{mK} B_{Kn} = K∑ k=1 A_{mk}B_{kn} . (35) Można powiedzieć, że element C_{mn} powstaje w wyniku ”pomnożenia” m-tego wiersza macierzy A przez n-tą kolumnę macierzy B.

4. Gdy macierze A, B są macierzami kwadratowymi o wymiarach M × M, ich iloczyny AB i BA są także macierzami kwadratowymi o tych wymiarach i, naogół, AB ≠ BA. W zbiorze macierzy kwadratowych, oprócz działań opisanych w p. 2, jest więc określone mnożenie (nieprzemienne). Z definicji dodawania (29) i mnożenia macierzy (35) wynika, że zachodzi rozdzielność dodawania względem mnożenia: (A + B) C = AC + BC , C (A + B) = CA + CB . (36) 5. Mając daną macierz zespoloną A o wymiarach M × N, można skonstruować pewne macierze z nią związane:

(a) Macierz zespolona sprzężona A^∗ = ~A, o takich samych wymiarach i o elementach sprzężonych zespolonych, ~A_{mn} = A^∗_{mn} . (37) (b) Macierz transponowaną A^T = ~A, o wymiarach N × M i elementach ~A_{mn} = A_{nm} . (38) Macierz transponowana A^T powstaje z macierzy A przez zamianę wierszy na kolumny i kolumn na wiersze, z pozostawieniem na miejscu tzw. elementów diagonalnych: A_{11}, A_{22}, . . . .

(c) Macierz hermitowsko sprzężoną A^† = ~A, o wymiarach N × M i elementach

~A_{mn} = A^∗_{nm} . (39)

Zachodzi oczywiście A^† = (A^∗)^T = (A^T )^∗ . (40) Na przykład, macierz hermitowsko sprzężona względem macierzy kolumnowej a, patrz równ. (26), jest macierzą wierszową:

a^† = (a^∗_1, a^∗_2, . . . , a^∗_M ) . (41)

Zauważmy przy okazji, że mnożenie macierzy wierszowej a^† przez macierz kolumnową b, analogiczną do macierzy (26), daje macierz a^†b, która jest macierzą o wymiarach 1 × 1, czyli pewną liczbą ze zbioru liczb K: a^†b ∈ K.

Dwukrotne powtórzenie każdej z operacji (a-c) przywraca stan początkowy:

(A^∗)^∗ = (A^T )^T = (A^†)^† = A . (42)

Zastosowanie operacji (a-c) do sumy macierzy daje:

(A + B)^∗ = A^∗ + B^∗ , (A + B)^T = A^T + B^T , (A + B)^† = A^† + B^† ,

(43)

a w przypadku iloczynu macierzy przez liczbę:

(cA)^∗ = c^∗A^∗ , (cA)^T = cA^T , (cA)^† = c^∗A^† .

(44)

Z kolei, zastosowanie operacji (a-c) do iloczynu macierzy daje:

(AB)^∗ = A^∗B^∗ , (AB)^T = B^T A^T , (AB)^† = B^†A^† .

(45)

Odnotujmy zmianę porządku iloczynu w wyniku operacji (b) i (c).

6. Szczególną rolę w algebrze odgrywają macierze kwadratowe (N = M). Wśród macierzy kwadratowych wyróżnioną role odgrywają: (kwadratowa) macierz zerowa O, o własnościach określonych w równ. (30) i (31), oraz macierz jednostkowa,

1 = 1 0 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . 0 0 . . . 1

, (46)

spełniająca rolę ”jedynki” w mnożeniu macierzy:

1A = A1 = A . (47)

7. Każdej macierzy kwadratowej A można przypisać liczbę det A, zwaną wyznacznikiem macierzy A, zapisywaną także jako

det A = | | | | | | | |

A_{11} A_{12} . . . A_{1M} A_{21} A_{22} . . . A_{2M} . . . . . . . . A_{M1} A_{M2} . . . A_{MM}

| | | | | | | | , (48)

a zdefinowaną formalnie w postaci

det A = ∑ σ znak(σ)A_{1σ(1)}A_{2σ(2)} · · · A_{Mσ(M)} , (49)

gdzie sumowanie rozciąga się na wszystkie M! permutacji zbioru wskaźników 1, 2, . . . , M numerujących kolumny macierzy A, a znak(σ) jest znakiem permutacji σ, przyjmującym wartości +1 lub −1, w zależności od tego, czy permutacja ta jest parzysta, czy nieparzysta. Prosty przykład: wyznacznik macierzy A o wymiarach 2 × 2:

det A = | | | | A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} | | | | = A_{11}A_{22} − A_{12}A_{21} . (50)

W przypadku macierzy wyższych wymiarów efektywnym sposobem obliczania wyznaczników jest zastosowanie tzw. rozwinięcia Laplace’a (względem kolumn lub wierszy macierzy). Niektóre własności wyznacznika macierzy:

(a) Jeśli z macierzy A utworzyć nową macierz A^′ przez zamianę dwóch kolumn (lub dwóch wierszy), to det A^′ = − det A. Wynika stąd, że gdy dwie kolumny (lub dwa wiersze) macierzy A są identyczne, to det A = 0.

(b) Zachodzi det 1 = 1 . (51)

Dla każdej macierzy kwadratowej A mamy

det(A^T ) = det A , (52)

det(A^∗) = det(A^†) = (det A)^∗ , (53)

(c) Jeśli macierze A i B są macierzami kwadratowymi o tych samych wymiarach, to det(AB) = det(BA) = det A det B . (54)

8. Jeśli A jest macierzą kwadratową i det A ≠ 0, to istnieje macierz odwrotna do macierzy A, oznaczana przez A^{−1}, taka, że

A^{−1}A = AA^{−1} = 1 . (55)

Z równ. (51), (54) i (55) wynika, że det(A^{−1}) = (det A)^{−1} . (56) Prosty przykład: macierz odwrotna do macierzy A o wymiarach 2 × 2:

A^{−1} = 1 det A ( A_{22} −A_{12} −A_{21} A_{11} ) , (57)

gdzie det A jest zdefiniowany w równ. (50).

Jeśli A i B są macierzami kwadratowymi o tych samych wymiarach i są odwracalne (czyli mają odwrotności), to ich iloczyn AB jest także macierzą odwracalną [bo wyznacznik (54) jest różny od zera] i zachodzi AB^{−1} = B^{−1}A^{−1} . (58) Tu, podobnie jak w przypadku operacji (b) i (c) w równ. (45), także zachodzi zmiana porządku iloczynu.

9. Rozważmy macierze zespolone (K = C). Macierz kwadratową A nazywamy:

– rzeczywistą, gdy A^∗ = A (czyli A^∗_{mn} = A_{mn}) , (59) – symetryczną, gdy A^T = A (czyli A_{nm} = A_{mn}) , (60) – hermitowską, gdy A^† = A (czyli A^∗_{nm} = A_{mn}) , (61) – ortogonalną, gdy det A ≠ 0 i zachodzi A^T = A^{−1} , (62) – unitarną, gdy det A ≠ 0 i zachodzi A^† = A^{−1} . (63) Z równ. (52), (56) i (62) wynika, źe w przypadku macierzy ortogonalnej zachodzi (det A)^2 = 1 . (64) Podobnie, z równ. (53), (56) i (63) wynika, źe w przypadku macierzy unitarnej zachodzi | det A)|^2 = 1 . (65) Gdy rozważamy macierze rzeczywiste (K = R), to równ. (59) jest zawsze spełnione, patrz uwaga 9 w rozdziale 1. W tym przypadku pojęcie macierzy hermitowskiej pokrywa się z pojęciem macierzy symetrycznej, a pojęcie macierzy unitarnej pokrywa się z pojęciem macierzy ortogonalnej.

3 Układy równań liniowych

Układ M równań liniowych z N niewiadomymi x_1, x_2, . . . , x_N , należącymi do zbioru liczb K (równego R lub C), zapisuje się w postaci

A_{11} x_1 + A_{12} x_2 + . . . + A_{1N} x_N = b_1 , A_{21} x_1 + A_{22} x_2 + . . . + A_{2N} x_N = b_2 , . . . . . . . . . . A_{M1} x_1 + A_{M2} x_2 + . . . + A_{MN} x_N = b_M ,

(66)

gdzie liczby A_{mn} , zwane współczynnikami liniowymi, tworzą macierz prostokątną A o wymiarach M × N, patrz równ. (25), a liczby b_m , zwane wyrazami wolnymi, tworzą macierz kolumnową b o wymiarze M, analogiczną do zdefiniowanej w równ. (26). Zarówno współczynniki liniowe, jak i wyrazy wolne należą do tego samego zbioru liczb K. Wprowadzając macierz kolumnową o wymiarze N, zbudowaną z niewiadomych,

x = x_1 x_2 . . x_N , (67)

można układ równań (66) zapisać w równoważnej postaci macierzowej:

Ax = b , (68)

gdzie mnożenie macierzy współczynników A, o wymiarach M × N, przez macierz niewiadomych x, o wymiarach N × 1, daje macierz wyrazów wolnych b, o wymiarach M × 1.

1. Układ równań liniowych (66) może: (i) nie mieć rozwiązań (nazywany jest wtedy sprzecznym), (ii) mieć jedno rozwiązanie x, (iii) mieć nieskończenie wiele rozwiązań.

2. Układ równań liniowych (66) nazywa się układem jednorodnym, gdy wszystkie wyrazy wolne są równe zeru, b = 0 ; w przeciwnym wypadku układ nazywa się układem niejednorodnym. Jednym z rozwiązań jednorodnego układu równań liniowych jest zawsze rozwiązanie zerowe, x = 0. Uwaga: jeśli x ≠ 0 jest rozwiązaniem jednorodnego układu równań, a c jest dowolną liczbą ze zbioru K, to x^′ = cx jest także rozwiązaniem tego układu równań.

3. Dowodzi się, że jeśli w układzie równań (66):

(a) jedno z równań-wierszy pomnożyć stronami przez pewną liczbę c ≠ 0, to otrzymany w ten sposób nowy układ równań ma ten sam zbiór rozwiązań; (b) do jednego z równań-wierszy dodać stronami inne równanie-wiersz, to otrzymany w ten sposób nowy układ równań ma ten sam zbiór rozwiązań. Wielokrotne zastosowanie operacji (a) i (b), z odpowiednio dobranymi mnożnikami c, może doprowadzic do eliminacji jednej z niewiadomych, a w konsekwencji do otrzymania nowego układu M − 1 równań z N − 1 niewiadomymi; jest to metoda rozwiązywania układu równań liniowych przez kolejną eliminację niewiadomych.

4. Skupimy się teraz na ważnym przypadku szczególnym, gdy liczba równań równa jest liczbie niewiadomych, M = N. Macierz A jest wtedy macierzą kwadratową N × N. Rozpatrzymy dwie możliwości:

(1) det A ≠ 0 . Istnieje wtedy macierz odwrotna A^{−1}, i mnożąc lewostronnie obie strony równania macierzowego (68) przez tę macierz otrzymujemy (jedyne) rozwiązanie układu równań (66) w postaci

x = A^{−1}b . (69)

Metoda rozwiązywania układu równań liniowych N × N przez wyznaczanie macierzy A^{−1} nie jest opłacalna w praktyce, gdy liczba niewiadomych N jest duża; korzystniej jest wtedy stosować odpowiednio zoptymalizowaną metodę kolejnej eliminacji niewiadomych. W szczególnym przypadku jednorodnego układu równań, b = 0 , z równ. (69) otrzymujemy jako (jedyne) rozwiązanie wynik x = 0 . (2) det A = 0 . W tym przypadku można wykazać, że niejednorodny układ równań (66) jest albo sprzeczny, albo ma nieskończenie wiele rozwiązań. Interesujący jest przypadek układu jednorodnego – można wykazać, że taki układ ma w tym przypadu także rozwiązania niezerowe, x ≠ 0 . Co więcej, jest wtedy nieskończenie wiele rozwiązań niezerowych proporcjonalnych do siebie, patrz uwaga w punkcie 2. Mogą jednak wystąpić także rozwiązania niezerowe, które nie są proporcjonalne do siebie. łatwo można wykazać, że jeśli x i x^′ są takimi dwoma rozwiązaniami, to x^{′′} = cx + c^′x^′ , gdzie c i c^′ są dowolnymi liczbami ze zbioru K, jest także rozwiązaniem niezerowym naszego jednorodnego układu równań liniowych. Podumowując: warunkiem koniecznym i wystarczającym, by jednorodny układ N równań liniowych z N niewiadomymi (66) miał rozwiązania niezerowe, jest det A = 0 .

4 Odwzorowania

Mówi się, że zostało określone odwzorowanie f zbioru X w zbiór Y , jeśli każdemu elementowi x zbioru X został przyporządkowany jeden element y ze zbioru Y . Dany element x zbioru X nazywamy argumentem odworowania f, a przyporządkowany mu element y zbioru Y nazywamy wartością odwzorowania f odpowiadającą x, co zapisujemy w postaci y = f(x). Zbiór X nazywamy dziedziną odwzorowania f, a zbiór Y przeciwdziedziną tego odwzorowania. Odwzorowanie jest określone jednoznacznie przez swoją dziedzinę i przeciwdziedzinę, oraz przez podanie zależności y = f(x). Odwzorowanie zapisuje się symbolicznie w postaci ”strzałki”:

X^f→ Y , (70)

inna forma to f: X → Y .

Podana wyżej definicją odwzorowania, wykorzystująca bardziej rozbudowaną notację matematyczną, wygląda następująco: X ∋ x → y = f(x) ∈ Y . (71) gdzie zakłada sie, że (i) każdemu x jest przypisane pewne y, (ii) jeśli danemu x są przypisane y_1 i y_2, to y_1 = y_2.

Dwa odwzorowania f i g są identyczne, co zapisuje się jako f = g, wtedy i tylko wtedy gdy:

(i) dziedziny X obu odwzorowań są identyczne, (ii) przeciwdziedziny Y obu odwzorowań są identyczne, (iii) dla każdego x ∈ X zachodzi f(x) = g(x).

Gdy zbiory X i Y są zbiorami liczb (podzbiorami R lub C), to odwzorowanie f nazywa się funkcją. Przykład: poniższe definicje określają trzy różne funkcje: (a) f_1 = sin, o dziedzinie R i przeciwdziedzinie R, (b) f_2 = sin, o dziedzinie R i przeciwdziedzinie [−1, 1], (c) f_3 = sin, o dziedzinie [0, 2π] i przeciwdziedzinie [−1, 1].

UWAGA: z powyższych rozważań wynika, że powinno się rozróżniać symbol f, określający odwzorowanie, od symbolu (f(x), określającego wartość owzorowania f odpowiadającą danemu argumentowi x. Zapisu f(x) na określenie odwzorowania stosuje się czasem, by podkreślić, jak wygląda zbiór argumentów odwzorowania: np. f(x, y) jako symbol odwzorowania wskazuje, że zbiorem argumentów jest zbiór par elementów (x, y).

1. Jeśli A jest podzbiorem dziedziny odwzorowania f, A ⊂ X, to przez f(A) oznacza się podzbiór przeciwdziedziny Y, złożony ze wszystkich y takich, że istnieje x ∈ A taki, że y = f(x). Zbiór f(A) nazywa się obrazem zbioru A w odwzorowaniu f. Zbiór f(X), gdzie X jest dziedziną odwzorowania f, nazywa się po prostu obrazem odwzorowania f. Oczywiście f(X) jest podzbiorem przeciwdziedziny Y , f(X) ⊂ Y , ale niekoniecznie równa się Y .

5 Przestrzeń wektorowa zespolona o wymiarze skończo- nym 1. Baza ortonormalna w przestrzeni wektorowej V = C^n: {e_i}^{i=n}_{i=1} . (72) 2. Rozwinięcie wektora v ∈ V w bazie (72): v = n∑ i=1 e_ic_i , (73) gdzie c_i = ⟨e_i|v⟩ . (74) 3. Operator liniowy działający w przestrzeni V , wyrażony przy użyciu bazy (72): Â =^n∑ i=1 n∑ j=1 A_{ij} |e_i⟩⟨e_j| , (75) gdzie współczynniki A_{ij} = ⟨e_i|Âe_j ⟩ (76) tworzą macierz kwadratową A.

4. Niech ϕ i ψ będą funkcjami porządnymi należącymi do przestrzeni Hilberta V funkcji zespolonych zmiennej rzeczywistej x ∈ [a, b]. Iloczyn skalarny w przestrzeni V określony jest następująco: ⟨ϕ|ψ⟩ = b∫ a dx ϕ^∗(x)ψ(x) . (77)

Zadania W zadaniach 1–3 przestrzeń wektorowa V = C^2.

1. Dana jest macierz A = ( a b c d ) , gdzie a, b, c, d ∈ C . Jakie warunki spełniać muszą liczby a, b, c i d, aby odpowiadający tej macierzy operator Â, dany w postaci (75), był hermitowski? Sprawdzić poprawność znalezionych warunków przez obliczenie iloczynów skalarnych ⟨v|Âw⟩ i ⟨Âv|w⟩, gdzie v i w są dowolnymi wektorami wyrażonymi w postaci (73).

2. Pewnemu operatorowi Û danemu w postaci (75) odpowiada macierz U = ( p −q^∗ q p^∗ ) , gdzie p, q ∈ C , |p|^2 + |q|^2 = 1 .

Wykazać, że macierz U jest unitarna. Obliczając iloczyny skalarne ⟨v|w⟩ i ⟨Ûv|Ûw⟩, gdzie v i w są dowolnymi wektorami wyrażonymi w postaci (73), pokazać, że operator Û jest unitarny.

3. Wektory v_1 i v_2 dane są w postaci (73), a odpowiadające im współczynniki rozwinięcia zapisane są w postaci następujących macierzy jednokolumnowych:

c_1 = ( c_{11} c_{21} ) = ( x x ) , c_2 = ( c_{12} c_{22} ) = ( −x x ) , gdzie x ≠ 0 jest liczbą rzeczywistą. Sprawdzić, że v_1 i v_2 są wektorami własnymi operatora Â z zad. 1, gdzie w macierzy A położono a = d = E i b = c = F , a E i F są liczbami rzeczywistymi. Znaleźć wartości własne a_1 i a_2 tego operatora Â, odpowiadające wektorom v_1 i v_2. Znormalizować wektory v_1 i v_2 i sprawdzić, że uzyskany zbiór wektorów własnych tworzy bazę ortonormalną w przestrzeni wektorowej V = C^2. Oznaczając przez c^′_{ij} odpowiednie współczynniki unormowanych wektorów własnych, pokazać, że macierz

C^′ = ( c^′_{11} c^′_{12} c^′_{21} c^′_{22} )

jest macierzą unitarną.

4. Rozwaźamy zbiór wszystkich funkcji zmiennej rzeczywistej x ∈ [−π, π], które wyrazić można w postaci kombinacji liniowych

ψ(x) = ϕ_1c_1 + ϕ_2c_2 , gdzie c_1, c_2 ∈ C , (78)

gdzie ϕ_1 = cos(nx) , ϕ_2 = sin(nx) , (n - liczba całkowita) .

Pokazać, że funkcje (78) tworzą dwuwymiarową zespoloną przestrzeń wektorową. Przyjmując, że iloczyn skalarny w tej przestrzeni dany jest w postaci (77), pokazać, że funkcje ϕ_1 i ϕ_2, po znormalizowaniu, tworzą w tej przestrzeni bazę ortonormalną. Pokazać, źe operator różniczkowania, R̂ = z d dx gdzie z ∈ C ,

jest operatorem liniowym w rozważanej przestrzeni wektorowej. Wyznaczyć macierz R tego operatora w bazie ortonormalnej. Dla jakich z operator R̂ jest operatorem hermitowskim w tej przestrzeni wektorowej?