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1 Liczby zespolone

Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy przez R, a zbidr liczb zespolonych przez C. Liczba
zespolona z € C moze by¢ zapisana w postaci

z=a+0bi, gdzie a,beR, (1)
a 7 jest tzw. jednostka urojona, spelniajaca warunek
2 =-1. (2)
Potocznie zapisuje sie: i = /—1.

1. Dla kazdej liczby zespolonej z danej w postaci (1) definiuje sie liczbe zespolong sprze-
zong wzgledem z:
Z=a—b. (3)

Spelnione jest:
22" = (a+bi)(a—bi) =a®+b*, (4)

awiec zz* € Rizz* > 0. Oczywiscie, zz* = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 040 = 0.

2. Modut liczby zespolonej z definiuje sie jako
|z| = Vzzr = Va2 + b . (5)

Z powyzszej definicji wynika, ze |z| jest liczba rzeczywista nieujemna. |z| = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy z = 0.
3. Dla kazdej liczby zespolonej z danej w postaci (1) definiuje sie
— cze$¢ rzeczywisty z:
1
Rez:ﬁ(z—kz*):a, (6)
— cze$¢ urojong z:

Imz:j(z—z*):b. (7)

Rez i Imz sg wiec liczbami rzeczywistymi.
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4. Dzialania arytmetyczne w zbiorze liczb zespolonych: dla zy = a+bi i 29 = ¢+ di
okresla sie:
— sume:
2420 =(a+bi)+ (c+di) =(a+c)+ (b+d)i, (8)

— iloczyn:
2129 = (a + bi)(c + di) = ac + bci + adi + bdi* = (ac — bd) + (bc + ad)i . (9)

Oba dziatania sa przemienne. Dla kazdej liczby zespolonej z # 0 mozna skonstruowaé

odwrotnoséé z 71,

2 a—Ub
S T aErr (10)

tak, ze zachodzi
2zt =1, (11)

Dziatania arytmetyczne w zbiorze liczb zespolonych sg wiec analogiczne do dziatan
w zbiorze liczb rzeczywistych.

5. Definicja liczby sprzezonej zespolonej (3), zastosowana do sumy i iloczynu liczb ze-
spolonych, daje
(z1+22)" =20 + 23 , (12)

(2122)" = 2725 . (13)

Takze w zastosowaniu do obliczania odwrotno$ci otrzymujemy
(=) =(")"". (14)

6. Dowodzi sie, ze .
e” =cosp+ising, gdzie ¢€R, (15)

7. Liczba zespolona z # (0 moze by¢ zapisana w tzw. postaci wyktadniczej,
z=re’, (16)
oraz w rownowaznej postaci trygonometrycznej:
Z=rcos¢p+irsing, (17)
gdzie r jest liczba rzeczywistg nieujemna, a ¢ € [0, 27). Latwo sprawdzi¢, ze
r=|z = Va2 +b?. (18)

Wielko$¢ katowa ¢ nazywana jest argumentem liczby z. Jest ona wyznaczona jako
rozwigzanie uktadu réwnan

cos ¢ \/a;w ’ (19)
: _ b
sing = VaZ+b?




10.

nalezace do przedziatu [0, 27). Dla z = 0 mamy r = 0, a wartos¢ ¢ jest nieokreslona.
Postacie: wyktadnicza i trygonometryczna liczby zespolonej z sa wygodne przy obli-
czaniu poteg z o dowolnym wykladniku catkowitym (dodatnim lub ujemnym), oraz
utamkowym (wyciaganie pierwiastkow). W szczegolnosci, odwrotnos¢ liczby z, patrz
rown. (10), przedstawi¢ mozna w postaciach:

1 | '
zl=—e%="cos¢— ! sin ¢ , (20)
r r r

ktore wynikaja z rown. (15) i (16).

Rozwazmy wielomian stopnia n zmiennej zespolonej z, o wspélczynnikach zespolo-
nych:
WM (2) = ap2" 4+ an_12" 4 ... 4 ag . (21)

Waznym problemem jest okreslenie, czy taki wielomian ma pierwiastki (rozwigzania
réwnania W (2) = 0). Tzw. podstawowe twierdzenie algebry glosi, Ze wielomian
(21) ma doktadnie n pierwiastkow, z1,zs,...,2,, (niekoniecznie réznych), tak, ze
mozliwe jest przedstawienie iloczynowe:

WM (2) =an(z —21)(z — 22) -+ (2 — 2) . (22)

Twierdzenie to nie zachodzi dla wielomian6w zmiennej rzeczywistej. Np. wielomiany
W) =224+1 i WW(x) =2*+422+3 nie maja zadnych pierwiastkow
rzeczywistych.

Liczby zespolone speliajace warunek
¥ =z, (23)

(czyli liczby zespolone, ktorych czes¢ urojona Imz = 0) maja wszystkie wlasnosci
arytmetyczne liczb rzeczywistych. Wygodnie bedzie wiec utozsamiaé te liczby z licz-
bami rzeczywistymi. W tym sensie bedziemy dalej uwazaé zbiér liczb rzeczywistych R
za podzbior zbioru liczb zespolonych C (co zapisuje sie w postaci R C C), a rownanie
(23) za warunek definiujacy liczbe rzeczywista.

Liczby zespolone spelniajace warunek
=z, (24)

(czyli liczby zespolone, ktorych czesé rzeczywista Rez = 0) nazywane sa liczbami
urojonymi. Liczby te mozna zapisa¢ w postaci z = bi, gdzie b jest liczba rzeczywista.
Suma dwoch liczb urojonych jest liczba urojong, ale iloczyn dwobch liczb urojonych
jest zawsze liczbg rzeczywistg.



2 Macierze

: . D , —Mn=N
Macierza A o wymiarach M x N nazywa sie zbiér pewnych elementow { A, },—10)

ulozonych w formie dwuwymiarowej tablicy:

All A12 AlN
S (25)
AMl AM2 AMN

Gdy N # M, macierz taka nazywamy macierza prostokatna, a gdy N = M, macierza
kwadratowa. Pierwszy wskaznik, m = 1,2,..., M, numeruje wiersze macierzy, a drugi
wskaznik, n = 1,2,..., N, numeruje kolumny macierzy. Gdy M = 1, macierz nazywa
sie macierza (jedno)wierszowa, a gdy N = 1, macierza (jedno)kolumnowa; takie macierze
beda dalej oznaczane malymi literami pogrubionymi, np.

a1
a
a=| "~ |. (26)

ans

oznacza macierz kolumnowa, gdzie dla wygody pominieto drugi wskaznik (zawsze réwny
1), np. a1; = ay, as = ay, itd. Elementy macierzy, A,,,, sa zwykle liczbami nalezacymi do
pewnego zbioru K, gdzie K = R lub K = C. Zgodnie z uwaga 9 rozdziatlu 1 przyjmujemy,
ze R C C, i bedziemy traktowaé¢ przypadek K = R jako przypadek szczeg6lny sytuacji
ogolnej K = C.

1. Rowno$¢ dwu macierzy, A = B, zachodzi, gdy maja te same wymiary i ich odpo-
wiednie elementy sa rowne:
Apn = B - (27)
2. Dodawanie macierzy jest okreslone dla macierzy o tych samych wymiarach M x N:
C=A+8B, (28)
gdy elementy macierzy C' wyznaczone sg w postaci:

Dodawanie macierzy jest przemienne. Istnieje macierz zerowa O (o elementach row-
nych 0), taka, ze dla dowolnej macierzy A

A+O0=A. (30)



Dla kazdej macierzy A istnieje macierz przeciwna —A (o elementach przeciwnych,
rownych —A,,,), tak, ze zachodzi

A+(-A)=A-A=0. (31)
Mozna tez zdefiniowa¢ mnozenie macierzy przez liczbe:
C=cA, (32)
gdy elementy macierzy C' wyznaczone sg w postaci:

. Niech A jest macierza o wymiarach M x K, a B macierza o wymiarach K x N.
lloczynem tych macierzy nazywamy macierz C o wymiarach M x N,

C=AB, (34)

ktorej elementy oblicza sie w sposéb nastepujacy:
K
Omn = AmlBln + Am2B2n + ...+ AmKBKn = Z Akakn . (35)
k=1

Mozna powiedzieé, ze element C),,, powstaje w wyniku ,pomnozenia” m-tego wiersza
macierzy A przez n-tg kolumne macierzy B.

. Gdy macierze A, B sa macierzami kwadratowymi o wymiarach M x M, ich iloczyny
AB i BA sj takze macierzami kwadratowymi o tych wymiarach i, naogol, AB #
BA. W zbiorze macierzy kwadratowych, oprocz dziatan opisanych w p. 2, jest wiec
okreslone mnozenie (nieprzemienne). Z definicji dodawania (29) i mnozenia macierzy
(35) wynika, ze zachodzi rozdzielnos¢ dodawania wzgledem mnozenia:

(A+B)C = AC+ BC,

C(A+B) — CA+CB. (36)

. Majac dang macierz zespolona A o wymiarach M x N, mozna skonstruowaé¢ pewne
macierze z nig zwigzane:

(a) Macierz zespolona sprzezona A* = B, o takich samych wymiarach i o elemen-
tach sprzezonych zespolonych,

By = A7 (37)
(b) Macierz transponowang A* = B, o wymiarach N x M i elementach
Byun = Ay - (38)

Macierz transponowana A" powstaje z macierzy A przez zamiane wierszy na
kolumny i kolumn na wiersze, z pozostawieniem na miejscu tzw. elementow
diagonalnych: AH, AQQ, e



(c) Macierz hermitowsko sprzezona A" = B, 0 wymiarach N x M i elementach
By = A . (39)

Zachodzi oczywiscie

Al = (A7) =(AT). (40)
Przyktad: macierz hermitowsko sprzezona wzgledem macierzy kolumnowej a,
patrz rown. (26), jest macierza wierszowa;

a' = (aj,a3,....ay) . (41)

Zauwazmy przy okazji, ze mnozenie macierzy wierszowej a' przez macierz ko-
lumnows b, analogiczng do macierzy (26), daje macierz a'b, ktora jest macierza
o wymiarach 1 x 1, czyli pewng liczbg ze zbioru liczb K: a'b € K.

Dwukrotne powtorzenie kazdej z operacji (a-c) przywraca stan poczatkowy:
(A=A =N =4. (42)
Zastosowanie operacji (a-c) do sumy macierzy daje:
(A+B)* = A"+ B",

(A+B)" = A"+ B", (43)
(A+B)! = A'4+ B,
a w przypadku iloczynu macierzy przez liczbe:
(cA)* = A",
(cA)T = cAT, (44)
(cA)t = AT,

Z kolei, zastosowanie operacji (a-c) do iloczynu macierzy daje:
(AB)* = A"B*,
(AB)T = B'A", (45)
(AB)! = BTA".

Odnotujmy zmiane porzadku iloczynu w wyniku operacji (b) i (c).

. Szczegblng role w algebrze odgrywaja macierze kwadratowe (N = M). Wsrod ma-
cierzy kwadratowych wyr6zniona role odgrywaja: (kwadratowa) macierz zerowa O,
o wlasnosciach okreslonych w rown. (30) i (31), oraz macierz jednostkowa,

10 ... 0
01 ...0

1= . . 1, (46)
00 ... 1

spetniajaca role ,,jedynki” w mnozeniu macierzy:

1A=Al1=A. (47)



7. Kazdej macierzy kwadratowej A mozna przypisa¢ liczbe det A, zwang wyznacznikiem
macierzy A, zapisywang takze jako

Ay A - Ay
I e (18)
Ay Awz -+ Awiu
a zdefinowang formalnie w postaci
det A =) " znak(c) Ay0) Aza(2) - - Arto(ar) - (49)

gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie M! permutacji zbioru wskaznikéw 1,2,
..., M numerujacych kolumny macierzy A, a znak(c) jest znakiem permutacji o,
przyjmujacym wartosci +1 lub —1, w zaleznosci od tego, czy permutacja ta jest
parzysta, czy nieparzysta. Prosty przyklad: wyznacznik macierzy A o wymiarach
2 X 2:

A Ag
Ag1 A

W przypadku macierzy wyzszych wymiaréw efektywnym sposobem obliczania wy-
znacznikow jest zastosowanie tzw. rozwiniecia Laplace’a (wzgledem kolumn lub wier-
szy macierzy). Niektore wlasnosci wyznacznika macierzy:

det A =

= A11A22 - A12A21 . (50)

(a) Jesli z macierzy A utworzy¢ nowa macierz A’ przez zamiane dwoch kolumn (lub
dwoch wierszy), to det A’ = — det A. Wynika stad, ze gdy dwie kolumny (lub
dwa wiersze) macierzy A sa identyczne, to det A = 0.

(b) Zachodzi
detl1=1. (51)

Dla kazdej macierzy kwadratowej A mamy
det(AT) =det A | (52)
det(A*) = det(A") = (det A)*, (53)

(c) Jesli macierze A i B sa macierzami kwadratowymi o tych samych wymiarach,

to
det(AB) = det(BA) = det Adet B . (54)

8. Jesli A jest macierzag kwadratowsg i det A # 0, to istnieje macierz odwrotna do
macierzy A, oznaczana przez A~ ', taka, ze

ATTA=AA"1=1. (55)



Z roéwn. (51), (54) i (55) wynika, ze
det(A™") = (det A)' . (56)

Prosty przyktad: macierz odwrotna do macierzy A o wymiarach 2 x 2:

1 Ay —A
-1 _ 22 12
A= det A < —Ay Ay ) ’ (57)

gdzie det A jest zdefiniowany w rown. (50).

Jesli A i B s3 macierzami kwadratowymi o tych samych wymiarach i sa odwracalne
(czyli maja odwrotnosci), to ich iloczyn AB jest takze macierzg odwracalng [bo
wyznacznik (54) jest rozny od zera] i zachodzi

(AB)'=B'A7". (58)

Tu, podobnie jak w przypadku operacji (b) i (¢) w rown. (45), takze zachodzi zmiana
porzadku iloczynu.

. Rozwazmy macierze zespolone (K = C). Macierz kwadratowa A nazywamy:
— rzeczywista, gdy

A=A (czyli AY, = Ann) s (59)
— symetryczng, gdy

AT = A (czyli Ay = Ap) (60)
— hermitowska, gdy

AT =A (czyli A% = Ann), (61)

— ortogonalng, gdy det A # 0 i zachodzi
AT =A" (62)
— unitarna, gdy det A # 0 i zachodzi
Al =A"". (63)
Z rown. (52), (56) i (62) wynika, ze w przypadku macierzy ortogonalnej zachodzi
(det A)* =1 (64)

Podobnie, z réwn. (53), (56) i (63) wynika, Ze w przypadku macierzy unitarnej
zachodzi
|det A)> =1. (65)

Gdy rozwazamy macierze rzeczywiste (K = R), to rown. (59) jest zawsze spelnione,
patrz uwaga 9 w rozdziale 1. W tym przypadku pojecie macierzy hermitowskiej
pokrywa sie z pojeciem macierzy symetrycznej, a pojecie macierzy unitarnej pokrywa
sie z pojeciem macierzy ortogonalnej.



10. Kazdej macierzy kwadratowej A mozna przypisaé liczbe tr A, zwang $§ladem macierzy

11.

A, réwng sumie elementéw diagonalnych macierzy:

M
A= Aum . (66)
m=1

Latwo wykaza¢ nastepujace wlasnoéci §ladu macierzy:

tr(A+B)=trA+trB,

()()

tr(A") =
tr(A*) = tr (A ) (trA)

Transformacja podobienstwa macierzy kwadratowych. Wybierajac ustalong macierz
kwadratowg X, taka, ze det X # 0, mozemy kazdej macierzy kwadratowej A przy-
porzadkowa¢ macierz kwadratowa A’ okreslong rownaniem

A= XAX . (71)

Wtasnosci transformacji podobienistwa:

(A+B)=A"+B’, (72)
(AB) = A'B’. (73)

Jesli istnieje macierz odwrotna A™', to
(A7) =(A)". (74)

7 wtasnosci wyznacznika macierzy [rown. (54)] wynika niezmienniczo$¢ wyznacznika
macierzy wzgledem transformacji podobienstwa:

det A’ =det A . (75)

Podobnie, z wlasnosci §ladu macierzy [réwn. (68)] wynika niezmienniczosé sladu
macierzy wzgledem transformacji podobienstwa:

trA’=trA. (76)

Na og6! definicje macierzy zespolonej sprzezonej [rown. (37)], macierzy transpo-
nowanej [rown. (38)], oraz macierzy hermitowsko sprzezonej [rown. (39)] nie sa
niezmiennicze wzgledem transformacji podobienstwa. W przypadku szczegdlnego
wyboru macierzy transformacji X mozna jednak uzyska¢ niezmienniczo$¢, np. gdy
X jest macierza unitarna [spelnia réwn. (63)], to zachodzi

(A7) = (ANt (77)



3 Uklady réwnan liniowych

Uktad M réwnan liniowych z N niewiadomymi x4, xo, . .., zy, nalezacymi do zbioru liczb
K (rownego R lub C), zapisuje si¢ w postaci

Az +Apre+ - +FAivay = by,
Aoy x4 +'A22 ro + - -+ A2'N TN : {?2 ) (78)
Ay 1+ Apgze + -+ +Aunzy = by,

gdzie liczby A, , zwane wspotczynnikami liniowymi, tworzg macierz prostokatng A o wy-
miarach M x N, patrz réwn. (25), a liczby b, , zwane wyrazami wolnymi, tworza macierz
kolumnowa b o wymiarze M, analogiczng do zdefiniowanej w réown. (26). Zaréwno wspot-
czynniki liniowe, jak i wyrazy wolne nalezg do tego samego zbioru liczb K. Wprowadzajac
macierz kolumnowg o wymiarze N, zbudowang z niewiadomych,

€
X2

TN
mozna uklad rownan (78) zapisa¢ w rownowaznej postaci macierzowej:
Az =b, (80)

gdzie mnozenie macierzy wspotczynnikéw A, o wymiarach M x N, przez macierz niewia-
domych @, o wymiarach N x 1, daje macierz wyrazéw wolnych b, o wymiarach M x 1.

1. Uktad réwnan liniowych (78) moze: (i) nie mie¢ rozwigzan (nazywany jest wtedy
sprzecznym), (ii) mie¢ jedno rozwiazanie @, (iii) mie¢ nieskonczenie wiele rozwiazan.

2. Uklad réwnan liniowych (78) nazywa sie ukladem jednorodnym, gdy wszystkie wy-
razy wolne sg rowne zeru, b = 0; w przeciwnym wypadku uktad nazywa sie uktadem
niejednorodnym. Jednym z rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan liniowych jest
zawsze rozwigzanie zerowe, x = 0. Uwaga: jesli * # 0 jest rozwigzaniem jedno-
rodnego ukladu réwnan, a c¢ jest dowolng liczbg ze zbioru K, to @’ = cx jest takze
rozwigzaniem tego uktadu réwnan.

3. Dowodzi sie, ze jesli w ukladzie réwnan (78):
(a) jedno z rownan-wierszy pomnozy¢ stronami przez pewna liczbe ¢ # 0, to otrzy-
many w ten sposob nowy uktad réwnan ma ten sam zbior rozwigzan;
(b) do jednego z rownan-wierszy doda¢ stronami inne réwnanie-wiersz, to otrzymany
w ten sposdb nowy uktad réwnan ma ten sam zbiér rozwigzan.
Wielokrotne zastosowanie operacji (a) i (b), z odpowiednio dobranymi mnoznikami ¢,
moze doprowadzic do eliminacji jednej z niewiadomych, a w konsekwencji do otrzy-
mania nowego uktadu M — 1 réwnan z N — 1 niewiadomymi; jest to metoda rozwig-
zywania ukltadu rownan liniowych przez kolejng eliminacje niewiadomych.
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4. Skupimy sie teraz na waznym przypadku szczegélnym, gdy liczba rownan roéwna jest
liczbie niewiadomych, M = N. Macierz A jest wtedy macierza kwadratowa N x .
Rozpatrzymy dwie mozliwosci:

(1) det A # 0. Istnieje wtedy macierz odwrotna A™', i mnozac lewostronnie obie
strony rownania macierzowego (80) przez te macierz otrzymujemy (jedyne) rozwia-
zanie uktadu rownan (78) w postaci

x=A"b. (81)

Metoda rozwigzywania uktadu réwnan liniowych N X N przez wyznaczanie macierzy
A~! nie jest oplacalna w praktyce, gdy liczba niewiadomych N jest duza; korzyst-
niej jest wtedy stosowa¢ odpowiednio zoptymalizowana metode kolejnej eliminacji
niewiadomych. W szczeg6lnym przypadku jednorodnego uktadu réwnan, b = 0, z
rown. (81) otrzymujemy jako (jedyne) rozwiazanie wynik = 0.

(2) det A = 0. W tym przypadku mozna wykazaé¢, ze niejednorodny uklad row-
nan (78) jest albo sprzeczny, albo ma nieskoniczenie wiele rozwiazan. Interesujacy
jest przypadek ukladu jednorodnego — mozna wykazaé¢, ze taki uklad ma w tym
przypadu takze rozwigzania niezerowe,  # 0. Co wiecej, jest wtedy nieskonczenie
wiele rozwigzan niezerowych proporcjonalnych do siebie, patrz uwaga w punkcie 2.
Moga jednak wystapi¢ takze rozwiazania niezerowe, ktoére nie sa proporcjonalne do
siebie. Latwo mozna wykazaé¢, ze jesli i ' sg takimi dwoma rozwigzaniami, to
2’ = cx + dx’, gdzie ¢ i ¢ s dowolnymi liczbami ze zbioru K, jest takze rozwia-
zaniem niezerowym naszego jednorodnego uktadu réwnan liniowych. Podumowujac:
warunkiem koniecznym i wystarczajacym, by jednorodny uktad N réwnan liniowych
z N niewiadomymi (78) mial rozwiazania niezerowe, jest det A = 0.
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4 Odwzorowania

Mowi sie, ze zostalo okreslone odwzorowanie f zbioru X w zbior Y, jesli kazdemu elemen-
towi x zbioru X zostal przyporzadkowany jeden element y ze zbioru Y. Dany element
x zbioru X nazywamy argumentem odworowania f, a przyporzadkowany mu element y
zbioru Y nazywamy warto$cig odwzorowania f odpowiadajaca x, co zapisujemy w postaci
y = f(x). Zbiér X nazywamy dziedzing odwzorowania f, a zbiér Y przeciwdziedzing tego
odwzorowania. Odwzorowanie jest okre$lone jednoznacznie przez swoja dziedzine i przeciw-
dziedzine, oraz przez podanie zaleznosci y = f(z). Odwzorowanie zapisuje sie symbolicznie
w postaci ,strzatki”:

X=Y, (82)

inna forma to f: X — Y.
Podana wyzej definicja odwzorowania, wykorzystujaca bardziej rozbudowana notacje
matematyczna, wyglada nastepujaco:

Xozr—y=f(zr)eY. (83)

gdzie zaklada sie, ze

(i) kazdemu z jest przypisane pewne v,

(i) jesli danemu z sg przypisane y; i Yo, t0 y1 = Y.

Dwa odwzorowania f i g sa identyczne, co zapisuje sie jako f = g, wtedy i tylko wtedy
gdy:

(i) dziedziny X obu odwzorowan sa identyczne,

(ii) przeciwdziedziny Y obu odwzorowan sa identyczne,

(iii) dla kazdego x € X zachodzi f(z) = g(z).

Gdy zbiory X i Y sa zbiorami liczb (podzbiorami R lub C), to odwzorowanie f nazywa sie
funkcja. Przyktad: ponizsze definicje okreslajg trzy rdzne funkcje:

(a) f1 = sin, o dziedzinie R i przeciwdziedzinie R,

(b) fo = sin, o dziedzinie R i przeciwdziedzinie [—1, 1],

(¢) f3 = sin, o dziedzinie [0, 27] i przeciwdziedzinie [—1, 1].

UWAGA: z powyzszych rozwazan wynika, ze powinno sie rozréznia¢ symbol f, okreslajacy
odwzorowanie, od symbolu f(z), okreslajacego wartos¢ odwzorowania f odpowiadajaca
danemu argumentowi x. Zapisu f(x) na okreslenie odwzorowania stosuje sie czasem, by
podkresli¢, jak wyglada zbior argumentéw odwzorowania: np. f(z,y) jako symbol od-
wzorowania wskazuje, ze zbiorem argumentéw jest zbior uporzadkowanych par elementow

(z,y).

1. Jesli A jest podzbiorem dziedziny odwzorowania f, A C X to przez f(A) oznacza sie
podzbiér przeciwdziedziny Y zlozony ze wszystkich y spetniajacych warunek: istnieje
x € A taki, ze y = f(x). Zbior f(A) nazywa sie obrazem zbioru A w odwzorowaniu
f- Zbior f(X), gdzie X jest dziedzing odwzorowania f, nazywa sie po prostu obrazem
odwzorowania f. Oczywiscie f(X) jest podzbiorem przeciwdziedziny Y, f(X) C Y,
ale niekoniecznie réwna sie Y.
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2. Jesli B jest podzbiorem przeciwdziedziny odwzorowania f, B C Y, to przez f~'(B)
oznacza sie¢ podzbior dziedziny X ztozony ze wszystkich x spelniajacych warunek:
istnieje y € B taki, ze y = f(z). Zbior f~!(B) nazywa sie przeciwobrazem zbioru
B w odwzorowaniu f. Uwaga: zbior f~'(B) moze byé¢ zbiorem pustym [gdy nie
istnieje zaden x spelniajacy warunek y = f(x) dla y € B|. Uwaga: zawsze zachodzi:
f7HY) =X

3. Jedli f jest odwzorowaniem zbioru X w zbiér Y, a g jest odwzorowaniem zbioru
Y w zbiér Z, to mozna zbudowaé¢ odwzorowanie k zbioru X w zbior Z, takie, ze
k(x) = g[f(z)]. Odwzorowanie k nazywamy ztozeniem odwzorowan g i f (w podanej
kolejnosci), co oznacza sie k = go f. Dla trzech odwzorowan f, g i h (gdzie to ostatnie
jest odwzorowaniem zbioru Z w jaki$ zbior W) mozna konstruowaé odwzorowanie ¢
zbioru X w zbior W okreslone przez t(x) = h{g[f(x)]}. Wynika stad, ze skladanie
odwzorowan spelnia warunek tgcznosci:

t=ho(gof)=(hog)of=hogof, (84)
gdzie ostatnia réwno$¢ oznacza, ze uzycie nawiaséw jest zbedne. Je§li X =Y = Z, to
oprocz odwzorowania k = g o f mozna tez rozwaza¢ odwzorowanie k' = f o g, gdzie
K'(z) = flg(x)]. Mozna sie przekona¢, ze na ogol

gof#/fog, (85)
a wiec operacja sktadania odwzorowan jest w ogdlnosci nieprzemienna.

4. Dla kazdego zbioru tozsamos$ciowe istnieje odwzorowanie X — X, oznaczane idx,
zdefiniowane w nastepujacy sposob:

idg(x) =z, (86)

i nazywane odwzorowaniem tozsamos$ciowym (w zbiorze X). Dla dowolnego odwzo-
rowania f zbioru X w zbiér Y zachodzi:

foidX:f, (87)
idyo f=f. (88)

5. Odwzorowanie f nazywamy odwzorowaniem réznowartosciowym (lub injekcjq), jesli
z warunku z; # x5 wynika, ze f(x;) # f(z2).

6. Odwzorowanie f nazywamy odwzorowaniem na (lub surjekcjg), jesli dla kazdego
y € Y istnieje x € X taki, ze y = f(z) [czyli f(X) =Y].

7. Odwzorowanie f, ktore jest jednoczesnie injekcja i surjekcja nosi nazwe odwzorowania
wzajemnie jednoznacznego (lub bijekcji). Kazde odwzorowanie tozsamosciowe idx
jest bijekcja. Jesli odwzorowania f i g sa bijekcjami, to ich ztozenie, k = go f, tez jest
bijekcja. Kazda injekcja f zbioru X w zbior Y staje sie bijekcja, gdy przeciwdziedzine
Y ograniczy¢ do zbioru f(X), czyli obrazu dziedziny X. Waznym przyktadem bijekcji
zbioréw skonczonych X =Y = {1,2,..., M} sg permutacje x — o(x):
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10.

2 3 ... M
o(l) o(2) o(3) --- o(M)

gdzie zadna z wartosci o(1),0(2),... sie nie powtarza. W przypadku zbioru M-
elementowego istnieje M! réznych permutacji tego zbioru. Permutacje wykorzysty-
wane sg w definicji wyznacznika macierzy, patrz rown. (49).

Niech zbiory X i Y maja kazdy skoriczong liczbe elementoéw i oznaczmy przez card(X)
liczbe elementow (czyli inaczej moc) zbioru X.

(a) Jesli istnieje odwzorowanie f zbioru X w zbior Y bedace injekcja, to musi zacho-
dzi¢ card(X) < card(Y),

(b) Jesli istnieje odwzorowanie f zbioru X na zbiér Y bedace surjekcja, to musi za-
chodzi¢ card(Y) > card(Y),

Wynika stad:

(c) Jesli istnieje odwzorowanie f zbioru X w zbior Y bedace bijekcja, to musi zacho-
dzi¢ card(X) = card(Y), czyli zbiory X i Y musza mie¢ taka sama liczbe elementow
(taka sama moc). Ta wlasnosé stuzy do poré6wnywania mocy dowolnych zbiorow
(takze nieskoriczonych, jak zbiory liczb catkowitych, rzeczywistych, czy zespolonych):
mowi sie, ze dwa zbiory X i Y maja te samg moc wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
bijekcja zbioru X w zbior Y.

Gdy istnieje bijekcja f zbioru X w zbidr Y, to mozna skonstruowaé tzw. odwzorowanie
odwrotne do f, oznaczane przez ', bedace odwzorowaniem zbioru Y w zbior X,
takie, ze zachodzi f~![f(z)] = x oraz f[f~'(y)] = y; warunki te mozna zapisa¢ jako

flof=idx, (89)
foft=idy. (90)
Mozna wykazaé, ze odwzorowanie f~! jest bijekcja.

W zbiorze wszystkich bijekcji {f} zbioru X w siebie mozna wprowadzi¢ dzialanie,

ktore parze bijekcji f i g przyporzadkowuje bijekcje k, bedaca ich ztozeniem: k = fog.

Dziatanie to ma nastepujace wlasnosci:

(a) Jest laczne, patrz rown. (84).

(b) Wsrod bijekeji istnieje odwzorowanie tozsamosciowe idx, spelniajace warunki:

foidx=f, idxof=/F,

dla kazdej bijekcji f, patrz rown. (87) i (88).

(c) Kazda bijekcja f posiada odwzorowanie odwrotne !, spelniajace warunki:
f_lof:idX> fof_l:idX>

patrz rown. (89) i (90).

Wynika z tego, ze zbior wszystkich bijekcji dowolnego zbioru X ma strukture grupy:
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11.

elementami grupy sa bijekcje, a dzialaniem grupowym (nieprzemiennym) jest skta-
danie odwzorowan; w grupie istnieje element neutralny, reprezentowany przez idy, a
kazdy element grupy f ma element odwrotny, réwny f~'. Przykladem grupy bijekcji
jest grupa permutacji, patrz punkt 7.

Inne przyktady grup:

(a) Zbior liczb rzeczywistych K = R lub zespolonych K = C, z dodawaniem jako
(przemiennym) dzialaniem grupowym; 0 jest tu elementem neutralnym grupy, a —c
jest elementem grupy odwrotnym w stosunku do c.

(b) Zbior liczb rzeczywistych roznych od zera K’ = R’ lub zespolonych réznych od
zera K' = C', z mnozeniem jako (przemiennym) dzialaniem grupowym; 1 jest tu
elementem neutralnym grupy, a 1/c jest elementem grupy odwrotnym w stosunku do
c.

(c) Zbioér macierzy { A} o wymiarach M x N, o elementach macierzowych ze zbioru
liczbowego K = (R lub C), z dodawaniem jako (przemiennym) dzialaniem grupo-
wym; macierz zerowa O jest tu elementem neutralnym grupy, a macierz —A jest
elementem grupy odwrotnym w stosunku do macierzy A.

(d) Zbiér kwadratowych macierzy {A} o elementach macierzowych ze zbioru liczbo-
wego K = (R lub C), spelniajacych warunek det A # 0, z mnozeniem macierzy jako
(nieprzemiennym) dziataniem grupowym; macierz jednostkowa 1 jest tu elementem
neutralnym grupy, a macierz odwrotna A ™! jest elementem grupy odwrotnym w sto-
sunku do macierzy A.

Grupy w przykladach (a)—(c) sa grupami przemiennymi (czyli inaczej grupami abe-
lowyms).
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5 Przestrzenie wektorowe

Przestrzenia wektorowa nad zbiorem liczb K (gdzie K = R lub K = C) bedziemy nazywa¢
zbior V = {u,v,w,...} pewnych obiektow zwanych wektorami, spelniajacy nastepujace
warunki:

1. Okreslone jest dodawanie wektoréow, u + v = w, ktore jest dzialaniem lgcznym i
przemiennym. Istnieje wektor zerowy 0, taki, ze

O+v=w. (91)
Dla kazdego wektora v istnieje wektor przeciwny, oznaczany przez —wv, taki, ze
v+ (—v)=v—-—v=0. (92)

gdzie pierwsza réwno$¢ oznacza, ze odejmowanie wektora to dodawanie wektora prze-
ciwnego.

2. Okreslone jest mnozenie wektoréw przez liczby ¢ ze zbioru K, cv = ve = w (po-
rzadek czynnikow w iloczynie nie jest istotny). Mnozenie wektoréow przez liczby jest
rozdzielne ze wzgledu na dodawania wektorow,

(u+v)c=wuc+wvc. (93)
oraz ze wzgledu na dodawanie liczb,

v(c+d) =ve+vd. (94)

3. Mnozenie wektoréw przez liczby spelnia warunek tgcznosci:
(ve)d = v(ed) = ved (95)
gdzie ostatnia rownos¢ oznacza, ze uzycie nawiaséOw jest zbedne.

4. Zachodzi
vl=wv. (96)

Wtasnosci opisane w punkcie 1 oznaczaja, ze przestrzen wektorowa V jest grupa przemienng
ze wzgledu na dodawanie wektorow, patrz rozdzial 4, punkty 10 i 11. Gdy K = R, V
nazywana jest rzeczywistq przestrzenig wektorows, a gdy K = C — zespolong przestrzenia
wektorows.
7 wtasnodci 1 — 4, ktoére musi spetniaé¢ kazda przestrzen wektorowa V, wynikaja pewne
wlasnosci pochodne, np.:
v0=0c=0, (97)

v(—c) = (-v)c = —(ve), (98)

dla dowolnych wektoréw v i dowolnych liczb ¢ ze zbioru K.
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Przyktady przestrzeni wektorowych:

1. Nasze intuicyjne pojmowanie abstrakcyjnych przestrzeni wektorowych zwigzane jest
ze znanymi z geometrii przestrzeniami: dwuwymiarowa, bedaca podstawa planime-
trii, i trojwymiarowa, bedaca podstawa stereometrii. Wektory nalezace do tych prze-
strzeni to odcinki skierowane (,strzalki”), zaczepione w pewnym wspolnym punkcie;
mozemy okresli¢ dodawanie owych ,strzalek,” oraz ich mnozenie przez liczby rzeczy-
wiste. Kazdej ,strzatce” mozemy przyporzadkowaé¢ dwojke lub trojke liczb rzeczywi-
stych, bedacych wspotrzednymi konca ,strzatki” w pewnym kartezjanskim uktadzie
wspolrzednych; stad te (rzeczywiste) przestrzenie wektorowe oznaczamy, odpowied-
nio, przez R? i R3.

2. Zbiér macierzy o wymiarach M x N, o elementach ze zbioru liczb K ma strukture
przestrzeni wektorowej nad K (patrz punkt 2 na str. 4).

3. Zbi6ér macierzy kolumnowych o wymiarze M, o elementach ze zbioru liczb K, jest
przestrzeniag wektorowa nad K, oznaczang symbolem K (M = 1,2,...). Jest to
przypadek szczegdlny przestrzeni wektorowych macierzy z przyktadu 2. Przestrzenie
K to bardzo wazna klasa przestrzeni wektorowych. Sam zbiér liczbowy K moze byé
traktowany jako przestrzen wektorowa K! nad zbiorem liczbowym K. Przestrzenie
R? i R? byly wspomniane w przyktadzie 1.

4. Rozwazmy zbiér wszystkich odwzorowan {f} pewnego zbioru X w zbior liczbowy
K; {f} jest wiec zbiorem funkcji o wartosciach w zbiorze K. Mozemy okresli¢ sume
dwoch funkcji, f + g, jako funkcje, ktorej wartosci wyznacza sie z wartosci funkcji f
1g:

(f +9)(x) = f(z) + g(x) , (99)
dla kazdego x € X. Latwo sprawdzié¢, ze dodawanie funkcji jest taczne i przemienne.
Istnieje funkcja zerowa (ktora oznaczaé bedziemy po prostu przez 0):

0(x) =0, (100)
spelniajaca warunki
(f +0)(z) = f(z) + 0(z) = f(=) . (101)
Ponadto kazdej funkcji f odpowiada funkcjg przeciwna — f:
(=)(@) = —f(2), (102)
i zachodzi
[+ (=Nl(x) = f(z) — f(z) =0(z) =0 (103)

A wiec zbior funkeji {f} jest grupa przemienna ze wzgledu na dzialanie dodawania
funkcji, patrz warunek 1 okre§lajacy przestrzen wektorows; tatwo sprawdzié, ze spel-
nione sa tez pozostate warunki: 2, 31 4. Zbior {f} mozna wiec uwazaé za przestrzen
wektorowa nad zbiorem liczbowym K. Mozna wykaza¢, ze gdy X jest zbiorem skon-
czonym o M elementach, wtedy odpowiedni zbiér funkcji ma te samg strukture co
przestrzen wektorowa K| patrz przyklad 3 powyze;.
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5.1 Baza przestrzeni wektorowej

W danej przestrzeni wektorowej V bedziemy rozwazaé¢ skoriczone (M-elementowe) zbiory
wektoréw ponumerowanych wskaznikiem k£ = 1,2,..., M, czyli uporzqdkowane zbiory wek-
toréw postaci

('Ul,’vg,...,'UM). (104)

1. Kombinacjq liniowq wektordw ze zbioru (104) nazywamy wektor zapisany w postaci
M

W= V101 + Vacr -+ VMCY = Y VkCk (105)
k=1

gdzie cy, co, ..., cp 83 wspotczynnikami lintowyms, nalezacymi do zbioru liczbowego

K.

2. Zbior wektorow (104) nazywamy zbiorem wektordw liniowo niezaleznych, jesli kom-
binacja liniowa wektoréw (105) réwna jest wektorowi zerowemu, w = 0, wtedy i
tylko wtedy, gdy znikaja wszystkie wspotczynniki liniowe, ¢; = ¢co = -+ = ¢py = 0.
Wazne: wtasno$é liniowej niezalezno$ci jest cecha danego zbioru wektoréw, a nie
pojedynczych wektoréw z tego zbioru. Jesli jeden z wektoroéw zbioru (104) daje sie
wyrazi¢ jako kombinacja liniowa pozostatych wektoréw, to zbior ten nie jest zbiorem
wektorow liniowo niezaleznych. W szczeg6lnosci, nie jest zbiorem wektoréw liniowo
niezaleznych zbior w ktorym jeden z wektorow jest wektorem zerowym, lub jeden z
wektoréw jest proporcjonalny do innego wektora z tego zbioru.

3. Zbior wektorow (104) nazywamy zupetnym zbiorem wektordw w danej przestrzeni
wektorowej V, jesli dowolny wektor z tej przestrzeni przedstawi¢ mozna w postaci
pewnej kombinacji liniowej (105) wektorow ze zbioru (104). Takze wlasnos¢ zupel-
nosci jest cechg danego zbioru wektoréw, a nie pojedynczych wektorow z tego zbioru.

4. Jesli zbior wektorow (104) jest jednoczesnie zbiorem wektorow liniowo niezaleznych i
zbiorem zupelnym, to nazywany jest bazg danej przestrzeni wektorowej V. W danej
przestrzeni wektorowej V mozna wybra¢ nieskonczenie wiele r6znych baz, dowodzi
sie jednak, ze kazde dwie bazy muszg mieé taka samg liczbe elementow; liczbe te
nazywa sie wymiarem danej przestrzeni wektorowej i oznacza przez dim(V). Jezeli
zbior wektorow (104) jest baza rozwazanej przestrzeni wektorowej V, to

dim(V) = M . (106)

Rozwazamy tu tylko przestrzenie wektorowe skonczonego wymiaru, dim(V) < oc.
Warto zauwazy¢, ze dim(V) wyznacza maksymalng liczbe wektorow w zbiorze wek-
toréw liniowo niezaleznych w danej przestrzeni wektorowe;.

5. Jesli w przestrzeni wektorowej V dana jest baza (104) i mamy dwa wektory w i w’
wyrazone w postaci kombinacji liniowych

M M
w = Z vpeg, w = Z VC), (107)
k=1 k=1
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to z réowno$ci w = w’ wynika ¢, = ¢ dla k = 1,2,..., M. A wiec kazdy wektor
w przestrzeni V mozna w sposob jednoznaczny przedstawi¢ w postaci kombinacji li-
niowej (105) wektorow bazy. Pojecie bazy przestrzeni wektorowej jest bardzo wazne:
zwykle analiza wtasnoSci danej przestrzeni wektorowej V poprzedzona jest wybo-
rem pewnej bazy w tej przestrzeni, co pozwala wyrazi¢ wszystkie wektory w postaci
kombinacji liniowych wektoréw bazy.

6. Dowodzi sie, ze w przestrzeni wektorowej V wymiaru N dany zbior wektorow (104)
moze by¢ zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych tylko gdy M < N, a zbiorem zupel-
nym tylko gdy M > N. Gdy zbior (104) jest zbiorem wektorow liniowo niezaleznych
i M < N, to nie kazdy wektor z przestrzeni V da sie wyrazi¢ w postaci kombinacji
liniowej (105). Z kolei, gdy zbior (104) jest zbiorem zupelnym wektoréw i M > N, to
cho¢ kazdy wektor z przestrzeni V da sie wyrazi¢ w postaci kombinacji liniowej (105),
to jednak przedstawienie takie nie spetnia warunku jednoznacznosci, patrz punkt 5.

7. W przestrzeni wektorowej V wymiaru N kazdy zbiér N wektoréw liniowo niezaleznych
jest baza przestrzeni V.

8. Wymiar przestrzeni wektorowej K (patrz przyklad 3 na str. 17) wynosi M. Ogol-
nie, przestrzen wektorowa macierzy o wymiarach M x N (patrz przyklad 2 na str. 17)
ma wymiar M N.

Gdy w przestrzeni wektorowej V wymiaru N > M wybierze sie pewien M-elementowy
uporzadkowany zbior wektorow (104) spelniajacy warunek liniowej niezaleznoéci, to zbior
W wszystkich wektorow, ktére mozna otrzymaé jako kombinacje liniowe postaci (105),
spelnia¢ bedzie nastepujace warunki: (i) suma wektoréw nalezacych do W nalezy do W, (ii)
iloczyn wektora nalezgcego do W przez liczbe ze zbioru liczbowegoK nalezy do W. Oznacza
to, ze zbiér wektorow W jest domkniety ze wzgledu na dziatania dodawania wektoréw oraz
mnozenia wektorow przez liczby. Zbior W jest wiec przestrzenia wektorowa, zas (104)
jest baza tej przestrzeni [wynika stad, ze dim(W) = M]. Mowi sie, ze W jest pewna
podprzestrzeniq przestrzeni wektorowej V.

W ramach przyktadu 4 na str. 17 rozwazana bya przestrzen wektorowa utworzona
przez wszystkie odwzorowania pewnego zbioru X w zbioér liczbowy K. Gdy zbior X ma
nieskonczong liczbe elementow, przestrzen taka jest wymiaru nieskonczonego; jest tak,
np., w przypadku funkcji zmiennej rzeczywistej (X = R) o wartosciach rzeczywistych
(K = R) lub zespolonych (K = C). Jesli wybierze sie pewien skoriczony M-elementowy
uporzadkowany zbiér funkcji

(f1, P25+, Our) (108)

to utworzy¢ mozna podprzestrzen powyzszej przestrzeni wektorowej, do ktérej naleza
wszystkie funkcje majace posta¢ kombinacji liniowych funkeji ze zbioru (108):

M
F=Y érer. (109)
k=1
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gdzie wspolczynniki ¢, naleza do zbioru liczbowego K. Zbior (108) jest zbiorem funkcji li-
niowo niezaleznych, wtedy i tylko wtedy, gdy z r’'ownosci f = 0 [patrz réwn. (100)] wynika,
ze wszystkie wspolczynniki ¢; rowne sa zeru. W takim przypadku zbiér (108) jest baza
przestrzeni wektorowej kombinacji liniowych (109), a wymiar tej przestrzeni rowny jest M.
Przestrzenn kombinacji liniowych (109) jest wiec pewna M —wymiarowa podprzestrzenia
(nieskoriczeniewymiarowej) przestrzeni wektorowej wszystkich odwzorowan X — K.

Przykltady przestrzeni wektorowych i ich baz:

1. Przestrzen K! = K, gdzie K = R lub C, jest jednowymiarowa. Baze w tej przestrzeni
stanowi kazda r6zna od zera liczba x € K.

2. Wymiar przestrzeni K? wynosi 2. Dwa wektory (macierze kolumnowe)

T i)
T = , To= ,
! <M) ? (m)

tworzg baze w przestrzeni K2, gdy 21y, — 2271 # 0.

3. Ogolnie: w przestrzeni KM zbiér M wektorow

b1 b2 bim
b b b

bl = ?1 ; b2 = :22 ; ) bM = 2:M ) (110)
b bz byvm

jest baza wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiedni wyznacznik jest rézny od zera:

bll b12 e blM
det | 0 M 1o, (111)
le bM2 e bMM

4. W przestrzeni wektorowej funkcji zmiennej rzeczywistej o wartosciach rzeczywistych
(R — R) wybieramy zbi6r funkcji

(01(2) = 1, do(z) =z, Pg(x) = 22, ..., dp(x) = 2M71). (112)

Jest to M-elementowy zbior liniowo niezaleznych funkcji zmiennej rzeczywistej x.
Odpowiednie kombinacje liniowe (109), o wspolczynnikach rzeczywistych ¢y, sa wie-
lomianami stopnia < M —1 zmiennej z. Zbior (112) stanowi wiec baze M-wymiarowe;
(rzeczywiste]j) przestrzeni wektorowej wielomianéw zmiennej rzeczywistej x. Analo-
gicznie konstruuje sie (zespolong) przestrzen wektorowa wielomianéw zmiennej ze-
spolone;j.
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5.2 Tloczyn skalarny wektoréw

W przestrzeni wektorowej V nad zbiorem liczbowym K (= R lub C) mozna wprowadzi¢
dodatkowg strukture algebraiczng przez zdefiniowanie tzw. iloczynu skalarnego wektorow.
Iloczyn ten okreslony jest przez przyporzadkowanie kazdej parze wektorow v i w liczby ze
zbioru K, oznaczanej przez (v|w). Na iloczyn skalarny nalozone sa nastepujace warunki:

(vjwy + ws) = (v]wy) + (v|wy), (113)
(vlwe) = (v|jw) c. (114)

Zaktada sie, ze w zespolone] przestrzeni wektorowej V zachodzi
(wlv) = (v|w)", (115)

gdzie (v|w)* oznacza wartos¢ sprzezona liczby zespolonej (v|w). Natomiast w rzeczywistej
przestrzeni wektorowej V, gdzie iloczyn skalarny przyjmuje wartosci rzeczywiste, zachodzi

(w|v) = (v|w); (116)

w tym wypadku iloczyn skalarny (v|w) jest symetryczng funkcja wektorow v i w.

Z rown. (115) i uwagi 9 na str. 3 wynika, ze i w zespolonej przestrzeni wektorowej iloczyn
skalarny wektora v przez siebie, (v|v), jest liczba rzeczywista, (v|v) € R. Dalsze warunki
nalozone na iloczyn skalarny (tak w rzeczywistej, jak i zespolonej przestrzeni wektorowej)
maja postac:

(v|v) 20, (117)

(v|v) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy v =0. (118)

Korzystajac z whasnosci (113-115) otrzymujemy, ze w zespolonej przestrzeni wektorowej
zachodzi
(V1 + va|w) = (vi|w) + (va|w), (119)

(velw) = ¢ (v|w) , (120)

za$ W rzeczywiste] przestrzeni wektorowej powyzsze rOwnanie przyjmuje postac

(vc|w) = ¢ (v|w), (121)
co wynika z réwn. (114) i (116). Z wlasnosci (113-115) wynika tez, ze

(v|0) = (O]v) =0, (122)
dla kazdego wektora v.

1. W przestrzeni wektorowej, w ktorej zostal okreslony iloczyn skalarny, zdefiniowaé
mozna norme czyli diugosé wektora v:

lvll = (v[v)"* = \/(v]v). (123)
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Norma (dtugosé¢) wektora przyjmuje zawsze wartosci rzeczywiste. Z warunku (118)
wynika, ze kazdy niezerowy wektor v ma niezerowa dltugoéé. W zespolonej przestrzeni
wektorowej zachodzi

Joel| = [[v]l]e], (124)

gdzie |c¢| = (c*c)'/? jest wartoscia bezwzgledna (modutem) liczby zespolonej ¢, patrz
rown. (5). Mozna stad wyciagna¢ wniosek, ze pomnozenie wektora v przez czynnik fa-
zowy €%, patrz réwn. (15), nie zmienia dtugosci wektora, |ve?!|| = ||v||. W rzeczywi-
stej przestrzeni wektorowej odpowiednikiem tej wlasnosci jest rownosé || —v|| = ||v||.
Wektory v o dlugosci jednostkowej, ||v|| = 1, nazywa sie wektorami unormowanymi
(lub, niekiedy, wersorami). Normalizacja niezerowego wektora v polega na prze-
ksztalceniu go w wektor unormowany przez pomnozenie przez czynnik normalizujgcy
rowny (v|v) /2

~1/2 _

e = v (v|v) , (125)

ﬁd

v|v

a otrzymany wektor spelnia warunek ||e|| = 1.

. Mozna wykazaé¢ spelnienie nastepujacych nieréwnosci zwigzanych z iloczynem ska-
larnym:
(A) Nieréwnosé¢ Schwartza:

(v|w){wl|v) < (v|v)(w|w), (126)
ktoérag mozna zapisa¢ takze w postaci
[(v]w)| < ||| f|w]. (127)
(B) Nier6wno$¢ Minkowskiego (zwana tez nier6wnoscig trojkata):

lv — wl|| < flv]| + [Jw]]. (128)

. Dwa wektory v i w nazywamy wzajemnie ortogonalnyms, gdy
(vjlw) =0. (129)

Wektor 0 jest ortogonalny do kazdego wektora v, wliczajac siebie samego, patrz
rown. (118) i (122).

. W rzeczywiste]j przestrzeni wektorowej mozna zdefiniowaé kat o € [0, 7|, jaki tworza,
dwa niezerowe wektory v i w. Cosinus tego kata wynosi

 {vw)
08 = ol Tl (130)

Gdy wektory v i w sa ortogonalne, to o = 7/2, a gdy jeden wektor jest proporcjo-
nalny do drugiego, np. w =wvc, ¢ #0,to a =0 (¢ > 0) lub a =7 (¢ < 0).
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5. W zespolonej przestrzeni wektorowej CM (patrz przyktad 3 na str. 17), wektorami
sa macierze o wymiarach M x 1 (macierze kolumnowe), patrz réwn. (26), o elemen-
tach bedacych liczbami zespolonymi. W przestrzeni tej standardowy iloczyn skalarny
definiuje sie jako

M
(alb) = a'b = ajby + azby + -+ + afby = Y _ ajby, (131)
k=1

gdzie macierz wierszowa a' jest macierza hermitowsko sprzezona wzgledem macierzy
kolumnowej a, patrz rown. (41) oraz uwaga ponizej tego rownania. W rzeczywistej
przestrzeni wektorowej R definicja standardowego iloczynu skalarnego przyjmuje
postac:

M
(alb) = a"b = a1by + asby + - - + arbyr = Z apby , (132)
k=1
gdzie macierz wierszowa a® jest macierza transponowang wzgledem macierzy kolum-
nowej a.

6. W przykladzie 4 na str. 17 rozwazany byt przyktad przestrzeni wektorowej odwzo-
rowan X — K. W przypadku X = R i K = C mamy do czynienia z przestrzenia
wektorowa funkcji f o argumencie rzeczywistym i wartosciach zespolonych. Zbior
tych funkcji, ktore dodatkowo spelniaja warunek

/1mfﬂwf@ﬂ=:/de@M2<d% (133)

tworzy pewna podprzestrzen we wspomnianej przestrzeni wektorowej. Ta podprze-
strzen pelnej przestrzeni nosi nazwe przestrzeni wektorowej funkcji catkowalnych w
kwadracie, albo przestrzeni Hilberta. Jest to zespolona przestrzen wektorowa o wy-
miarze nieskoriczonym, w ktorej okreSlony jest iloczyn skalarny w postaci catki:

[e.e]

um:/mmwm» (134)

—00

Definicje te mozna uog6lni¢ na przestrzenie Hilberta odwzorowan R" — C, zastepujac
w rown. (133) i (134) calki jednokrotne catkami n-krotnymi.

Uwaga: funkcje wielomianowe w przykladzie 4 na str. 20 nie spelniajg warunku
(133), a wiec nie da sie w zbiorze tych funkcji okresli¢ iloczynu skalarnego opartego
na definicji (134).

7. W zespolonej przestrzeni wektorowej V wymiaru M, w ktorej okreslony jest iloczyn
skalarny, wybieramy pewna baze (104). Dla dowolnej pary wektorow w i w' w tej
przestrzeni, przedstawionych w formie kombinacji liniowych (107) wektorow bazy,
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mozna skorzysta¢ z wlasnosci iloczynu skalarnego (113), (114), (119) oraz (120), i
obliczy¢ (w|w’) jako

M M M M
(ww') = O vrer > vid) =D ) crSud (135)
k=1 =1 k=1 1=1
gdzie
Skl = <’vk\vl) s (136)
sa elementami tzw. macierzy nakrywania S i spelnia¢ musza warunek Sy, = S},

ktory wynika z rown. (115). Macierz S jest wiec hermitowska macierza kwadratowa
o wymiarach M x M, patrz definicja (61). Dowodzi sie, ze gdy (104) jest zbiorem
wektoréw liniowo niezaleznych, to zachodzi det S > 0. Co wiecej, w takim przypadku
kazda macierz S(y/—m) wymiaru (M —m) x (M — m), powstala z macierzy S przez
usuniecie dowolnych m wierszy i m kolumn (m = 1,2,..., M — 1), spelnia warunek
det S(pr—m) > 0. W zwigzku z tym mowi si¢, ze macierz nakrywania S jest macierza
dodatnio okreslong. Z warunku det S > 0 wynika, Ze istnieje macierz odwrotna S~
W rzeczywistej przestrzeni wektorowej, gdzie iloczyn skalarny spelnia warunek (116),
macierz S jest rzeczywista macierza symetryczna, patrz definicja (60), i jest dodatnio
okreslona.

8. Wyznaczenie macierzy nakrywania S dla danej bazy, patrz réwn. (136), wymaga
obliczenia iloczynéw skalarnych M (M + 1)/2 par wektoréw bazy |korzystamy z tego,
ze S jest macierza hermitowska (lub symetryczna)|. Wlozony naktad pracy pozwala
potem w sposob tatwy, przy wykorzystaniu réwn. (135), obliczaé¢ iloczyny skalarne
dowolnych par wektoréw. Taki sposob postepowania jest korzystny, gdy (i) dana
przestrzen wektorowa generowana jest jako przestrzen kombinacji liniowych pewnej
ustalonej bazy wektoréow i (ii) bezposrednie obliczanie iloczynu skalarnego jest dosy¢
pracochtonne. Typowym przyktadem moze byé przestrzenn wektorowa V kombinacji
liniowych M -elementowego uporzadkowanego zbioru funkcji (108); zaktadamy, ze
rozwazane funkcje sa odwzorowaniami R — C, zbioér (108) zawiera funkcje liniowo
niezalezne, a wektory w przestrzeni V sa funkcjami postaci (109), gdzie ¢, € C (V
jest wiec zespolona przestrzenia wektorowa wymiaru M). Jesli funkcje bazy (108)
spelniaja warunek (133), a wiec naleza do pewnej przestrzeni Hilberta, to mozna
obliczy¢ elementy macierzy nakrywania dla tej bazy:

o0

St = (deln) = / de 1(z) du(a) (137)

— o0

a nastepnie obliczaé¢ iloczyny skalarne (f|g) dla funkcji postaci (109) korzystajac z
przepisu (135).

9. Niech S bedzie pewnag hermitowska, dodatnio okre§long macierza o wymiarach M x
M. W zespolonej przestrzeni wektorowej CM (patrz przyktad 5 na str. 23), zdefinio-
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waé mozna ,nhiestandardowy” iloczyn skalarny

M M
(alb) =a’Sb=> "> "a;Sub. (138)

k=1 l=1

Standardowy iloczyn skalarny (131) w przestrzeni CM jest szczegdlnym przypadkiem
powyzszej definicji, odpowiadajacym S = 1. Ogolnie: roézne macierze hermitow-
skie S (dodatnio okreslone) definiuja rézne iloczyny skalarne w przestrzeni CM. W
przestrzeni RM definicja ,niestandardowych” iloczynéw skalarnych jest analogiczna.

5.3 Baza ortonormalna przestrzeni wektorowej

W przestrzeni wektorowej V wymiaru M nad zbiorem liczbowym K (= R lub C), w ktorej
okreslony jest iloczyn skalarny, mozna wybraé¢ baze, ktorej wektory spetniajg dwa warunki:
(i) sa parami ortogonalne,
(ii) sa unormowane.
Jesli zachodzi tylko (i), to odpowiednia baza nazywana jest bazq ortogonalng. Gdy dana
baza spelnia (i) i (ii), to jest nazywana bazq ortonormalng.

Gdy uporzadkowany zbiér wektoréow

(e1,€es,...,en), (139)

jest bazg ortonormalng w przestrzeni wektorowej V wymiaru M, to iloczyny skalarne wek-
toréw tej bazy maja, z definicji, nastepujaca postac:

(exler) = dp, (140)
gdzie po prawej stronie réwnania wystepuje tzw. symbol Kroneckera:
|1 gdy k=1,
5’“_{ 0 gdy kL. (141)

Wielkosci 0y; mozna uwazaé¢ za elementy macierzy jednostkowej 1 o wymiarach M x M.
Baza ortonormalna jest wiec taka szczeg6lng baza w przestrzeni wektorowej, ze odpowia-
dajaca jej macierz calek nakrywania, patrz réwn. (136), réwna jest macierzy jednostko-
wej, S = 1. Wykazemy dalej, ze kazda baze, dla ktorej S # 1 (baze nieortonormalng),
przeksztalci¢c mozna w pewng baze ortonormalng. Pokazemy tez, ze w danej przestrzeni
wektorowej istnieje wiele roznych baz ortonormalnych.

1. W przestrzeni wektorowej V z iloczynem skalarnym bazy ortonormalne stanowig
wyrézniong klasg baz, a jak pokazemy ponizej, ich zastosowanie bardzo upraszcza
opis wektorow w takiej przestrzeni. W tym celu przedstawimy dowolny wektor w € V
w postaci kombinacji liniowej wektoréw bazy ortonormalnej (139):

M
k=1
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Obliczymy iloczyn skalarny

M
el|w €l| Zekck Z el\ek Cr = Z&wk = . (143)
k=1 k=1

Jak wida¢, wspotczynniki rozwiniecia dowolnego wektora w w bazie ortonormalnej
wyznaczy¢ mozna obliczajac odpowiednie iloczyny skalarne,

cr = (ex|w) . (144)

. Gdy baza (139) jest baza ortonormalna, iloczyn skalarny wektoréw w i w’, przed-
stawionych w postaci (142), obliczy¢ mozna korzystajac z ogoélnego réwn. (135) i
uwzgledniajac, ze S = 1:

M M
(wlw') = Z exCk| Z ec) = Z Z Ceomc) = Z cicy - (145)
=1 =1

k=1 =1

. Zdefiniujemy teraz pewne bardzo wazne odwzorowanie P naszej M-wymiarowej ze-
spolonej przestrzeni wektorowej V (z iloczynem skalarnym), w przestrzen CM ze
standardowym iloczynem skalarnym (patrz przyktad 5 na str. 23):

&1
c

Vow — Plw) = :2 —cecCM, (146)
CMm

gdzie liczby zespolone ¢, tworzace macierz kolumnowa ¢ s wspotczynnikami linio-
wymi w kombinacji liniowej (142), obliczonymi z rown. (144).

Odwzorowanie P ma nastepujace wlasnosci:

(a) jest wzajemnie jednoznaczne (jest bijekcja),

(b) zachowuje strukture przestrzeni wektorowych Vi C, gdyz zachodzi

Plw+w') =Pw)+Pw)=c+ ¢, (147)
P(wa) = P(w)a = ca, (148)

gdzie wektory w i w’ sg dowolnymi wektorami z przestrzeni V, zapisanymi w postaci
kombinacji liniowych (142), ¢ i ¢’ s’a odpowiadajacymi tym wektorom macierzami
kolumnowymi z przestrzeni CM, a a jest dowolng liczbg zespolona.

(c) konfrontacja rownan (145) i (131) wskazuje, ze iloczyn skalarny w przestrzeni V
rowny jest standardowemu iloczynowi skalarnemu w przestrzeni CY, czyli zachodzi

(wlw') = (P(w)|P(w')) = {c|c) (149)
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Uwaga: w powyzszym rownaniu (w|w’) jest iloczynem skalarnym w przestrzeni V,
za$ (P(w)|P(w’)) = (c|c’) oznacza standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni CV.
Odwzorowanie P pozwala wiec reprezentowaé wektory z abstrakcyjnej M-wymiarowej
zespolonej przestrzeni wektorowej V przez macierze kolumnowe z przestrzeni CV.
Analogicznie konstruuje sie reprezentacje M-wymiarowej rzeczywistej przestrzeni
wektorowej w przestrzeni RM. Nalezy jednak odnotowaé, ze odwzorowanie P za-
lezy od wyboru bazy ortonormalnej (104) w przestrzeni V, czyli ze r6znym bazom
ortonormalnym w V odpowiadajg rézne odwzorowania P.

. W przestrzeni wektorowej KM (gdzie K = R lub C), w ktorej okreslono standardowy
iloczyn skalarny, patrz rown. (132) lub (131), istnieje pewna wyrézniona baza orto-
normalna, zwana bazg kanoniczng przestrzeni wektorowej K, ztozona z wektorow:

1 0 0
0 1 0
0 0 0
€ = . , €9 = . ; ) €y = . . (150)
0 0 0
0 0 1

Jest to szczegdlna postaé¢ bazy (110) przestrzeni wektorowej K. Dowolng macierz
kolumnowa ¢ € KM o elementach c¢;, mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej kom-
binacji liniowej wektoréw bazy kanonicznej:

M
c=) e (151)
k=1

Liczby ¢, nazywane sa wspdtrzednymi wektora ¢ w bazie kanonicznej przestrzeni
wektorowej KM.
Korzystajac z wlasnosci odwzorowania P (patrz poprzedni punkt), obliczymy

P('lU) = ZP(ek)ck = C = ZQka . (152)

Stad, biorac szczegolny przypadek w = e; (czyli przyjmujac ¢ = 0y, gdzie [ jest
ustalonym indeksem), dostajemy

Ple) =g, (153)

co oznacza, ze odwzorowanie P przyporzadkowuje wektorom bazy ortonormalnej
(139) przestrzeni wektorowej V wektory kanonicznej bazy ortonormalnej przestrzeni

CcM.
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5. W M-wymiarowe] przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym wybieramy pewna
baze (104). Wykazemy ponizej, ze baze te mozna przeksztalcic w pewna baze orto-
normalng w drodze konstrukcji zwanej ortonormalizacjg Schmidta. Pierwszy krok w
tej konstrukcji polega na wyznaczeniu wektora e; poprzez normalizacje pierwszego
wektora bazy (104):

e; = vy (vi]vy) V2, (154)

patrz rown. (125). W drugim kroku konstruujemy wektor v}, ortogonalny do wektora
ey, a nastepnie wyznaczamy wektor e, poprzez normalizacje wektora v):

vy = vy — e (e1|vs), ey =), <v’2|’v’2)_1/2 ) (155)

Ogolnie, krok k + 1 polega na konstrukcji wektora vj_,, ortogonalnego do otrzy-
manych wcze$niej wektoréw ey, es, . .., e, a nastepnie na wyznaczeniu wektora ey
poprzez normalizacje wektora v} ;:

k

Vi1 = Vky1 — Z e (€i|vri1), et = Vpyy <'U;c+1|17;f+1>_1/2 : (156)
=1

Krok M, w ktérym wyznaczamy wektor e),, konczy konstrukcje bazy ortonormalnej
(139). A wiec w kazdej przestrzeni wektorowej V wymiaru M nad zbiorem liczbo-
wym K (= R lub C), w ktorej okreslony jest iloczyn skalarny, istnieje pewna baza
ortonormalna (139).

Warto zauwazyé¢, ze otrzymana baza ortonormalna zalezy nie tylko od zbioru wek-
torow w bazie wyjsciowej (104), ale takze od ich uporzadkowania. Istnieja takze
inne niz ortonormalizacja Schmidta metody przeksztalcania danej bazy w baze or-
tonormalng, m.in. tzw. ortonormalizacja symetryczna (zwana tez ortonormalizacjq
Léwdina).

6. Majac w przestrzeni wektorowej V wymiaru M baze ortonormalna (139), utworzymy
M nowych wektoré6w w postaci kombinacji liniowych

M
6; = Z elUlk y (157)
=1

gdzie macierz U (o elementach Uy) jest macierzg unitarna, patrz rown. (63), w
przypadku zespolone]j przestrzeni wektorowej (K = C), lub rzeczywista macierzg
ortogonalng, patrz rown. (62), w przypadku rzeczywistej przestrzeni wektorowej (K =
R). W przypadku zespolonej przestrzeni wektorowej obliczenie iloczynow skalarnych
wektorow (157) daje:

M M
ek|el Z €m mk| Z e,U, nl Z Z U:nk§annl Z kUnl Ommn (158)

m=1 n=1
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gdzie w ostatnia réowno$¢ wynika z wlasnosci macierzy unitarnej, patrz réown. (63).
Wynika stad, ze transformacja (157) zastosowana do bazy ortonormalnej (139) daje
nowa baze ortonormalng reprezentowang przez uporzadkowany zbiér wektorow

(€}, €, ... €)y). (159)

Analogiczny wynik otrzymujemy w przypadku rzeczywistej przestrzeni wektorowe;j.
W danej przestrzeni wektorowej kazde dwie bazy ortonormalne mozna powiazaé przy
pomocy transformacji (157), jest wiec tyle réznych baz ortonormalnych, ile jest roz-

nych macierzy U (unitarnych lub rzeczywistych ortogonalnych, zaleznie od przy-
padku).
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