Cwiczenie 1. Molekularny kation wodoru Hy .

Wstep

Molekularny kation H;’ sklada si¢ z trzech cial — dwdch protonéw oddalonych od siebie na odlegtos¢ R oraz poje-
dynczego elektronu krazacego pomiedzy obydwoma centrami. W Hamiltonianie tego uktadu brak jest oddzialywania
elektron-elektron, obecne sa natomiast cztony opisujace przyciagajace oddzialywanie elektronu z jadrem A oraz B oraz
odpychanie coulombowskie A-B (numeracja atoméw zostala wprowadzona dla wygody, sa one nierozrézniane).

Rozwiazywanie réwnania Schrodingera w (RS) chemii kwantowe] praktycznie zawsze zaczynamy od dokonania przy-
blizenia Borna-Oppenheimera. Zaniedbujemy w nim wplyw ruchu jader atomowych na strukture elektronowa, co
powoduje rozseparowanie RS na cze$¢ jadrowa i elektronowa. Innymi stowy, dla kazdej odlegloéci miedzyjadrowe;j
rozwazamy osobne zagadnienie elektronowe. Hamiltonian elektronowy Hj w przyblizeniu Borna-Oppenheimera ma

postac:
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gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia:
° Vgl - laplasjan wzgledem wspdélrzednych przestrzennych elektronu,
e 7, 7p - odlegloéé elektronu wzgledem jader atomowych A i B,
e R - odleglo$¢ miedzy jadrami A i B.

Nalezy zauwazy¢, ze Hamiltonian podany zostal w jednostkach atomowych (atomic units — a.u.), gdzie kladziemy

h=e=m, = 477150 = 1. Sa to jednostki zwyczajowo uzywane w chemii kwantowe;j.

Naturalnym uktadem wspotrzednych dla rozpatrywania czasteczek dwuatomowych jest tak zwany uktad wspotrzed-
nych eliptycznych. Dokonujemy przeksztalcenia wspolrzednych w taki sposéb, aby dwa protony lezaly w ogniskach
elipsoidy obrotowej scentrowanej doktadnie w potowie odleglosci miedzy centrami A i B. Jadra atomowe umieszczamy
wzdluz osi z w punktach R = [0,0, R/2] oraz Rp = [0,0, —R/2], a nastepnie definiujemy wspdlrzedne:

rA +7B A —TB
— 2
7 7 (2)

gdzie ¢ jest katem wokdl osi z (uklad ma symetrie obrotowa wzdluz tej osi). Interpretacje geometryczna nowych
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Rysunek 1: Zrédlo: mathworld.wolfram.com

wspélrzednych moze utatwi¢ analiza Rysunku 1. Nasze nowe wspélrzedne moga przyjmowaé nastepujace wartosci:



e £ € [1,00) - punkty o ustalonym & tworza powierzchnie elipsoid obrotowych, posiadajacych ogniska w polozeniach
jader A i B (¢ — czytaj ,ksi”).

e 7 € [—1,1] - punkty o ustalonym 7 tworza powierzchnie paraboloid obrotowych o ogniskach w polozeniach jader
(n — czytaj eta”).

e ¢ € [0,27] - punkty o ustalonym ¢ tworza zbiér pdlplaszczyzn o wspélnej osi z, przy czym kat ¢ jest mierzony
wzgledem pélplaszezyzny zawierajacej dodatnia pétos Ox.

Laplasjan elektronowy we wspolrzednych eliptycznych przybiera postac:
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Element objetosci w nowym uktadzie wspétrzednych wynosi:
R 5
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Cel

Celem zadania jest znalezienie najlepszego przyblizenia do elektronowej funkcji falowej H;‘ 7 uzyciem nieunormo-
wanej wariacyjnej funkcji prébnej w postaci:

U, (&1, ¢; R) = exp <a§2R> cosh (Om;%>, a>0,R>0, (5)

gdzie R jest dowolng odleglodcia miedzyjadrowa, zas a to parametr wariacyjny, ktéry bedzie podlegal optymalizacji.
Prosze w tym celu zastosowaé¢ metode wariacyjna, ktéra w tym konkretnym przypadku sprowadza si¢ do postaci:

E [\I’a] = E(R) = Hgn Ea(R) ) (6)
(U, |H|D,)
EalB) = 9 Tw) g

Stany w notacji braketowej wyrazaja przez calki typu:
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(Vo[ W,) = / AV T, (€., 6 R) U (€., 6: R) (9)
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Polecenia do zadania:

e Prosze narysowaé wykres zaleznosci optymalnej wartoéci wariacyjnego parametru aops(R) od odlegtosci miedzy-
jadrowej R.

e Prosze znalezé granice aopt(R) dla R — 01 R — 00 i obliczyé energie elektronowe w obu tych granicach. Jakim
sytuacjom fizycznym odpowiadaja granice aopi(R — 0) i aopt(R — 00)? W przypadku granicy R — 0 prosze
odja¢ od wyrazenia wybuchajacy czion 1/R.

e Prosze narysowa¢ na jednym rysunku i poréwnaé¢ dwa wykresy odpowiadajace energii elektronu znajdujacego
sig na ,orbitalu” ¥, w funkcji R, przy czym na jednym wykresie przyjaé stala warto$é parametru wariacyjnego
« =1, za$ na drugim przyjaé optymalng wartos¢ dla kazdego R z osobna.

Podpowiedzi:

e Wszystkie obliczenia prosz¢ przeprowadzi¢ w Mathematice, uzywajac wsp6irzednych eliptycznych. Nalezy zwrocic
uwage, ze potencjal V' pownien réwniez by¢ wyrazony w zmiennych eliptycznych.

e Prosze policzy¢ odpowiednie calki z zadana funkcja falowa ¥, znalezé wyrazenia na energie w funkcji parametru
a oraz R oraz na pierwsza pochodna energii wzgledem «. Korzystajac z uzyskanych wyrazen, znalez¢é numerycznie
optymalne wartosci a i E,(R).



Przydatne polecenia w Mathematice

F1 — Wywolanie dokumentacji.

Shift+FEnter — wykonanie aktualnej komaorki

a = b — definicja stalej 'a’ o wartosci 5

Psila_,b_,c] := axb*c — definicja funkcji od zmiennych a,b,c bedgcej iloczynem zmiennych
Psiila_,b_,c_] := Psila,b,cl*2 — definiowanie nowej funkcji przez odwolanie do starej
D[Psila,b]l,al — oblicz pierwszq pochodng funkcji Psi po a

ham[V_,V_]:= — zdefiniuj operator dzialajgcy na funkcje ¥ i zalezny od V

Assuming[a >0 && R>0, ’polecenie’] — wykonaj ’polecenie’, zakladajac, Ze parametr alpha i R sq wieksze od
zera lub:
$Assumptions = a >0 && R>O0 — zadeklaruj globalnie, Ze parametr alpha i R sq wieksze od zera

Clear [Psi] — Wyczy$é (usun z pamieci) stalg/funkcje o nazwie Psi
Limit[f[a,b], a—0] — policz granice funkcji f od zmiennych a,b przy a dgigcym do zera

FindRoot [f[R, a] == 0, {«, 1}] — znajd? numerycznie, kiedy zeruje sie¢ funkcja f[R,a] startujgc od wartosci
o rownej 1.

FindMinimum[En[R, 1], {R, 1.2}] — 2znajd? numerycznie minimum funkcji 'En’ od zmiennej 'R’ oraz drugiej
zmiennej rownej 1, zaczynajac poszukiwania w okolicach R=1.2

Prosze pamietaé, aby w razie jakichkolwiek watpliwosci odnosnie zadania/polecenn programu, nie wahaé sie skon-
sultowaé z (1) dokumentacja i/lub (2) osoba prowadzaca ¢wiczenia i/lub (3) wyszukiwarka internetowa.



