Cwiczenie 2. Bazy AO w chemii kwantowej. Orbitale Slatera a orbitale
Gaussa. Catki atomowe w bazie orbitali Gaussa.

Wstep

Problemem, przed ktérym stoi chemia kwantowa, jest brak analitycznych rozwiazan Réwnania Schrodingera (RS)
w przypadku N oddziatujacych cial. W praktyce wielocialowe RS rozwigzujemy w przyblizeniu jednoelektronowym, a
rozwiazania tj. orbitale molekularne (MOs), przedstawiamy w postaci rozwinigcia w bazie orbitali atomowych (AOs).
W tym ¢wiczeniu przedstawimy dwa typy orbitali atomowych, ktérych uzywamy w chemii kwantowej.

Orbitale atomowe (AO)

Rozwiazanie analityczne dla zagadnienia jonu wodoropodobnego ma postaé:

Uoim (’I“, 0, ¢) = Xr]jlm (’I“, 0, ¢) = Ry (T) Ylm (67 ¢) € (1)

Ta funkcja falowa nazywa si¢ orbitalem atomowym atomu wodoru lub ogélniej jonu wodoropodobnego o liczbie ato-
mowej Z. W dalszych rozwazaniach, orbitale atomowe bedziemy oznaczaé grecka litera x.

Funkcja (1) jest wyrazona we wspoélrzednych sferycznych. Poniewaz opis ukladéw wielocentrowych we wspélrzed-
nych sferycznych jest skomplikowany, wygodniej wyrazié funkcje (1) we wspdlrzednych kartezjanskich (dla przypadku
n=1+1):
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gdzie:

e ( — parametr okreslajacy rozciaglo$é przestrzenna orbitalu. Male ¢ opisuje rozciagle przestrzennie orbitale (dif-
fuse), za$ jego duza warto$é przypada orbitalom skupionym (tight). W przypadku jonu wodoropodobnego ¢
odpowiada wartosci Z/n (por. (1)), jednak w ogdlnosci nie musi.

e r = (x,y, z) — kartezjanskie wspolrzedne elektronu.

Ra = (Xa,Ya, Za) — kartezjanskie wspélrzedne jadra atomowego A, na ktérym orbital jest scentrowany.

e Nj,, — czynnik normalizacyjny.

CZ’,‘C — zbidér wspoélczynnikow determinujacych przestrzenna symetrie orbitalu dla danych ! i m np. dla Xgo jedyny

wspolezynnik to C39, = 1; dla trzech orbitali p nieznikajace wspétezynniki to: C3; = 1, C(}fol =1loraz Cigy = 1.
Suma zawarta w (2) jest potréjng suma z warunkiem i + j + k = [.
Drzieki temu do orbitalu o zadanym nl wejda tylko te wyrazy 'y’ z*, ktére odtworza odpowiednig funkcje radialna
(czyli odpowiednia potege r' we wspotrzednych sferycznych). Funkcje (2) nazywa sie czesto prymitywnym orbitalem
Slaterowskim albo STO (Slater Type Orbital).

Do opisu uktadéow N-elektronowych w chemii kwantowej stosuje sie przyblizenie jednoelektronowe. Zakltadamy w
nim, ze stan kazdego elektronu w atomie/czasteczce okresla jednoelektronowa funkcja falowa zwana spinorbitalem
@(7). Spinorbital jest iloczynem funkcji przestrzennej danego elektronu (orbitalu molekularnego) z odpowiadajaca mu
funkcja spinowa: z N orbitali tworzymy 2N spinorbitali ¢or—1(i) = @k (1) (2), par (i) = @r(4)B(7).

Wieloelektronowa funkcje falowa mozna wyrazi¢ za pomoca zantysymetryzowanego iloczynu jednoelektronowych
funkcji falowych, zwanego wyznacznikiem Slatera:

d1(x1) d1(x2) ... d1(xN)
T (x1, L | ¢a(x1) ¢a(x2) ... ¢o(xn)

e XN) = — (3)
on(x1) on(X2) ... ON(XN)
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Funkcja falowa tej postaci spelnia postulat o antysymetrii funkcji falowej — uwzgledniamy tym samym tzw. korelacje
Fermiego.

Orbitale molekularne wchodzace w sktad spinorbitali nastepnie sa rozwijane w kombinacje liniowa znanych orbitali
atomowych. Przyblizenie to w chemii kwantowej nazywa si¢ przyblizeniem LCAO-MO (Linear Combination of Atomic
Orbitals — Molecular Orbitals). Konstrukcje N —elektronowej funkcji falowej mozna przedstawié¢ schematycznie jako:
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gdzie x; = (r;, 0;) oznacza zbidr przestrzennych i spinowych wspélrzednych i—tego elektronu.

Funkeji N— elektronowej ¥ bedziemy szukaé poprzez znalezienie takiego zbioru wspdlczynnikéw {citr=1... ny.es
aby w ramach danego zbioru AO (bazy) zlozonej z np.s funkcji atomowych, energia calego ukladu byta jak najniz-
sza. Tym zagadnieniem zajmiemy si¢ podczas omawiania metody Hartree-Focka. Pierwszym krokiem niezbednym do
zastosowania tej metody jest obliczenie wszystkich calek 1- i 2-elektronowych. Postuza one do konstrukcji elementéw
macierzowych hamiltonianu.

Catki

W poczatkowych latach rozwoju chemii kwantowej jako AO uzywano prymitywnych funkcji w postaci (2). Bardzo
szybko okazalo sie, ze liczenie calek atomowych w tych bazach jest niezmiernie trudne, szczegdlnie, gdy orbitale sg
zlokalizowane na kilku réznych centrach. Dla duzej klasy calek z funkcjami Slatera nie istnieja zamknigte analityczne
wzory — muszg by¢ one liczone numerycznie, na przyktad poprzez sumowanie wolno zbiegajacych szeregéw. Obliczenia
takie sa czasochtonne i wrazliwe na niestabilno$ci numeryczne.

W latach pieédziesiatych Samuel Boys zauwazyl, ze do konstrukcji AO zamiast STO mozna z powodzeniem uzy¢
funkeji Gaussa. Orbital Gaussowski (GTO) ma postac:

XlC;‘n (C;r7RA) _ Nlm Z Cf;;é (.’L‘ _ XA)Z (y _ YA)] (Z _ ZA)/C 6—C[(I—XA)2+(y—YA)2+(2—ZA)2] 7 (4)

i,5,k>0
i+jtk=l

gdzie przyjeto analogiczne oznaczenia jak we wzorze (2). Jedyna réznica miedzy STO a GTO polega na zastapieniu w
wykladniku odleglosci elektron-jadro r = \/(x — X 4)2 + (y — Ya)2 + (2 — Z4)% w pierwszej potedze przez r w potedze
drugiej. Konsekwencja tej réznicy jest mniejsza doktadnosé fizycznego opisu uktadu. Orbitale gaussowskie zachowuja
sie niepoprawnie zaréwno dla bardzo malych jak i bardzo duzych wartosci r. W granicy » — 0 (czyli r — Rj4)
funkcje Xle sg analityczne, a ich gradient znika, podczas gdy Xzsm wykazuja “cusp” (ostrze) — nieciaglo$é pierwszych
pochodnych czastkowych po sktadowych r. Istnienie ostrza jest konieczne, aby czton energii kinetycznej mégt skasowaé
osobliwoéci typu 1/r wprowadzane do hamiltonianu przez cztony oddzialywania kulombowskiego elektron-jadro. Z kolei
w granicy r — oo, funkcje chfn maleja znacznie szybciej do zera niz funkcje Slatera, co powoduje gorszy opis gestosci
elektronowej na duzych odlegloéciach migdzyatomowych.

Praktycznym rozwigzaniem tego problemu jest skonstruowanie bazy funkcyjnej, w ktérej AO wyrazone sg jako kom-
binacje liniowe GTO o odpowiednio dobranych wyktadnikach, ktérych zadaniem jest kompensacja strat w doktadnosci
opisu blisko- i dalekozasiegowe zachowania funkcji falowej.

Najwazniejsza zaleta GTO jest fakt, ze calki atomowe w ich bazie sg proste i szybkie do policzenia w poréwnaniu
z STO. Zauwazmy, ze funkcja (4) faktoryzuje sie na sume iloczynéw funkcji pojedynczej kartezjanskiej wspotrzednej:

Xiw (G0 RA) =N Y CIL (¢, XA) I (C,y, Ya) Ik (G2, Za) (5)
i,7,k>0
i+j+k=I
gdzie:
I (C,q,Qa) = (¢ — Qa)" e S~ @) (6)

Zachodzi réwniez nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1 [lloczyn dwéch orbitali GTO postaci:

X(@,q,Q) = e =" \(B,p, P) = e AP=P)

jest rowniez orbitalem GTO:
x(7,u, V) = x(a,q,Q)x(B, p, P)



Powyzsze twierdzenie znacznie upraszcza obliczanie catek wielocentrowych w bazie GTO — mnozenie dwéch funkcji
Gaussa scentrowanych w réznych punktach przestrzeni Q i P odtwarza funkcje Gaussa przesunieta w punkt V na linii
taczacej Q i P.

Zadanie 1

Znajdz analityczne wzory na wszystkie catki potrzebne do wykonania obliczen dla pojedynczego atomu wieloelek-
tronowego o liczbie atomowej Z. Ograniczy¢ si¢ do przypadku, gdy MO wchodzace w sklad wyznacznikéw Slatera
rozwijane sg tylko w bazie prymitywnych orbitali gaussowskich typu 1s scentrowanych na jadrze atomu umieszczonego
w poczatku uktadu wspélrzednych. Zastosujemy oznaczenie:

Xl(r) = X(C)TE) (C’ia r, 0) )

gdzie funkcje & (¢,r,Ra) sa zdefiniowane jak w réwnaniu (4).

Do przeprowadzenia obliczen metoda Hartree-Focka w przyszlym éwiczeniu potrzebne sa dwuindeksowe catki jed-
noelektronowe:
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oraz czteroindeksowe calki dwuelektronowe:
gijkt = (XaXGIxrx1) = /dl‘l/dl‘z Xi(r1)x;(r1)g(ri, r2)xe(r2)xi(r2), (10)
gdzie:
1 1
r,r)=—=— 11
g(r1,12) o o (11)
Wskazéwki:

e Obliczenia wykonaé¢ w kartezjafiskim uktadzie wspélrzednych (laplasjan wywoluje sie komenda Laplacian|f|x, y, 2],
{z,y, z}, ?Cartesian”]).

e Calki s;; i h;; obliczy¢ bezposrednio w Mathematice.

e Uwaga: obliczenie calki g;;r1, wymaga zastosowania podstawienia operatora ogdlnej postaci r;é (odleglosé
miedzy czastkami a1 §) w réwnaniu (10) poprzez:
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Podczas wykonywania 6-ciokrotnej catki g;;i; prosze wstawié¢ posta¢ powyzszej funkcji podcalkowej zamiast
g(r1,r2), wykonaé 6 catek po wspoélrzednych elektronu, i na samym konicu wykonaé catke po ¢. Mozna to zrobié
przy uzyciu pojedynczej komendy Integrate, jednak wtedy nalezy pamietaé, aby catka po t znalazla si¢ na
poczatku polecenia, czyli jako pierwsza od lewej zmienna catkowania (komenda Integrate catkuje poczynajac od
ostatniego podanego argumentu).

e Przy wykonywaniu calek nalezy pamietac¢ o zatozeniu, ze wykladniki oraz pomocnicza zmienna ¢ sa nieujemne.

Polecenia:

1. Podaé posta¢ unormowanej funkcji x;(r) po dokonaniu wszystkich podstawien (z Njy,, Cf;’}g,etc).

2. Poda¢ analityczne wzory na s;;, hij, gijii W zaleznosci od Z i odpowiedniej liczby wykladnikéw ¢;.

3. Przeanalizowa¢ wzory (7) i (10) i/lub analityczne wartoéci uzyskane w punkcie 2. pod katem symetrii permuta-
cyjnej sij, hij, gijri. Innymi stowy, prosze zbadaé jak sie ma s;;(h;;) do sj;(hj;) oraz na jakie sposoby mozemy
poprzestawia¢ indeksy 4, 7,k,1 w g;;x1 aby calka z poprzestawianymi indeksami miala taks samg wartos¢, co

wyjsciowa?

4. Udowodni¢ Twierdzenie 1 (znalezé wspélczynniki v, u oraz U).



Zadanie 2
Znajdz najlepsze mozliwe przyblizenie do funkcji falowej 1s atomu wodoru:
1s(r) = Nyge™ "

przy pomocy jednego orbitalu GTO:
2

G(a,r) = Ng (a) e ",
Prosze to zrobi¢ na dwa sposoby:

e przez optymalizacje wykladnika o dla hamiltonianu atomu wodoru H= —%A — % z uzyciem metody wariacyjnej:

min(G (o, )| H|G (e, 7)), (12)

[e%

e poprzez dopasowanie ksztaltu orbitalu G («,r) do ksztaltu funkcji 1s(r) z parametrem « jako parametrem fitu
(metoda najmniejszych kwadratéw).

Wskazéwka: Zaréwno 1s(r) jak G(a,r) sa sferycznie symetryczne, obliczenia wygodnie wykonaé we wspOlrzed-
nych sferycznych. Dzialanie sferycznego laplasjanu na jaka$ funkcje f w Mathematice mozna wywolaé¢ komenda:
Laplacian(f[r,0,¢],{r, 6,9}, "Spherical"]. Komenda do dopasowywania funkcjito FindFit[dane, funcja, parametr,
zmienna] (funkcje 1s najwygodniej jest stabelaryzowad).

Polecenia:
1. Podaé postaé¢ unormowanych funkcji 1s(r) i G(r, «).

2. Ile wynosi warto$¢ oczekiwana hamiltonianu ze znormalizowana funkcja 1s(r)? Czy wynik zgadza sie z wartoscia
wynikajaca z teorii atomu wodoru?

3. Jak zalezy od o warto$¢ oczekiwana hamiltonianu ze znormalizowana funkcja G(a, r)? Prosze podaé jawny wzor.

4. Tle wynosi optymalna wartos¢ parametru «; z warunku (12)? Jaka jest warto$¢ oczekiwana hamiltonianu dla
funkeji G(r, 0q)?

5. Ile wynosi optymalna wartosé parametru s z fitu g(r, o) do funkcji 1s(r)? Jaka jest warto$é¢ oczekiwana hamil-
tonianu dla funkcji G z parametrem as?

6. Prosze przedyskutowaé réznice miedzy wartosciami z punktow 4. i 5 oraz skad moga sie one braé.

7. Na jednym wykresie narysowaé przebieg funkcji 1s(r), G(r, aq) oraz G(r, az). Prosze przedyskutowaé rysunek.



