Cwiczenie 3. Metoda RHF dla molekuly wody.

Wstep

Celem ¢wiczenia jest obliczenie energii molekuly wody. Dokonamy obliczenr metoda RHF dla ukladu znajdujacego
sie w minimum energetycznym stanu podstawowego. Uzyjemy bazy atomowe]j o nazwie cc-pVDZ [I]. Baza ta sklada
sie tacznie z 3 prymitywnych funkcji GTO na atomach wodoru: 2 orbitali s, 1 orbitalu p, oraz 6 prymitywnych GTO
na atomie tlenu: 3 orbitali s, 2 orbitali p i 1 orbitalu d. Z tej bazy funkcyjnej zostalo skonstruowanych lacznie 24
orbitali atomowych (AQO), z ktérych bedzie sie skltadaé¢ nasza baza orbitali molekularnych.

Metoda RHF

Metoda Hartree-Focka jest podstawowa metoda przyblizona uzywana w chemii kwantowej do obliczania nierela-
tywistycznych energii i funkcji falowych ukladow wieloelektronowych w ramach przyblizenia Borna-Oppenheimera.
Stanowi ona réwniez podstawe dla dokladniejszych metod kwantowochemicznych. Hamiltonian elektronowy w ramach
tej teorii ma postaé:
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gdzie n oznacza liczbe elektronéw w ukladzie (w przypadku wody n = 10), h(u) jest (jednoelektronowym) operatorem
opisujacym elektronowa energie kinetyczna i energie potencjalna oddzialywania u-tego elektronu z jadrami atomowymi,
za$ §(u, v) opisuje wzajemne odpychanie miedzy elektronami p i v. Warto zauwazy¢, ze operatory h(u), §(u, v) maja
analogiczng postaé dla wszystkich elektronéw, wigec wystarczy znaé jedynie iL(l) ig(1,2):
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gdzie r14 = |r14] i 115 = |r1p]| to odleglodci elektron-jadro, za$ ri2 = |r1 — ra jest odlegloscia miedzy elektronami.
Definicje te zostaly podane w jednostkach atomowych.

Catkowitej, 10-elektronowej funkecji falowej odpowiada wyznacznik Slatera zbudowany z dziesieciu spinorbitali. Za-
uwazmy, ze molekula wody w stanie podstawowym jest uktadem zamknietopowlokowym, czyli nie posiada niesparo-
wanych elektronéw. W zwiazku z tym, mozna przyjaé, ze jedna para spinorbitali tworzona jest z iloczynu jednego
orbitalu i czystej funkcji spinowej o lub 8. Ten szczegdlny przypadek metody Hartree-Focka nazywamy ograniczong
metoda Hartree-Focka (RHF — Restricted Hartree-Fock). Metoda RHF pozwala nam tym samym zredukowaé problem
znalezienia dziesieciu spinorbitali do problemu znalezienia pigciu orbitali (funkcji przestrzennych) opisujacych nasz
uktad. Innymi stowy, kazdy orbital przestrzenny jest podwdjnie obsadzony przez elektrony.

Kolejnym przyblizeniem, z ktérego skorzystamy jest metoda LCAO MO: nieznane funkcje przestrzenne ¢ przed-
stawiamy jako kombinacje liniowa zbioru M funkcji, nazywanego baza atomowa:
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Funkcje x,, sa funkcjami bazy (orbitalami atomowymi), w naszym przypadku orbitalami GTO, c,; oznaczaja elementy
macierzowe nieznanej macierzy wspélczynnikéw rozwiniecia i-tego orbitalu w M funkcji bazy (zwang macierza wspol-
czynnikéw MO)E Metoda HF wykorzystujaca rozwiniecie LCAO MO nazywana jest metoda Hartree-Focka-Roothana
(HFR).

1Uwaga — literami greckimi oznaczamy funkcje bazy atomowej, za$ tacinskimi funkcje opisujace molekute jako catogé.



Rozwigzywanie réwnan metody Hartree-Focka-Roothana

W wyniku dokonanych przyblizen problem rozwiazania réwnania Schrodingera dla molekuly wody sprowadziliémy do
znalezienia wspétczynnikéw rozwinigcia c,; orbitali molekularnych w znanej bazie. Zagadnienie to sprowadza si¢ do
rozwigzania nastepujacego réwnania macierzowego:

FC = €SC, (5)

gdzie F, S, C, € oznaczaja kolejno: macierz Focka, macierz calek nakrywania, macierz wspélczynnikéw MO oraz
diagonalng macierz energii orbitali MO. Korzystajac z rozwiazan réwnania (9|) tj. macierzy C energie uktadu obliczamy
7€ WZOoru:

ERIFD) = % Tr (D (H+F))+ Vi, (6)

gdzie D oznacza macierz gestosci ukladu, H macierz hamiltonianu jednoelektronowego, Tr oznacza slad macierzy
(sume elementéw diagonalnych), zas V,,,, jest energia odpychania jader.

Aby przedstawi¢ metode rozwiazania uogoélnionego problemu wlasnego , przypomnijmy definicje wielko$ci wy-
stepujacych w réwnianiach -(@. Konwencja: zapis A = [A4,,] oznacza macierz M x M o nazwie A. Przez M
rozumiemy wymiar bazy (tj. liczbe funkcji bazy atomowej), chyba, ze zaznaczono inaczej.

e Macierz gestosci D:
D=C.-0-CT, (7)

gdzie C jest zdefiniowang w réwnaniu macierzg szukanych wspotczynnikow MO. Macierz O jest tak zwana
macierzg obsadzen. Zawiera informacje o liczbie obsadzen orbitali przestrzennych w ukltadzie i ma posta¢ macierzy
diagonalnej, w ktérej pierwszych pieé¢ elementéw na diagonali ma warto$é 2 (dla stanu podstawowego zakladamy,
ze obsadzone sa orbitale o najnizszej energii).

e Macierz Focka F': )
F(D)=H+J(D) - §K(D) , (8)

gdzie hamiltonian jednoelektronowy H ma postac:
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oraz wystepuja macierze calek Coulombowskich J(D) i wymiennych K(D):
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Indeksy u, v maja zakres od 1 do M. Wystepujace w J i K calki dwuelektronowe maja postac:

(tv[EA) = (XuXv Xk XA) = Guumr = /drl/drz X (r1) X0 (r1)g(r1, 12) Xk (T2) XA (T2). (12)

e Macierz calek nakrywania S:
S = [Sw]muzl,n-,M = <X/1«|XV>’ (13)

Analizujac posta¢ macierzy Focka dostrzegamy, ze rozwigzanie uogdlnionego problemu wlasnego wymaga
znajomosci jego rozwiazan. Dokladniej: macierz F zalezy od macierzy D, ktéra jest rozwiazaniem problemu wlasnego
dla F. Problem ten rozwiazujemy iteracyjnie. Zakladamy jaka$ startowa macierz gestosci, nastepnie z niej konstruujemy
macierz Focka, rozwigzujemy réwnanie , z ktérego otrzymujemy nieco lepsze przyblizenie na wspdtczynniki c,,;. Z
macierzy tych wspélczynnikéw C konstruujemy nowe przyblizenie na macierz gestosci, wyznaczamy dla niej energie
RHF i zaczynamy procedure od nowa. Procedure prowadzimy do momentu ustabilizowania - w kolejnych iteracjach
macierz gestodci i energia beda sie zmieniaé coraz wolniej.

Jako kryterium osiaggniecia zbieznosci mozemy wykorzystaé réznice energii RHF miedzy kolejnymi iteracjami: jesli
réznia jest mniejsza, niz satysfakcjonujaca nas wartoéé (tak zwany threshold, zazwyczaj < 10710 hartree), przerywamy
procedure iteracyjna (méwimy, ze nastapito samouzgodnienie). Za ostateczna energic RHF traktujemy wtedy energie
uzyskana w ostatnim kroku iteracji.

Jako punkt startowy czesto wykorzystywana jest zerowa macierz gestosci. Oznacza to, ze w pierwszym kroku
procedury iteracyjnej rozwiazujemy de facto problem dla nieoddziatujacego ukladu (bare nuclei hamiltonian).



Programowanie réwnan metody HFR

. Prace rozpocznij od Sciagniecia pliku cw03_rhf.nb zamieszczonego pod adresem: http://tiger.chem.uw.edu.

pl/staff/hapka/cw03_rhf.nb. Powinien on zawiera¢ funkcj¢ ProblemWlasny [matA,matB] pozwalajaca znalezé
wektory wlasne (wekt) i wartoSci wlasne (wart) macierzy matA wzgledem macierzy matB, tj. rozwiazaé zagad-
nienie wlasne postaci matA.wekt = wart.matB.wekt.

. Korzystajac z polecenia Import w Mathematice, zapisz macierze catek jedno- i dwuelektronowych. Odpowiedni

plik znajduje si¢ pod adresem http://tiger.chem.uw.edu.pl/staff/hapka/CALKI.h5. Macierze catek, ktore
nalezy wezytaé to: calki nakrywania S (oznaczone OVERLAP), calki z operatorem energii kinetycznej (KINE-
TIC) i energii potencjalnej (ELECPOT), calki dwuelektronowe (ERI), np.

smat = Import["http://tiger.chem.uw.edu.pl/staff/hapka/CALKI.h5", {"Datasets", "OVERLAP"}]

Dodajac macierze calek energii kinetycznej i potencjalnej otrzymaj macierz hamiltonianu jednoelektronowego H

Oblicz energie odpychania jader i zapisz pod etykieta Vnn. Potrzebne odleglosci: rog = 1.776 bohr, rgy = 2.842
bohr.

Zadeklaruj potrzebne stale: wymiar bazy atomowej (np. noa = 24), maksymalna liczbe iteracji (np. maxit =
40), prég (threshold) dla kofica procedury iteracyjnej (miedzy 10=¢ a 1079).

Zadeklaruj macierz obsadzen O, korzystajac z komendy DiagonalMatrix[{2, 2, 2, 2, 2}, 0, noal.
Zadeklaruj etykiete oznaczajaca energie RHF i nadaj jej warto$¢ zero (np. enRHF = 0.0).

Zadeklaruj tablice, do ktérej bedziesz wezytywaé wektory wlasne macierzy Focka w danej iteracji (macierze
wspOlezynnikéw orbitalnych MO) i nadaj wszystkim jej elementom wartos$é 0.0, np. wekt = ConstantArray([0.,
{nao, nao}].

Procedura iteracyjna:

1.
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Procedure rozpocznij od petli For przebiegajacej od 0 do maksymalnej liczby iteracji (pierwsza iteracja jest
iteracja startowa, w ktérej enRHF = 0 i macierz gestosci jest zerowa), For [iter = 0, iter < maxit, iter++,

.1
Zbuduj macierz gestosci D , korzystajac z komendy wekt. (occ.Transpose [wekt]).

Zadeklaruj macierze J oraz K i nadaj wszystkim ich elementom wartosé 0.0, np. korzystajac z komendy
ConstantArray.

Utworz macierze J oraz K . Aby to zrobié, skonstruuj cztery zagniezdzone petle For, kazda biegnaca po
jednym z czterech indekséw macierzy calek dwuelektronowych i, j,k,l, np. For[i = 1, i < nao, i++, ...].
Wewnatrz najbardziej zagniezdzonej petli obliczaj elementy macierzowe [J,,, ] i [K,, |, wykonujac odpowiednie

sumowania wg. i .

Po zakoniczenu poczwornej petli skonstruuj macierz Focka F, korzystajac ze wzoru .

Zapisz energie z poprzedne]j iteracji Hartree-Focka enRHF do zmiennej enPrev.

Oblicz energiec RHF, korzystajac ze wzoru @

Wyswietl numer iteracji oraz uzyskang energie, Print [iter, " ", SetPrecision[enRHF, 12]];

Uzyj instrukcji If, zeby sprawdzi¢, czy wielkos¢ Abs [enRHF-enPrev] jest mniejsza od zadanego progu zbieznosci:

e jezeli nie jest, rozwigz problem wlasny dla macierzy F i S uzywajac komendy
{enOrb,wekt} = ProblemWlasny[fmat, smat]. Energie orbitalne zostang zapisane do tablicy enOrb, na-
tomiast wektory wlasne do macierzy wekt. Poniewaz nie uzyskano zbieznosci, procedura iteracyjna bedzie
kontynuowana.

e jezeli jest, to wySwietl ostateczna energiec RHF wraz z energiami orbitalnymi i przerwij petle (Print oraz
Break[]).

Prosze zwrécié uwage, ze jezeli nie osiagnieto zbieznosci, to pomiedzy iteracjami uzyskujemy uaktualniona (do-
kladniejsza) macierz gestosci, ktérej uzywamy do konstrukeji macierzy J oraz K w punkcie 4.
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