Teoria funkcjonalu gestosci

Density Functional Theory (DFT)

Czes¢ slajdéw tego wyktadu pochodzi z wyktadu wygloszonego przez
dra tukasza Rajchela w Interdyscyplinarnym Centrum Modelowania
Matematycznego i Komputerowego UW
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Funkcja falowa

@ 1: skomplikowana funkcja 4N zmiennych, sama w sobie nie posiada
sensu fizycznego. Ale:

jest gestoscig prawdopodobienstwa of znalezienia elektronow w
punktach qi, qo,...,qy.

o Dla elektronow (fermionow) funkcja falowa musi byc¢
antysymetryczna ze wzgledu na zamiane dowolnych dwdéch
elektrondw:



Kilka uwag o funkcji falowej

o Dla wiekszosci ukfadéw nie znamy jawnej postaci v». W ogdlnosci jest
to ztozona funkcja 4N zmiennych. Dla uktadéw o znaczeniu
biologicznym moze to oznacza¢ nawet kilka tysiecy zmiennych . ..

@ / drugiej strony, hamiltonian zawiera tylko operatory jedno- i
dwuciatowe, bowiem elektrony nie majq zadnej struktury wewnetrzne;
(czastki fundamentalne).

o Wiec: czy rzeczywiscie potrzebujemy dokfadnej funkcji falowej? Moze
jest cos prostszego i tanszego, co zaspokoifoby nasze wymagania, tj.
pozwolito uzyskac energie i inne wfasnosci ukfadu?

o TAKI Jest to gestosc elektronowa.



Gestos¢ elektronowa

P-stwo znalezienia elektronu w cafej przestrzeni jest oczywiscie jednoscia,
zatem catkowanie gestosci p-stwa po catym zakresie wspotrzednych musi
dac te jednosc:

Jesli zas wycatkujemy gestos¢ p-stwa po wszystkich wspotrzednych prze-
strzennych z wyjatkiem jednej (dowolnie wybranej — nierozréznialnos¢
elektronow!) i po wszystkich wspotrzednych spinowych, uzyskujemy gestos¢
elektronowg (wielkos¢ mierzalng w krystalografiil):

p(r) =N Z /RB L /E&S [(r;o1:qo; .. .;q_,mr”zdgt'g . d’ry.
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Gestosc¢ elektronowa stanu podstawowego:

o znika w nieskonczonosci: lim p(r) =0,
r—0o0

o catkuje sie do liczby elektronow, / p(r)d’r = N,
JR3
@ ma skonczona wartos¢ w pozycjach jader i ostrza w ich poblizu
(r — Rq),
@ pochyfosC ostrza jest scisle zwigzana z tadunkiem jadra:

0
. p(r)|g. = —2Zap(Ra).

A wiec gestos¢ elektronowa zawiera petna informacje o czasteczce!



Funkcja falowa i gestosc

Pytanie | czy mozemy zastapi¢ v(qi;...;qy), zalezng od 4N

wspotrzednych przez p(r), zalezna tylko od 3 zmiennych?

Hamiltonian okreslony przez: Gestosc stanu podstawowego:
@ liczbe elektronow, @ catkuje sie do liczby
e potozenia jader, elektronow.
o tadunki jader. @ ma ostrza w pofozeniach
jader.

@ pochytos¢ ostrzy okreslona
przez tadunki jader.

Odpowiedz : tak! Gestos¢ stanu podstawowego dostarcza nam
wszystkich informacji potrzebnych do zapisania hamiltonianu uktadu, a
wiec teoretycznie — do rozwiazania rownania Schrodingera.




Model Thomasa-Fermiego(-Diraca) [TF(D)]

Thomas i Fermi (1920s) jako pierwsi podali przyblizone wyrazenie na
energie w postaci funkcjonatu samej gestosci.
Zatozenia modelu TF(D):
@ funkcjonat energii kinetycznej wziety z modelu jednorodnego
nieoddziatujacego gazu elektronowego.
@ odpychanie e-e potraktowane czysto klasycznie, przy catkowitym
zaniedbaniu korelacji i wymiany.
o (Dirac) energia wymienna zaczerpnieta z modelu jednorodnego
nieoddziatujacego gazu elektronowego.

Funkcjonat energii w modelu TFD:

Elp| = Trrlp] + Vaelp] + J1p] + Ex[p] + Vin,

Tielp) = Ce [ 9wy d'n, Blpl = =Gy [ o).

RB



o Przyciaganie j-e: Violp| = / Une(1)p(r) d°r.

JR3

1 9) . *
o Kulombowskie odpychanie e-e: .J|p| = 5 / / plri)p(rz) Pry d’ry.
JR3 JR3 12



Wyniki . ..

@ Model TFD oparty jest na teorii jednorodnego nieoddziatujacego gazu
elektronowego.

o Jednakze gestosc elektronowa w atomach i czasteczkach jest
zdecydowanie niejednorodnal

e Ma to drastyczne konsekwencje — model TFD nie przewiduje
istnienia wigzania chemicznego!

Dla atomdéw wyniki modelu TDF nie sg jednak zbyt zte:

Atom —Egp —ETrp
He 2.8615 2.2159
Ne 128.5551 124.1601
Ar 526.7942 H18.8124
Kr 2752.0164  2755.4398
Xe 72324982  7273.2788
Rn  21866.2779 22019.7140




Teoria DFT

We wspétczesnej teorii DFT energie uktadu E i gestos¢ elektronowa p(7) otrzymujemy
minimalizujac funkcjonat Hohenberga-Kohna (Nobel dla Kohna w 1989)

E[p] = Flp] + / o(F)p(F)d7

gdzie v(7) jest potencjatem przyciagania jader a F'[p] jest uniwersalnym,
ale nieznanym funkcjonatem - takim samym dla wszystkich molekut.

W teorii Kohna-Shama zaktadamy, ze p(7) jest suma gestosci orbitalnych

N
p(F) = |hs(P)
i=1
gdzie N jest liczba elektrondéw. Funkcjonat F'[p] zaktada sie wtedy w postaci

1 N L e
Flol = =3 / $ilF) V()7 + / / VPR AR + Buclpl

gdzie Ex.[p] jest nieznanym funkcjonatem wymienno-korelacyjnym, bedacym
suma funkcjonatu wymiennego Ex[p] i funkcjonatu korelacyjnego E.|[p]:

Eyc[p] = Ex|p] + Ec[p]



Rdownania Kohna-Shama

Minimalizacja funkcjonatu
Blp] = Flpl + [ o(P)p()dr
ze wzgledu na wariacje spinorbitali v);(7) daje réwnania Kohna-Shama:

his[pl: = e

gdzie hks[p] jest operatorem Kohna-Shama (podobnym do operatora Focka)
- 1 .
hislp] = =5 V7 + () + J[p)(7) + vxelp] (7)

J [p] () jest tu operatorem kulombowskim, takim samym jak w teorii Hartree-Focka, a vxc[p] ()
jest nieznanym potencjatem wymienno-korelacyjnym, bedacym suma potencjatu wymiennego vy|p](7)
| potencjatu korelacyjnego v.[p](7):

Oxe|P](T) = vx[p](7) + vc[p](T)
Czesto stosuje sie funkcjonaty hybrydowe, dla ktérych
vse[P)(7) = cvi[p](F) + (1 = ) K [p](7) + ve[p](7)

gdzie K [p](7) jest operatorem wymiennym w teorii Hartre-Focka.



Hierarchia funkcjonatéw - szczeble drabiny Jakuba (wg. Johna Perdew)

Szczeble wielkosci od ktérych zalezy E..
Niebo 77

Hyper-DFT p. Vp, V?p, vq, 9,
mGGA p, Vp, V3p, 1,
GGA p, Vp

LDA P

Ziemia Hartree E. =0

LDA - Local Density Approximation.

GGA - Generalized Gradient Approximation.
mGGA Meta Generalized Gradient Approximation
1, - orbitale obsadzone

1), - orbitale wzbudzone



Opracowano setki funkcjonatéw

Funkcjonaty te s3 oznaczane symbolami zawierajagcymi zwykle pierwsze litery
nazwisk ich tworcow a czasami tekze rok ich opublikowania.

Funkcjonaty lokalne

SVWN (typu LDA):
potencjat wymienny v, — Slater;
potencjat korelacyjny v, — Vosko, Wilk i Nuisar 1980

PBE (typu GGA):
potencjat wymienny v, — Perdew, Burke, Ernzerhof 1996
potencjat korelacyjny v — Perdew, Burke, Ernzerhof 1996



Przyktady czesto uzywanych funkcjonatow

BLYP:
vz (B) — Becke 1988 (v Slatera + poprawki (V p))
ve (LYP) — Lee, Yang, Parr 1988/89

PBEO
PBE + modyfikacje Adamo (hybrydowy)

Tréjparametrowe hybrydowe funkcjonaty Becke B3 (1993)

B3LYP:
'Uw - B3
v — czesc nielokalna LYP, czes¢ lokalna VWN

B3PW91: v, B3;
Ve - czes¢ nielokalna (PW91) Perdew, Wang 1991



Wyniki LSD /GGA

Energie atomizacji dla czasteczek

Molecule LSD  GGA exact
Ho 0.18 0.169 0.173
CH,4 0.735 0.669 0.669
NHs 0.537 0.481 0.474
HoO 0.426 0.371 0.371
CO 0478 0.43 0412
05 0.279 0.228 0.191

LSD: VWN dla korelacji, GGA

. PBE dla wymiany i korelacji



Porownanie teorii Hartree-Focka 1 teorii DFT

Teoria Hartree-Focka

e metoda wariacyjna (energia jest zawsze wyzsza od dokladnej)
® nie zawiera zadnych parametrow

e nie mozna otrzymac¢ dokladnego wyniku, tylko najlepszy wynik osiggalny
w ramach w przyblizenia jednoelektronowego

Teoria DFT

e zasada wariacyjna obowiazuje tylko dla dokladnego funkcjonalu (niezna-
nego) - nie stosuje sie

e wartos¢ energii zalezy od postaci zastosowanego funkcjonatu

e otrzymanie dokladnego wyniku byloby mozliwe, jesli znany bylby dokladny
funkcjonal wymienno-korelacyjny

Istnieje duze podobienistwo sposobu rozwigzywania rownan Focka i réwnan
Kohna-Shama - metoda iteracyjna



Teoria DFT zalezna od czasu, TD-DFT

W zaleznej od czasu teorii DFT spinorbitlale Kohna-Shama zaleza od czasu
"vbz(r’?) — "pi(r’?a t)

spetniaja one zalezne od czasu réwnania Kohna-Shama:

~ o ) —’9
his|pd|i(7, t) =i v 6(): 2

gdzie his[ps] jest operatorem Kohna-Shama dla gestosci p; zaleznej od czasu (przyblizenie
adiabatyczne)

ilKS[pt] — _%Vz + (7, t) + j[pt] (75 ) + vxe[pe] (7 1)

Potencjat v (7, t) jest teraz suma statego potencjatu przyciagajacego pochodzacego od jader
atomowych oraz zaleznego od czasu potencjatu zewnetrznego vext (7, t) pochodzacego
np. od oscylujacego z czestoscig w pola elektrycznego.

Vext (7 t) = eEF cos wit

Wyindukowany przez to pole elektryczne moment dipolowy wyraza sie tatwo przez zalezna od
czasu gestos¢ elektronowa p(7, t):

fiina(w, t) = /er(Fv t)dr



Teoria DFT zalezna od czasu, TD-DFT, ciag dalszy

Znajac wyindukowany polem £ moment dipolowy mozemy tatwo obliczy¢ polaryzowalnosé
dynamiczna a(w), do ktdrej ten moment jest proporcjonalny:

find(w, t) = a(w) € cos wt.

Zalezna od czasu teoria DFT wyznacza nam wiec polaryzowalnosé¢ dynamiczna a(w).
Jak dobrze wiemy, bieguny ax(w) to sa energie wzbudzen.

Teoria TD-DFT pozwala zatem na wyznaczenie energii wzbudzen elektronowych
oraz prawdopodobienstw przejsé.

Jest to w tej chwili najczesciej stosowana metoda obliczania energii standw wzbudzonych
dla duzych molekut. Koszt obliczen jest taki jak w teorii TD -HF.

Trzeba wiedzie¢, ze metoda ta ma ograniczona doktadnosc jesli stosujemy
standardowe funkcjonaty. Jej gtéwne problemy to:

e zbyt niskie energie stanow Rydbergowskich
e brak stanéw podwdjnie wzbudzonych
e brak przeciec stozkowych

e utrata doktadosci dla wielkich uktadéw (np. przewodzacych polimeréw)



