Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Nomenklatura. Na wykladzie przedstawione zostaly Sciste definicje funkcji “wypuktej w gére” i
“wypuktlej w dot“. W literaturze popularne jest jednak takze inne nazewnictwo — funkcje ”wy-
pukla w dot“ okresla sie jako ”wypukla“, natomiast ”wypukta w gore jako ”wklesta“. Warto o
tym pamietaé przy korzystaniu z niektérych popularnych ksiazek (np. W. Krysicki, L. Wtodar-
ski, “Analiza matematyczna w zadaniach”), gdzie stosowane jest to drugie nazewnictwo. Dla
ilustracji oba przypadki przedstawione zostaly ponizej:

Wypukta lub wypukta w dét Wklesta lub wypukta w gére
F(x) f(x)
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Badanie przebiegu zmiennosci. Przedstawmy wszystkie etapy badania przebiegu zmiennosci
funkcji f(z), ktéry konczy sie zazwyczaj narysowaniem przyblizonego wykresu zadanej funkeji.
Kolejnosé wykonywania opisanych dziatan jest czesciowo arbitralna.

1. Wyznaczenie dziedziny funkeji f(x) (czesto pomocne jest tez oszacowanie polozenia miejsc
zerowych funkcji);

2. Zmnalezienie wszystkich asymptot funkcji f(x):

e asymptota pozioma w +oo istnieje i wynosi ¢, jeSli lim, .o f(z) = ¢ i wartosé
¢ jest skoniczona; podobnie, asymptota pozioma w —oo istnieje i wynosi ¢, jesli
lim, o f(2) = ¢ i warto$é ¢ jest skoficzona;

e asymptota pionowa w punkcie x( istnieje, kiedy granica prawo- lub lewostronna
limxﬂxoi f(x) wynosi co lub —o0; szczegdlnie podejrzane sa pojedyncze punkty
wyjete z dziedziny f(x);

e istnienie asymptoty ukoénej ax + b, a # 0, przy x — oo sprawdzamy obliczajac
granice a = limy me; jesli otrzymana wartos¢ a jest skoficzona i niezerowa to
asymptota ukosna istnieje, a warto$é¢ b znajdujemy jako b = limg,_,o [f(x) — ax];
analogiczne definicje obowiazuja w przypadku asymptoty ukosnej przy x — —oo;

Prosze pamietaé, ze czes¢ asymptot, a nawet wszystkie, moga nie istnie¢ dla pewnych
funkcji. Dla skrécenia rachunkéw mozna sie powolywaé na fakt, ze znalezienie asymp-
toty poziomej w +oo wyklucza istnienie uko$nej w +oo i odwrotnie (tak samo réwniez
dla —oc0).



. Zmalezienie wszystkich przedzialow z dziedziny, gdzie funkcja jest rosnaca lub malejaca;
jesli w pewnym przedziale x € (a,b) (a,b moga tez przybiera¢ wartoéci +oo lub —o0)
pochodna funkcji jest dodatnia, i.e., f'(x) > 0, to funkcja jest rosnaca; podobnie, funkcja
jest malejaca w przedzialach, gdzie f'(z) < 0;

. Znalezienie wszystkich przedzialéw z dziedziny, gdzie funkcja jest wypukta lub wklesta;
jesli w pewnym przedziale € (a,b) mamy f”(z) > 0 to funkcja f(x) jest na tym
przedziale wypukla, jesli f”(z) < 0 to funkcja f(z) jest na tym przedziale wklesla,;

. Zmalezienie wszystkich punktéw z., gdzie moga sie znajdowaé ekstrema funkcji f(z) po-
przez rozwiazanie réwnania f’(x.) = 0;

. Rozstrzygniecie, czy znalezione wartosci x, odpowiadaja maksimom, minimom, czy punk-
tom przegiecia funkcji f(z):

e punkt przegiecia jest to punkt, gdzie funkcja zmienia sie z wypuklej we wklesta (lub
odwrotnie) — punkt przegiecia w z. istnieje kiedy f”(z.) = 0 i kiedy f”(z) zmienia
znak w z. (latwo to oceni¢ dysponujac wynikami z punktu 4);

e mamy do czynienia z minimum w z, jesli funkcja f(z) w tym punkcie zmienia sie z
malejacej w rosnaca;

e mamy do czynienia z maksimum w x. jesli funkcja f(x) w tym punkcie zmienia sie
z rosnacej w malejaca;

Dwie ostatnie kwestie rozstrzygamy uzywajac wynikéow z punktu 3.



