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Rozdziatl 1

Podstawy rachunku
prawdopodobienstwa

1.1 Zmienne losowe i rozklady prawdopodobienstwa

Zadanie 1 Niech rozktad predkosci czastek gazu dany bedzie wzorem
2

p(v) = Cv2 exp <2’Z:T> . (1.1)

Zmalez¢ rozklad energii kinetycznej, najbardziej prawdopodobna wartos¢ energii kinetycznej,
jej wartosé Srednia oraz fluktuacje wzgledna.

Rozwiazanie 1 Rozpoczynamy od wyznaczenia stalej normalizacyjnej.
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Szukamy rozkladu prawdopodobienstwa dla energii
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Najbardziej prawdopodobna wartos¢ energii wyznaczymy znajdujac maksimum rozktadu
prawdopodobienstwa

e =0 (1.6)
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L e 1 qp
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Ostatecznie najbardziej prawdopodobna wartosé energii to
1
€= ikBT' (1.10)

Wartos¢ érednia energii kinetycznej

Ch= [ eplente = o) [T el
0 \/_ 0
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(zamiana zmiennych: S 2, de = QkBTxd:c)
ksT
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Aby obliczyé¢ fluktuacje wzgledng musimy najpierw wyznaczy¢ wariancje
a?(e) = (e = (e)*) = (%) — {e)*. (1.12)
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o?(e) = Z(k;BT)2 — Z(szT)Q = §(I<:BT)2. (1.14)
Ostatecznie fluktuacja wzgledna wynosi
3
Vo)
o(e) = ole) _ V2 =1\/3 (1.15)

Zadanie 2 Rozpatrzmy ten sam gaz, co w zadaniu poprzednim. Jaki procent czastek ma
energie wieksza niz L{g)?



Rozwiazanie 2 Szukamy prawdopodobiefistwa, ze energia czastki jest wieksza niz L{e) =
3LkgT
sLkB

o0 2 1 \¥2 e
P(e > L(e :/ psds—<—) / \/Ee_e/kBTdE:
( ) L{e) © VT \ksT 3LkpT/2
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Otrzymujemy calke, ktorej nie mozna wyrazi¢ przez funkcje elementarne, ale mozemy ja
tatwo oszacowaé catkujac przez czesci.
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Ostatnig calke oszacujemy w nastepujacy sposob

0 3L\ /2 oo 9 \3/2
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Zadanie 3 W zbiorniku o objetosci V znajduje sie N czastek. Niech n oznacza liczbe czastek
znajdujacych sie w pewnej czesci zbiornika o objetosci v. Zakltadajac, ze w stanie rownowagi
termodynamicznej prawdopodobienstwo znalezienia czastki w objetosci v jest réwne p = v/V
WyZnacz

Ostatecznie

P(e> L{e)) =

Sl

1. rozktad prawdopodobienstwa dla n
2. warto$é érednig (n) oraz wariancje o2(n)
3. fluktuacje wzgledna §(n)

Rozwiazanie 3 Rozpatrzmy gaz skladajacy sie z dwéch czastek. Prawdopodobienstwo, ze
obie znajduja sie wewnatrz v wynosi ps = p?. Prawdopodobiefistwo, ze obie znajduja sie
poza v wynosi pg = (1 — p)2. Prawdopodobiefistwo, ze jedna z czastek znajduje sie wewnatrz
v, a druga poza nia wynosi p1 = p(1—p)+ (1 —p)p = 2p(1 —p). Dla trzech czastek dostajemy
po = (1 —p)3, p1 = 3p(1 —p)?, p2 = 3p?(1 — p), p3 = p>. Mozemy teraz uogélnié nasze
spostrzezenia i wypisaé wzér na rozklad prawdopodobienstwa

fn) = @ >p”<1 — N, (1.20)

Przy obliczaniu wartosci éredniej i wariancji przydatna bedzie tzw. funkcja tworzaca zdefi-
niowana jako

F(z)=Y_ f(n)a". (1.21)

Podstawiajac wyrazenie na f(n) otrzymujemy

N

Flz)=7 (]Z)P"(l —p)N e = [pfc +(1- p)}N- (1.22)



N N
Zauwazmy, ze F(1) = Z f(n) oraz F'(1) = Z nf(n), zatem

n=0 n=0

F(x) :Np{px—i—(l —p)}Nﬁ1 = Np= %’U

r=1

)= nfn) = =

x=1
Wariancje liczby czastek o2 (n) zapiszemy w postaci

0*(n) = (n®) — (n)? = (n(n - 1)) + (n) — (n)*.
Wielko$é (n(n — 1)) mozemy obliczyé ponownie korzystajac z funkcji tworzacej

N

F'(z)=> n(n—1)2"">f(n).
n=0
Zatem
d? N-2
(n=1) = 35| F@=NW - Dpfpr+ (0 -p)] =NV - 12
Ostatecznie

N
o2(n) = N(N — 1)p® + Np — N? 2:Np—Np2:Np(l—p):VU(1—£) .

V

Dla v < V otrzymujemy
2
o°(n) = =v={(n).
(n) = o =(n)
Mozemy teraz wyznaczy¢ fluktuacje wzgledna

sy= 2@ _VNpA-p) _ [TI-p_ f1-p |1
(n) Np Np (n) (n)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

Uwaga Warto$¢ érednia i wariancje zmiennej n mozna wyznaczy¢ prosciej, bez znajdowa-
nia funkcji rozkladu f(n). Wystarczy zalozyé, ze polozenia czastek sa od siebie niezalezne.
Ponumerujmy wszystkie molekuty od 1 do NV i wprowadzmy nastepujace zmienne losowe

n; = liczba czastek o numerze ¢ znajdujacych sie w elemencie v .
Oczywiscie zmienna n; moze przyjmowac jedynie dwie wartosci 0 lub 1. Stad
(ni)=1-p+0-(1-p)=p,
o*(ni) = (n) — (ny)*> =12 p+0- (1 - p) = p* = p(1 — p).

Liczba czastek w elemencie objetosci v jest rowna sumie wszystkich n;

Zatem

(1.30)

(1.31)
(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)



Poniewaz zalozyliSmy, ze n; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, to kowariancja dwdch
takich zmiennych ((n; — 7;)(n; — 7;)) = 0, ostatecznie

N

o) = 3" ((m — 7)) = 3" (i) = Np(1 —p). (1.36)

i=1

1.2 Uzupelnienie matematyczne 1
Zadanie 4 Wyprowadzi¢ wzor na objeto$¢ N—wymiarowej kuli o promieniu R.

Rozwigzanie 4 Szukana objetos¢ dana jest nastepujaca catka

KN(R):/ dyp ---dyn =
yi+tyR <R?

Aby wyznaczyé Cn rozpatrzmy nastepujacag tozsamosé:

oo oo 2 2 oo 2 N
IN:/ d:cl---/ doye ™ 177N = (/ dxe—m) = N/2 (1.38)

W calce wielokrotnej zamienimy zmienne z kartezjanskich na sferyczne. Poniewaz funkcja
podcalkowa zalezy jedynie od zmiennej radialnej r = /z% + ... 2%, to calkowanie po zmien-
nych katowych mozna wykonaé otrzymujac Sy (r) — powierzchnie kuli N-wymiarowej o promie-

niu r:

yi = Rx;

:RN/ dzy---dzy = CyRYN.
x%+---+x?\]<1

(1.37)

d
Sn(r) = 5KN(r) = NCyRMN. (1.39)
Zatem
+oo +oo 9 9 00 5
w :/ dz1~~~/ doye ™17 7N = NCN/ N le ™ dr = |t =% =
e e 0 (1.40)
1 [~ N_ (N N
=NCy= [ tz7le'dt=Cny=T (= )=CnI' (= +1).
ng ], s ongr(3) = (3 )
Ostatecznie
v T 1.41
Kny(R)=CnNyR" = ——— . .
N( ) N T (% i 1) ( )
Warto tu przypomnieé kilka wlasnoéci funkcji gamma Eulera!.
I'(z) = / t*le~tdt (1.42)
0
2I(z) =T(2+1) (1.43)
P(n+1)=n!, n=0,1,2,3,... (1.44)
1
r (5) =7 (1.45)
Ponadto dla duzych wartosci argumentu zachodzi nastepujacy wzor Stirlinga
InT'(n+1)=nlnn—n, dla n— . (1.46)

1E.T. Whittaker, G.N. Watson - Kurs analizy wspélczesnej, Tom 1, PWN 1957



Rozdziatl 2

Teoria kinetyczna gazéw

2.1 Rozklad Maxwella-Boltzmanna

Zadanie 5 Obliczy¢ ci$nienie wywierane przez gaz o gestosci n i temperaturze 1" na $cianke
zbiornika. Przyjaé, ze stan gazu jest opisany rozkladem Maxwella-Boltzmanna. Zalozy¢, ze
czastki gazu zderzaja sie elastycznie ze Sciankami zbiornika

Rozwiazanie 5 Rozpatrzymy, na poczatek, jaki jest przekaz pedu przy elastycznym zderze-
niu czastki ze $cianka zbiornika. Przyjmijmy, ze Scianka jest ustawiona w plaszczznie xy.
Przed zderzeniem ped czastki wynosi p; = (ps, py, P-), natomiast po zderzeniu jest réwny
Pf = (Pz,Dy, —D2), zatem przekaz pedu wynosi Ap = 2p, = 2mv,. Musimy zsumowac
przekazy pedu pochodzace od wszystkich czastek zderzajacych sie ze $cianka w czasie At.
Zeby to zrobi¢ zalézmu na chwile, ze wszystkie czastki gazu poruszaja sie z taka samag z-owa
sktadowa predkosci v,. Wéwczas liczba czastek, ktore zderza sie ze Scianka w czasie At jest
rowna liczbie czastek w objetosci AAz, gdzie A jest powierznig Scianki, a Az = v, At. Jesli
gestosé czastek o predkosci v, wynosi n(v,), to otrzymujemy nastepujacy przekaz pedu w
czasie At

AP = 2muv,n(v,)Av, At . (2.1)

Gestosé czastek o predkosci v, dana jest rozktadem Maxwella-Boltzmanna

m mu?
_ o _ 2.2
n(v,) =np(v,) =n onknT exp ( 2kBT) , (2.2)

AP = 2nAmvip(v,)At. (2.3)

Powyzsze wyrazenie daje przekaz pedu pochodzacy od czastek gazu, ktorych predko$é w
kierunku z wynosi v,, aby otrzymaé¢ catkowity przekaz pedu musimy wysumowaé wklady
pochodzace od wszytkich czastek poruszajacych sie w kierunku $cianki (tj. v, > 0) Dzielac
wynik przez przez At otrzymamy $rednig site wywierana na $cianke przez czastki gazu

—2nAm/ v? Zp(vy)dv, —2nAm1/27rkBT/ ’U ex p( 2k:BT) dv, =

zatem

(2.4)
17 [ 2kpT\*?
= 2nA — =nAkpT.
nm\/27rkBT22 ( m ) - nans
Ostatecznie otrzymujemy wartos¢ ciSnienia wywieranego na scianke zbiornika
F 2
=nkgT = -ne) . (2.5)

P= 3

Zadanie 6 Obliczy¢ sile wywierana na plyte o powierzchni bocznej A umieszczona wewnatrz
zbiornika gazu o gestosci n i temperaturze 1. Przyjaé, ze lewa powierznia plyty jest w
rownowadze termicznej z otaczajacym ja gazem, natomiast prawa powierzchnia ma temper-
ature Th # T. Zalozyé, ze czastki gazu zderzaja sie elastycznie z lewa powierznia plyty,
natomiast w wyniku zderzenia z prawa powierzchnia plyty ulegaja termizacji.



Rozwigzanie 6 Sile wywierana przez gaz na lewa powierzchnie plyty obliczyliSmy w poprzed-
nim zadanie

FL = nAk:BT (26)

Zajmijmy sie teraz prawg powierzchnia. Czastki nadlatujace do tej powierzchnii opisane sa
rozkladem Maxwella-Boltzmanna

n(v.; T) =np(v,; T) . (2.7)

Po zderzeniu sa one adsorbowane na powierzchni a nastepnie uwalniane z powrotem do
objetosci, ale z rozktadem predkosci odpowiadajacym temperaturze T4

ny(vy; Th) = nip(vy; Th) . (2.8)

Musimy na poczatek wyznaczy¢ gesto$é nq charakteryzujaca strumien czastek uwalnianych z
powierzchnii ptyty. W tym celu rozwazymy warunek zachowania ilo$ci materii, ktory oznacza,
ze strumienie czastek adsorbowanych na powierzchnii i uwalnianych do objetosci musza by¢
sobie réwne

nl/ vep(vy, Th)dv, :n/ vep(vz, T)dv, | (2.9)
0 0
czyli
1 m 2]{/’BT1 1 m QkBT
Z =n- 2.10
"N 2rksy m 2\ 2mkgT m (2.10)
stad

/T
ny=n oy (2.11)

Obliczmy teraz przekaz pedu na prawej powierzchnii plyty

AP = AAt/ mun(vy; T)dv, + AAt/ mu,ny (vy; Th)dv, =
0 0

(2.12)
1 1 1
= SnAkpTAt+ Sm AkpTiAt = sndkp (T + TT1) At.
Stad otrzymujemy site wyweirana przez gaz na prawg powierzchnie plyty
1
Fr = SnAkp (T+ «/TTl) . (2.13)

Catkowita sila wywierana przez gaz na plyte wynosi
1
F=Fp— Fp= EnAkB\/T(\/T— \/Tl) . (2.14)

7 otrzymanego wzoru wyniki, ze wypadkowa sita dziata w lewo gdy 77 > T, lub méwiac
ogblniej dzial w te stone, dla ktérej temperatura powierzchnii plyty jest nizsza. Oczywiscie
w przypadku T7 = T na plyte nie dziala zadna wypadkowa sita.



Rozdziat 3

Rozktad mikrokanoniczny

3.1 Funkcja spektralna dla gazu masywnych czastek

Rozpatrzmy gaz ztozony z N nieoddzialujacych, masywnych czastek zamkniety w szesci-
ennym pudle potencjalu. Rozwigzujac rownanie Schrodingera otrzymujemy jednoczastkowe
poziomy energetyczne

w2h?

€ny,na,ng = W(n% + ng + ng) ) (3'1)

gdzie m jest masa czastki, a L liniowym rozmiarem pudla. Calkowita energia uktadu jest
sumag energii wszystkich czastek i moze by¢ zapisana w nastepujacej postaci

€e=—=>) n;= R=. (3.2)

Widzimy, ze warto$¢ energii zalezy tylko od sumy kwadratéw liczb kwantowych, ktéra oz-
naczylismy przez R?. Chcemy wyznaczy¢ liczbe stanéw (N-czastkowych) o danej energii e.
W tym celu musismy zliczy¢ wszystkie kombinacje liczb kwantowych (n1,ns,...,nsn), ktore
daja takie samo R. Jedli zestawy liczb kwanowych (nq,ns, ..., n3n) bedziemy reprezentowaé
jako wezly 3N-wymiarowej sieci, to liczba pozioméw o energiach z zakresu [e, € + de] bedzie
réwna liczbie wezldéw tej sieci zawartych wewnatrz (3N)-wymiarowej powloce sferycznej o
promieniu R i grubosci dR. Poniewaz wezly sieci sa rozmieszczone w jednostkowych odste-
pach, to ich liczba wewnatrz rowazanej hiperpowloki sferycznej jest réwna jej objetosci. Tak
na prawde musimy uwzglednié¢ tylko dodatnie waroécie liczb kwantowych n;, czyli obliczona
objetosé podzielié¢ przez 23V, zatem

1 3Ng3V/2

=R R, 3.3
2PN (2N 4+1) 3.3)

g(e)de =

gdzie przez g(€) oznaczylidmy gesto$é standéw o energii e oraz wykorzystaliémy wyprowadzony
wczedniej wzér na objetosé kuli M-wymiarowej. Podstawiajac

[2mL2e

1 3N®N2 fomIZe\ T 1 [2mI?
g(E)dE = 53N — 1\ ——de =
23N (% 4 1) m2h2 2./e V' m2h2
_ L BNEVE amE\ T (3.5)
23N or (38 4+1) \ 72h2
3N m\3N/2 N _(3N—2)/2
T or (3N 1) (27rh2) VNN e

otrzymujemy

10



Ostatecznie otrzymujemy gesto$é pozioméw energetycznych g(e) nazywane funkeja spektralng

3N m \3N/2
_ VN (BN=2)/2 _ /N (38N=2)/2 3.6
99 =5 (3 +1) (27rh2) ¢ avoe (3.6)

Majac powyzszy wynik latwo mozemy uzyskaé¢ funkcje spektralna dla pozioméw jednocza-
skowych (po prostu wstawiamy N=1)

m3/2V
g(e) = m\/g (3.7)

3.2 Entropia i temperatura

Zadanie 7 Obliczy¢ ciepto wlasciwe uktadu IV identycznych, nieoddzialujacych, kwantowych
oscylatoréw harmonicznych o czestosci w.

Rozwiazanie 7 Energia rozpatrywanego uktadu wynosi

N N
1 1 1
E:E ﬁw(vi—i—a)zaNﬁw—l—ﬁwE Ui=§th+th, (3.8)
i=1 i=1

gdzie M jest liczba wzbudzen, czyli liczba fononéw. Poniewaz energia drgan zerowych nie
zalezy od temperatury, to mozemy przyjac, ze energie wewnetrzna ukladu bedziemy obliczaé
wzgledem energii stanu podstawowego a nie minimum krzywej energii potencjalnej. Wowczas

E=Mho. (3.9)

Zalézmy chwilowo, ze rozpatrujemy uklad czterech oscylatorow z sze$cioma fononami, czyli
N =4 oraz M = 6. Ile jest sposobéw podzialu 6 fononéw miedzy 4 oscylatory?
Jedna z mozliwosci to

e 1 oscylator — 1 fonon
e 2 oscylator — 3 fonony
e 3 oscylator — 0 fononéw
e 4 oscylator — 2 fonony
co mozna zilustrowaé graficznie w nastepujacy sposéb

o e o000 e e ooO (3.10)

gdzie biale kule oznaczaja fonony, natomiast czarne kule rozdzielaja poszczegolne oscylatory.
Nasz problem redukuje si¢ do pytania, na ile sposobéw mozna wylosowaé 3 czarne kule. Jest
to pytanie o liczbe kombinacji 3 elementowych zbioru 9 elementowego. Takich kombinacji

jest oczywiscie
9
(3) : (3.11)

W przypadku ogélnym N oscylatoréw i M fonondéw liczba stanéw mikroskopowych wynosi

0= (M;]_Vll). (3.12)

Majac €2 mozemy wyznaczy¢ entropie uktadu
S(E,V,N)=kgInQ(E,V,N). (3.13)

Cieplo wlasciwe przy stalej objetosci otrzymamy ze wzoru
1 /0 T [0S 1 (OFE
ey = — 9Q - (= =— (= . (3.14)
N\OT ),y N\OT),N N\OT),y

11



Musimy zatem wyznaczy¢ energie E w funkcji temperatury. Zacznijmy od wyrazenia na

temperature
- (28} | (3.15)
98 )y N

stad

1 _ (o8 _ 0ln Q) e Oln QoM _ ks (0InQ (3.16)
T \0E),y "\OE ),y "\0M 0E),y hw\ oM ), 7

Obliczymy logarytm z ) stosujac przyblizona formule Stirlinga

Inn!~nlnn—n. (3.17)
Zatem
M+N-1 (M+ N -1)!
— — L —1)! — —1)! — | ~
an-ln( N1 )—ln B =In(M+N-1)!—In(N-1)!—InM! =~
~In(M+N)!—InN!'—InM! =~
~N(M+NI(M+N)—(M+N)—NInN+N-MIhM+ M=
=(M+N)In(M+N)—NInN—-MInM.
(3.18)
Teraz
In Q2
Oln® i((M+N)1n(M+N) ~ NN - MlnM) -
o om M+ N M . M+N (3:19)
=In(M+ N —InM—-— =1
nM AN+ gy M - =Ty
Stad
L +N
hw M+ N o E+ Nhw Nhw
=1 =1 =1 =In|14+ — 3.20
ksT M E "TTE . ( TE ) (3:20)
hw
Odwracamy te zaleznosé¢, aby wyznaczy¢ energie w funkcji temperatury
N hw hw
14+ —= — 3.21
) (3.21)
Nhw
FE=—r—— (3.22)
exp (&—“’T) -1
Mozemy wyznaczy¢ liczbe fononéw w funkcji temperatury
E N
exp (kB—‘“T) -1
oraz $rednia liczbe fononéw na jeden oscylator
M 1
=— (3.24)

N exp (&—‘”T) -1

Rozklad, ktory otrzymalidémy nazywany jest rozkladem Bosego—Einsteina.
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Pojemnos¢ cieplna uktadu dana jest wzorem

—hw
<8E> 8  Nhw ~Nhwexp (kBT) kp1?
v == = = = =
oT )y n  OT oy (1) _q fiw 2
p kT - _
( ) (exp (kBT) 1)

(3.25)

Jw
v (e VTP kT
= Nks (-7 - 1 5 -
(o (7))
Zatem cieplo wlasciwe przy stalej objetosé to
(i) o (57)
B\ 7+ XP\ 7.+
T
= — kT Ly (3.26)

(o0 (i) 1)

Zbadajmy zachowanie ciepla wlasciwego dla malych i duzych temperatur

= kg (3.27)

< fiw >2 1+ 24 +0(T7?)
kT N 2
B (kZ;_T + O(Tﬁ2))

hw

hw \? €XP ( kBT) hw \* fuw

11“1310 v TI’ILDO kB (kBT) hw 2 TIEIO kB (kBT) b ( kBT) 0 (3 8)
(= (5i7))

Mozemy naszkicowaé wykres ciepta wlasciwego w funkcji temperatury

lim ¢y = lim kp
T—oo T—o0

kg

Cv

Zadanie 8 Uklad A o energii E4 skontaktowano termicznie z ukladem B o energii Ep.
Udowodni¢, ze jezeli

aanA(EA) < 8anB(EB)
8EA 8EB
to energia przeplynie z uktadu A do ukladu B.

(3.29)
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Rozwigzanie 8 Liczba stanéw mikroskopowych realizujacych sytuacje makroskopowa, w
ktérej uktad A ma energie E4 natomiast uklad B ma energie EFp dana jest jako iloczyn
liczby stanéw mikroskopowych ukladéw A i B

Qap(Ea,Eg) = Qa(EA)QB(EB), (3.30)

oraz

1DQAB(EA,EB)ZIHQA(EA)—I—IHQB(EB), (331)

Zbadajmy co sie stanie gdy infinitezymalna ilos¢ ciepta d Q) przeptynie z uktadu A do uktadu
B. Liczba stanéw mikroskopowych catego uktadu wyniesie

Qap(Ea—dQ,Ep +dQ) =Qa(Ea —dQ)Qp(Ep +dQ). (3.32)
Zamiast badaé 245 wygodniej bedzie bada¢ logarytm tej wielkosci
IHQAB(EA —-dQ,Ep + JQ) = IHQA(EA — JQ) + IHQB(EB + JQ) . (3.33)

Poniewaz rozpatrujemy bardzo maly przekaz ciepta, to mozemy funkcje In{2 rozwinaé w
szereg Taylora zachowujac wyrazy co najwyzej linowe w d @

thAB(EA —dQ,Ep erQ) =

aanA(EA) +51nQB(EB)

=InQa(Ea) - 9E, dQ+InQp(Ep) OEp Q= (3.34)
B OnQp(Ep)  9nQ4(Ea)
= InQap(Ba, Bp) + ( OEs 0B, )9

7 warunkéw zadania wynika, ze wyraz w nawiasie mnozacy d @ jest dodatni, czyli
thAB(EAfd'Q,EBﬁLdLQ)>1nQAB(EA,EB), (3.35)

zatem

SAB(EAfd'Q,EBﬁLdLQ)>SAB(EA,EB). (3.36)

Widzimy, ze przekazowi ciepta w uktadu A do uktadu B towarzyszy wzrost entropii catkowitej,
stad wniosek, ze taki proces bedzie zachodzi¢ samorzutnie.

3.3 Uktady dwupoziomowe — Temperatury ujemne

Zadanie 9 Rozpatrzmy uklad N czastek o spinie 1/2 umieszczonych w zewnetrznym, jed-
norodnym polu magnetycznym B. Energia czastki w polu magnetycznym wynosi

1 1
E‘1:§B:€7 lub E2:—§B:—€7 (337)

w zaleznosci od orientacji spinu wzgledem pola B. Wyznaczy¢ energie w funkcji temper-
atury oraz entropi¢ w funkcji energii. Wyznaczyé¢ cieplo wlaéciwe przy stalej objetosci i
temperature, dla ktérej osigga ono maksimum.

Rozwiazanie 9 Wprowadzimy nastepujace oznaczenia
e N, — liczba czastek o spinie réwnolegltym do pola B
e N_ — liczba czastek o spinie antyrownolegltym do pola B

Oczywiscie N = Ny + N_.
E=(N_—-Nj)e=Me (3.38)

Funkcja gestosci standéw dana jest nastepujacym wyrazeniem

Q- (J]VV) - %}'V_' (3.39)
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Wyznaczmy jej jawna zaleznos¢ od energii

Ny+N_ = N
{ NIV 2 5 (340
stad
1 E 1 E
N_=—-|N+— Ni==-(N—-——]). 3.41
s(vZ), m—g(v-) (3.41)
ore ON 1 ON_ 1
Jr —
T _ - =, 42
OF 2¢’ OF 2¢ (342)
Teraz mozemy wyznaczy¢ temperature
1 Jdln Q) 0 0 9]
—=——=—IN'—-—IhN)——IhN_l=
keT  0E 0E  9E v 9B
0 0 1 1 1
=~ (Ne Ny = Ny ) = = (NoIN- = N ) = Ny o = ool N = - =
6E<+n+ )T er\ T e Mo TR 2
E
N - =
1 1 E 1 E 1 1. N
€ € € € NyZ € _
€
(3.43)
Stad
N+ N+ 2e
T - .44
N—-N, N_ eXp</<;BT> (3:44)
2e 2e
Ny(1 — =N — 3.45
(e (5) - e (55) (9
czyli
Ne?e/kBT Nee/kBT
Ny = 2¢/ksT  o—e/kpT | ge/kpT (3.46)
1+e /ks e~¢/kBT | ee/kn
Ne—e/kBT
N_=N-N; = o /RoT 1 gefhaT (3.47)
Energia uktadu
—G/kBT _ E/kBT Sinh _€
. _ . e e _ k5T _ €
E=¢N_—Ny)= Neeie/kBT i Neicosh o = —Netanh T (3.48)
Teraz wyznaczymy entropie uktadu
S=kglnQ=kpln ———— = NkgInN — N kgIn Ny — N_kgInN_ =
1 NJF!Né’! 1 E 1 E 1 E (3.49)
=NkgInN—=(N+—)kgln=-({N+— | —-=(N—-——)kgln=| N - —
2 € 2 € 2 € 2 €
Entropia stanu, w ktérym wszystkie spiny sa zgodne z polem magnetycznym wynosi
1 1
S(E:—Ne):nglnN—i(NnLN)k:Blng(NJrN):0, (3.50)
analogicznie
S(E=Ne)=0. (3.51)

Wyznaczamy maksimum entropii

1 N-E
05 1 _kny, c (3.52)
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stad
N_—E
€ —1 3.53
N+E (3.53)
czyli E = 0.

1

S(E:O):nglnN—NkBlnEN:NkBln2 (3.54)
Mozemy naszkicowaé wykres entropii w funkcji energii
NkgIn2
0
0
-Ne 0 Ne
E
oraz temperatury w funkcji energii
= 0
-Ne 0 Ne
E
Pozostaje jeszcze wyznaczy¢ ciepto wlasciwe uktadu
1 (OF 1 —€ e \° 9 €
YN (aT)v 6cosh2( ; ) kpT? <kBT> “ (kBT)
kel (3.55)
4 AEN?  eAB/keT
— k ,
(28

i (7)
=kp kT (ee/kBT+676/kBT)2 = ~B

gdzie AE = 2¢ jest réznica energii standéw + i —, czyli energia wzbudzenia.
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Cv

T

Taka postaé ciepta wlasciwego nazywana jest cieptem Schottky’ego. Widzimy, Ze osigga ono
maksimum dla pewnej temperatury. Wyznaczamy polozenie tego maksimum

ey ()2 of € e \° s € ) € €
0=2Y = o W2 () 2k [ — b3 (= Ysinh [ ) -5 =
oT kT3 et ) T2 T ) O ksl ) " \kpT ) kpT?

i &
=2 ()® c Smh(kBT) —1 | cosh™2 (—E ) ,

- TkeT? \ kT kgT
B B+ cosh (kéT) B
(3.56)
stad otrzymujemy nastepujace réwnanie niealgebraiczne
e kBT
tanh | — | = —, 3.57
o (kBT> c (3:57)
ktérego rozwiazanie numeryczne to
€
— =1.2. 3.58
T (3.58)
Czyli ciepto wlasciwe osiaga maksimum dla temperatury
€ AFE
T = = ) .
1.2kg  2.4kp (3:59)
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Rozdziatl 4

Rozklad kanoniczny Gibbsa

4.1 Molekularne funkcje podziatu

Zadanie 10 Obliczy¢ kanoniczna sume statystyczna (funkcje podzialu), energie swobodna i

ciepto wlasciwe dla rotatora sztywnego

Rozwiazanie 10 Energie rotatora sztywnego dane sa nastepujacym wzorem

hQ
Ejpm = ZJ(JJr 1).

Degeneracja kazdego poziomu wynosi

gr=2J+1.
Obliczamy funkcje podziatu
g =3 (27 + e T 23 (27 4 1) FIUHD,
J=1 J=1

gdzie wprowadziliSmy wielko$¢ nazywana charakterystyczna temperatura rotacji
h2
0, = .
21kp

Dla T >> 0, sume w wyrazeniu na funkcje podzialyu mozemy zastapi¢ przez catke

q= / 2]+ 1)e= T/ = [z = J(J +1)| = / ze~ Trdy =
0 0
T e, T 2IkgT
0, ~0
0
Enerigia swobodna na jedna czatke wynosi
f=—-ksTlngq,
natomiast enrgia wewnetrzna na jedna czastke to (vide nastepne zadanie)
dlng 1
= kgT? =kpT?= = kgT.
U B T Bl B

ostatecznie ciepto wlasciwe wynosi

ou
v = (a—T>V’“B'

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Otrzymalismy wysokotemperaturowa postac ciepta wisciwego ukltadu nieoddzialujacych ro-
tatoréw sztywnych. Widzimy, ze wyznaczone przez nas cy nie zalezy od temperatury, jest
to efekt zastosowanych przyblizen przy obliczniu funkcji podzialu. W nastepnym zadaniu
postaramy sie nieco doktadniej obliczy¢ sume statystyczna, co pozwoli nam uzyskac ciekawsza,
zaleznosé ciepla wlasciwego od temeratury (choé nadal w rezymie wysokich temperatur). —
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Zadanie 11 Korzystajac ze wzoru Eulera-MacLaurena znalezé rozwiniecie wysokotemper-
aturowe dla rotacyjnej funkcji podziatu. Wyznaczy¢ rotacyjne cieplo wlasciwe przy stalej

objetosci.

Rozwiazanie 11 Funkcja podziatu dla pojedynczego rotatora dana jest wzorem

o0

Qrot = ZgjeE;Ot = Z(2J+ 1)6 zszTJ(J-H)
= J=0

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia

6, = - o
" ok YT T
zatem -
Qrot = Z(2J+ 1)6704J(J+1) .
J=0

Wzér Eulera—MacLaurena na postaé

1

~ /000 fn)dn + %f(()) — %f’(()) + 7—f”’(0).

20
W naszym przypadku
F(I) = (2 + Dem@TH1
stad

Grot = /0 (2J—‘r 1)e_aJ(J+1)dJ + §f(0) — Ef/( )+ 7_20f///( )

Obliczamy kolejne wyrazy
f0)=1

d
/ aJ(J+1) 2 —aJ(J+1)
f(O)——Jf(J)‘ f(Qe —a(2J+1)% ).] Of2foz

d
" _ —aJ(J+1) _ —aJ(J+1)
AR (V) —ngf(J)‘J:O i ( 200(2J + 1)e 4027 + 1)e T

o (2J + 1)36_°‘J(J+1))
J=0

d
(6a(2g + 1)e I+ 4 a2(2] + 1))

dJ J=0
= (—12046_0“](‘”'1) +602(2J 4+ 1)2e~ U+ L 602(20 4 1)2e~/ U+ 4
—a?(2J + 1)46*“-“-”1))] = —12a + 1202 — a® = —12a 4+ O(a?)
=0

Pozostaje jeszcze catka

/ (2] +1)e~UNAT = |t = J(J + 1), dt = (2] +1)dJ
0

Ostatecznie

1
drot = +

1 1 « 1 1 « 9
5 6+E*%+O( ) a+§+1—5+0(a)

Podstawiajac jawna posta¢ a otrzymujemy

T 16, 102
qrotzo—(u + L0 o )).

3T 1572

e 1
= / e~ Mdt = —.
O a

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Aby wyznaczyé ciepto wladciwe przy stalej objetoéci musimy wyznaczy¢ najpierw $rednig
energie wewnetrzng na jeden rotator. Majac molekularna funkcje podziatu gror mozemy

wyznaczy¢ rotacyjna energie swobodna Helmholtza na jedng molekute. Poniewaz

F=—kpThQ,

19
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to
frot = *kBT In drot - (422)

7 termodynamiki fenomenologicznej wiemy, ze

dF = —SdT" — pdV + pdN (4.23)
zatem OF
T — =T85. (4.24)
oT VN

Ale 7z drugiej strony

oF olnQ oln@Q
-T (= = kTl T =_F T2 —= 4.2
(aT)V,N FeT @+ by (aT)V,N whot (% )V,N (425)

Poréwnujac oba te wzory otrzymujemy

kgT? <M) =TS+F=U. (4.26)
or V,N

Czyli srednia energia wewnetrzna molekuly wynikajaca z rotacji to

alnqrot
vot = kpT? | —=22 ) . 4.2
o = k7 (252 (1.27)
Rozwijamy logarytm sumy statystycznej wokél T/6, (In(1+z) =z — $a? + 12% — ...)

T 16 1 62 T 16 16?2
Ingo=In|—(1+==4+—=—+0T )| =lh—+h|(l+=—=+—=L4+0T73)) =
0. ¢rot n[er(+3T+15T2+ ( ))] n9T+n(+3T+15T2+ ( ))

T 16 162 1167 T 10 1 62

—In—4-— 4+ —L L L OT ) =In—4 -~ + ——L L+ O(T?).
N t37T Tp7e e TOU ) =gt st e O
(4.28)
Zatem
1 16 1 62 ) 62 1
vot =kpT? (= — =% — = 4+ O(T%) ) = NkgT — Nkg— — Nkg—=— + O(T™?).
ot = 1B (T 572 a5 T Ol )) B 53 b5 OO0
(4.29)
Cieplo wlasciwe (rotacyjne) dane jest wyrazeniem
ou kg 62
rot rot B Up _3
_ - ZB T-3). 4.30
¢ or Mt T (4.30)

Zadanie 12 Obliczy¢ funkcje podziatu dla oscylatora harmonicznego. Wyznaczy¢ cieplto
wlasciwe.

Rozwiazanie 12 Energie oscylatora harmonicznego wyrazaja sie wzorem

1

E, =hw <n + 5) , (4.31)

zatem funkcja podzialu jest réwna

= [ (1 = ev/?
— — — _I/Q I — 432
. nz_oexp{kBT(nw)] I (4.32)
gdzie wprowadziliSmy oznaczenia
0 hw

=2 f,=—. 4.33
€ T ? kB ( )



Obliczamy teraz energie wewnetrzna

dlngq hw Olng dlng
— knT? — —knT? = —hw 4.34
7y BT kel ox ox (4.34)
a nastepnie ciepto wladciwe
ou hw 9%*Ing ,0%Ing 5 02 x e
ov = (8_T) = g = ke = ket g (— — (1) =

- . (4.35)

=—k xQé c =—k zQQ L — kpa?—

B 01— e BT drer —1 B (e — 1)

Otrzmymujemy wynik identyczny z uzyskanym w ramach rozkladu mikrokanonicznego. W
granicy T'— 0 (tj. * — 00) cieplo wladciwe zachowuje sie jak

cy ~ kpale™®, (4.36)
natomist dla T'— oo (tj. z — 0)
Cy ~~ kB . (437)
4.2 Model Isinga
Rozpatrujemy jednowymiarowa sie¢ N spinéw s; = £1,¢=1,..., N w polu magnetycznym

H. Zaktadamy, ze spiny oddzialuja z polem H oraz ze swoimi najblizszymi sgsiadami, tj.
spin s; oddzialuje jedynie ze spinem s;4+; oraz s;—;. Hamiltonian dla takiego ukladu ma
postaé

N
H({si}) = —Hpupo Z s; — Jp? Z 8iS; . (4.38)
=1 (i,4)

Wprowadzamy oznaczenia
—H({si})=—-PH({s:}) =B Zsl +K Z $iSj, (4.39)

czyli
B = BHpuug, K =p3Ju%. (4.40)
Przyjmiemy zalozenie o periodycznych warunkach brzegowych, tj. syt+1 = si. Mozna to

sobie wyobrazi¢ w ten sposob, ze spiny sa rozmieszczone nie wzdluz prostej ale na okregu.
Obliczamy kanoniczna sume statystyczna

QIT,HN)= > > - Y exp BZSZ+KZSZSJ =

S1= :I:lsz :I:l So= :I:l

N
_Zexp BZsz—i—KZszsj Zexp( Zsl+8i+1)+KZSiSi+1>
{s:} i=1 i=1

(4.41)

Zauwazmy brak czynnika N! w sumie statystycznej, jest to zwiazane z ustalong lokalizacja
spinéw.
Zdefiniujmy nastepujaca pomocnicza wielkosé

B
L(si,sj) = exp <5(sz + ;) + Ksisj> . (4.42)
Sa to elementy macierzy 2 x 2
K+B  —K
L= < e~ K eK-B (4.43)
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Mozemy teraz zapisaé sume statystycznag w nastepujacej postaci

Q= Z Z Z L(s1,52)L(s2,53)...L(sn,51) - (4.44)

51::‘:1 52::t1 52::t1

Zauwazmy, ze

> L(s1,s2)L(s2,53) = L*(s1, 83) , (4.45)
so==+1
zatem
Q= > LN(s1,s1) =TrLY =\ + A, (4.46)
51::‘:1

gdzie A1, Ay to wartoéci wlasne macierzy L. Wyznaczymy teraz te wartosci wlasne.

€K+B -\ e—K ‘

-K K-B _\ | T (€= A) (7P =) — e =

e

=e2K 4 N2 - )\(eK+B JreK_B) —e 2K =2 —9ef coshB+e?K —e 2K =0

(4.47)

Zatem

A = 4¢*X cosh® B—4 (2K — e72K) = 4e* (cosh® B — 1) +4e ™25 = 4 (e*F sinh® B + e 2K)
(4.48)
Czyli

A1 = e cosh B + \/€2K sinh? B + e—2K
Ao = e cosh B — \/€2K sinh? B + e—2K

(4.49)

Wyznaczmy energie swobodna Gibbsa (entalpie swobodna) oraz magnetyzacje (moment mag-
netyczny) na jedna czastke. Magnetyzacje definiujemy jako

N N
M = <MMOZS¢> - % YN s = k:BTa% InQ(T, H,N). (4.50)
=1

(s} i=1

7 drugiej strony, z termodynamiki fenomenologicznej wiemy, ze energia wewnetrzna magne-
tyka dana jest wzorem
US,M,N)=TS+MH + uN , (4.51)

a rozniczka energii wewnetrznej, to
dU =TdS + HdM + udN . (4.52)

Energie swobodna Gibbsa dla magnetyka definiuje si¢ jako

GT,HN)=U-TS—-MH, (4.53)
zatem
dG = —SdT' — MdH + pdN . (4.54)
Stad
M= (29} (4.55)
OH )
Poréwnujac obydwa wyrazenia na magnetyzacje dochodzimy do wnioski, ze
G(T,M,N)=—kgTlnQ(T,H,N). (4.56)
A\
G(T,H,N) = —kgTInQ(T,H,N) = —kgTIn (A} + \Y) = —kgTIn [A) <1 + (A—Q) )] =
1

= —kpTNInA; — kgTIn

M\ Y
1 _Z
+(A1)
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Aby pozby¢ sie wplywu efektéw brzegowych przejdziemy do granicy termodynamicznej

G
(T, H) = lim (N) — kpTln), (4.58)
czyli
g(T, H) = —kpTIn (eK cosh B + Ve sinh® B + ¢~ . (4.59)

Magnetyzacja na jedna czastke dana jest wzorem

(22 wo

Obliczmy najpierw

( dg ) . TeK sinh B + % (e2K sinh? B + e_QK)_l/z 2sinh B cosh Be2¥
— | =—kB
OB ) r eK cosh B + \/€2K sinh? B + e—2K

e sinh B (eK cosh B + \/@2K sinh? B + e_QK)

B _ @6
(eK cosh B + \/€2K sinh? B + e*QK) \/€2K sinh? B + e—2K
kT e sinh B ,
\/€2K sinh? B + e—2K
teraz
oo (99N _ (00 (9B _, . KewhB o _
0H ) 0B ) \0H ), \/@2K sinh? B + e—2K ksT

4.62
eX sinh B ( )

\/€2K sinh? B + e—2K

Rozpatrzmy teraz dwa przej$cia graniczne. W pierwszy przypadku najpierw przejdziemy z
polem magnetycznym do zera a nastepnie z temperatura do zera, wowczas

= Ko

lim im m(T,H)=0. (4.63)
T—0H—0
W drugim przypadku najpierw z temperatura przejdziemy do zera a nastepnie z polem mag-
netycznym

lim li T, H) =+ . 4.64
Jim, lim m(T, H) = £pp0 (4.64)

Widzimy, ze dla niezerowych temperatur rozpatrywany uklad jest paramagnetykiem (nie
posiada trwalej magnetyzacji), natomiast w temperaturze zera bezwzglednego staje sie fer-
romagnetykiem (posiada niezerowa magnetyzacje przy zerowym polu magnetycznym).

HHo —

-HHo
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4.3 Reakcje chemiczne

Rozpatrzmy nastepujaca reakcje chemiczna
naA+ngB+...—=nxX +nyY +... (465)

Liczby molekut poszczegdlnych reagentéw N4, Np,...,Nx,Ny,... sa ze soba powiazane
poprzez zasade zachowania liczby atoméw, zatem rozpatrywany problem jest jednowymiaro-
wy. W prowadzamy parametr postepu reakcji ¢ taki, ze

Nk = Ny + Cnx (4.66)
gdzie
Nk = Nk, dla K:A,B,... (467)
NK = +NK, dla K=X)Y,... ’

Dla reakcji zachodzacych w fazie gazowej mozemy w pierwszym przyblizeniu zaniedbaé¢ wktad
do sumy statystycznej pochodzacy od oddzialywania miedzy reagentami, a wowczas

Q=]]x. (4.68)
K
gdzie
e
= ) 4.
Rk Nl (4.69)
Warunek réwnowagi dla proceséow izotermiczno-izochorycznych ma postaé
dF
— =0. 4.70
Cazyli
dF OF dNg OF
dc ; ONg dC ;"K ONK (4.71)

Energia swobodna dana jest jako

N
F=-ksThQ=kTh][[Qr= kT Q= ’kBTZIH?VL_L' —
L L L ’

= —kgT Y (Nplng, —InNp!) = —kgT» (Nplng, — NoIn Ny + Np) )
L L
stad
£V—FK = —kpT (Ingx —In Ni) = —ksTIn ]‘IV—I; . (4.73)
Podstawiajac to do warunku na réwnowage uktadu otrzymujemy
—kBT;nK ln;i]—lj( =0, (4.74)

co mozna przepisa¢ do postaci
nK
aK
| —_— =0 4.75

czyli

I (qu_f;)w 1 (4.76)

K

Powyzszy warunek mozemy zapisaé¢ jako

[Tax =T~V (4.77)
K

K
———
Kn(T)
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gdzie Kn(T) jest iloSciowa stala réwnowagi reakeji. Zatem w stanie réwnowagi
Kn(T) =[] ai - (4.78)
K

Powyzszy wzoér pozwala obliczaé iloSciowe state reakcji chemicznych. W przypadku proceséw
zachodzacych w fazie gazowej zazwyczaj interesuje nas ci$nieniowa stata rownowagi

K, (1) = [ - (4.79)

Zakladajac, ze spelnione jest rownanie stanu dla gazu doskonalego mozemy zapisaé

NgksT
pK = —KVB : (4.80)
czyli
kpT ) 25 7
K,(T) = Kn(T) (BT) : (4.81)
Zadanie 13 Obliczy¢ cisnieniowa stala réwnowagi dla reakcji
Hs + Dy — 2HD (4.82)
Rozwigzanie 13 Cisnieniowa stala réwnowagi to
NppkpT\?2
K, = Pao _ (V) Nip _ dip = Ky (4.83)
? PH>DPD, WW Nu,Np, 4H,4D;

Poniewaz funkcja podziatu si¢ faktoryzuje
G = a4y 4, q5" (4.84)
to stata rownowagi tez bedzie iloczynem
K,(T) = K" (T)K;°(T)K™(T). (4.85)

Postaci kazdej z potrzebnych funkcji podzialu znamy. Zaczynamy od wktadu translacyjnego

1%
¢ = (27 M, kpT)>/? . (4.86)
Zatem )
tr M3
Ki'(T) = (@rip)” _ _ Mip (4.87)

gl g, M MY?

Teraz wklad rotacyjny

T
ot = —— | (4.88)
70
gdzie
Ui 4.89
0, = ——, .
2k pr? ( )

natomiast v jest réwna 1 lub 2 w zalezno$ci od symetrii przestrzennej molekuly (1 — dla
molekul heterojadrowych, 2 — dla molekul homojadrowych).

2 2
9 T ) 4< My Mp )
KTo(T) (4h)” _ (95113 _ 443 _ “\Mu+Mp)  16MpMp S1. 0 (4.90)
p qrotqrot T T WH, LD 1\/112_1 M2D M2 : :
H23D2  9pH2 9gD2 22 2Mu 2Mp HD

Pozostaje jeszcze wklad wibracyjny. Oscylacyjna funkcja podzialu ma postaé

Do/ksT
vib e’
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Rozpatrzymy dwa przypadki — wysokich i niskich temperatur. Dla duzych temperatur
(kT >> hv) funkcje podzialu mozemy zapisaé jako

- kT
vib — B Do/kBT 4 92
q € : (4.92)
wowczas
vib \2
Km'b(T) _ (qHD) _ VH,VD, e(2D1p—Dry—Dpy)/(ksT) _ VH,VD, e~ AE/keT (4.93)
p vib ,vib 2 2 ’ .
4y, 4p, Vap Vup
gdzie
AE =2FEyp — Eny, — Ep, = —2Dyp + Dy, + Dp, (4.94)
jest energia reakcji. Jezeli kT >> AFE (wysokie temperatury), to eAE/kBT ~ 1 1 woéwezas
v VH,VD,
KX T) = 5 (4.95)
HD
Czestosc¢ oscylacji dana jest jako
1 [k
V=] —. (4.96)
2\ p
Przyjmujac, ze stala silowa k jest taka sama dla wszystkich reagentéw otrzymujemy
MHmD
. "M VMg M
Koy =20 Mup _oVEHYD g (4.97)
VHH, 1D, 1.1 Mup
—Mpg-Mp
2 2
Cala stala réwnowagi, dla wysokich temperatur jest réwna
M3, 16MyMp 2M M }?
K,(T) = 3/2HD3/2 I; 2D 4 (4.98)
My, Mp, M p Mup
PrzejdZmy teraz do przypadku niskotemperaturowego (kT << hv)
Do/ksT
vib € ~ Do/ksT
q'"’ = [ ket ero/BL (4.99)
~——
~0
czyli
( vib )2
Kvib(T) _ 4HD — ¢(2Dup—Duy—Dp,)/(ksT) _ ,—AE/kT (4 100)
p vib ,vib :
q5,49D,
Energie reakcji mozemy zapisaé¢ jako
1 1 1
AFE = DH2 + [)D2 - 2DHD = De - §hl/H2 + De - §hyD2 - 2De + 2§hl/HD =
1 1 (4.101)
=h (VHD — §VH2 - §VD2) )

gdzie przez D, oznaczyliSmy energie oddzialywania, taka sama dla wszystkich reagentow.
Znamy wartosé¢ energii dysocjacji molekuly Hs

hI/H2

= 6215K (4.102)
B

mozemy zatem wyznaczy¢ energie dla pozostalych czasteczek

vp, = MHZV _ 1 v
Do — Hy — —=VH,

HD 2

’ V2 (4.103)
vip = 22y, = QVH

l,l/HD 2 2 2



Czyli

V3 o1 1 2v3-2—-2
stad
AFE
— ~ T8K. (4.105)
kp

Ostatecznie catkowita stala rownowagi dla niskich temperatur jest réwna

Mpp  16MuMp s

3/2 4 ;3/2 2
MH2 MD2 Mip

K;D(T) =

(4.106)

Podstawiajac Mp = 2Mp otrzymujemy

33 16-1-2 —78/T 3-32 —78/T —78/T —78/T

4.4 Krysztaly

Rozpatrujemy krysztal ztozony z N atomoéw. Uklad jako calo$¢ nie rotuje ani nie porusza sie
translacyjnie, pozostaja jednak drgania wewnetrzne, ktorych bedzie SN —6 ~ 3N. Kazdemu
z drgan normalnych odpowiada czestosé w;. Suma statystyczna dla takiego uktadu, w przy-
blizeniu harmonicznym, dana jest wzorem

nge—ﬂ’sz i i exp{—ﬁ[ﬁwl (n1+%)+---+m3N (n3N+%)H=

n1=0 nyn=0
3N oo 1
=1 niZO
(4.108)
Obliczmy jedna sume
- 1 _ —Bhw/2 - —Bhwn _ _—Bhw/2 - —Bhw\™ __ eiﬁhw/2
T;)exp —Bhw n—i—i =e ;e =e ;(e ) i p—:T
(4.109)

Czyli
3N e—ﬁﬁwz'/Q

Q=]] Qe (4.110)
=1

Srednia energia krysztaltu to

omQ\ X o /1 aho X1 huwe Pl
B == (%57) = g (gt - mi -0 = 32 (g 12 )

=1 k=i

3N 3N
1 hwi
=gt t Y
1= =1

(4.111)

Pierwszy wyraz jest suma drgan zerowych i nie zalezy od temperatury. Mozemy sie wiec
umoéwic, ze energie krysztalu bedziemy obliczaé¢ wzgledem podstawowego stanu oscylacyjnego,
a nie wzgledem minimum energii potencjalnej, wéwczas

3N
hew;
B(T) =) —rmr (4.112)
=1
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Model Einsteina

W modelu Einsteina zaktadamy, ze wszystkie drgania maja ta sama czestosé, czyli
Wi = WE . (4.113)

Woéwezas
3NhwE

B(T) = ehwp/keT _ |-

(4.114)
Majac energie wewnetrzng mozemy wyznaczy¢ pojemnosé cieplna uktadu

hwp 2 ewe/ksT
kBT) (ehwE/kBT _ 1)

oE

CV:a_T

= 3Nkp ( > = 3Nkgfz (@) , (4.115)

kT

gdzie fr nazywane jest funkcja Einsteina

x

e
fe(z) = 2> —— 4.116
p@) =o' (4.116)
Model Debye’a
Tak jak poprzednio $rednia energia krysztalu jest dana nastepujacym wyrazeniem
3N
Tiw;

B(T) =) —oimr 1 (4.117)

i=1

Przyjmiemy, jednak, ze mamy do czynienia z kwaziciagltym rozktadem czestosci drgan. Po-
zwoli nam to na zastapienie sumowania po dyskretnych wartoéciach w przez caltkowanie po
widmie cigglym

3N
fiw; *© glw)hw
Z ehwi/ksT _ | - /O de, (4.118)

gdzie przez g(w) oznaczylidmy funkcje opisujaca rozklad czestosci drgan wlasnych krysztatu.
Zauwazmy, ze przyjmujac
g(w) =3N§(w — wg) (4.119)

otrzymamy model Einsteina.Postaramy si¢ teraz wyprowadzi¢ bardziej realistyczny model.
Funkcja g(w) nazywa si¢ funkcja spektralng i w ogélnosci jej obliczanie nie jest zadaniem
tatwym, dlatego w dalszej czedci naszej dyskusji przyjmiemy pewne zalozenia upraszczajace.
Potraktujemy drgania krysztalu o matych czesto$ciach w sposéb klasyczny. W celu wyz-
naczenia funkcji spektralnej rozpatrzymy sze$cienny osrodek ciagly o nieruchomych sciankach
i dhugosci boku L. Drgania tego o$rodka beda modelowaé¢ drgania krysztalu. Z réwnan
mechaniki osrodkéw ciaglych mozna wyprowadzi¢ nastepujace réwnanie falowe opisujace dr-
gania materii

1 62
c? ot?
gdzie f(r,t) jest funkcja opisujaca wychylenie w punkcie r w chwili czasu ¢, natomiast ¢ jest
predkoscig rozchodzenia sie drgan, czyli predkoécia dzwicku. Zaczniemy od odseparowania
zalezno$ci czasowej

Af(r,t) — F(r,t) =0, (4.120)

flr,t) =(r)o(t). (4.121)
Podstawiajac powyzsza posta¢ do rownania falowego otrzymujemy
1 d?
A = —=— . 4.122
9(r) = 5500 (1122)

Lewa strona powyzszej réwnosci zalezy tylko od wspélrzednych przestrzennych, natomiast
cze$é prawa zalezy jedynie od czasu. Stad wniosek, ze aby byly one sobie réwne, to obie
musza by¢ réwne pewnej staltej, ktéra oznaczymy 7. Dostajemy woéwczas dwa rownania

Arp(r) = ny(r), (4.123)
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d2

et = ne(t) . (4.124)
Pierwsze z tych réwnan jest formalnie identyczne z rownaniem Schrodingera dla czastki w
3-wymiarowym pudle potencjalu. Ponadto réwniez zalozone przez nas warunki brzegowe
(sztywnosci brzegéw osrodka) sa identyczne z warunkami brzegowymi naktadanymi na funkcje
falowa na brzegach pudla potencjalu. Mozemy zatem od razu wypisaé postaé funkcji

P(r) =¢Y(z,y, 2) = Asin(kyx) sin(kyy) sin(k. 2) , (4.125)

gdzie k; spelniaja nastepujace warunki

ki = 7T£Li s dla n; € N+ . (4126)

Wystarczy rozpatrywaé dodatnie wartosci n;, poniewaz wartosciom ujemnym odpowiadaja
te same drgania o$rodka tylko o przeciwnym znaku amplitudy. Rowniez rownanie na funkcje
¢(t) jest formalnie identyczne z réwnaniem dla czastki w pudle potencjalu, zatem jego roz-
wiazanie ma postaé

¢(t) = Bsin(wt) + C cos(wt) (4.127)

Wystarczy jesli w dalszych rozwazaniach uwzglednimy tylko pierwszy wyraz, poniewaz drugi
opisuje te same drgania tylko z amplituda przesunieta w czasie. Ostatecznie funkcja f(r, 1)
ma nastepujaca postaé

f(r,t) = Asin(k,x) sin(k,y) sin(k, z) sin(wt) . (4.128)
Wstawiajac powyzsza posta¢ f do réwnania falowego otrzymujemy zwiazek dyspersyjny
miedzy czestoécia w a wektorem falowym k.
2 2 2, W
—ky —ky —k; + l =0, (4.129)
stad
w? = k. (4.130)
Podstawiajac warunki na sktadowe wektora falowego do zwiazku dyspersyjnego otrzymujemy

2 2

w 2 2 2 T 2 2 2
Stad
2 mc? 2 2 2
W= (n2 +ny +n?) (4.132)

Kazdy ,sta” oscylacyjny (mod drgan oérodka) jest scharakteryzowany przez tréjke dodatnich
liczb naturalnych (ng,ny,n.). Jezeli dlugo$é fali A jest znacznie mniejsza od rozmiaréw
o$rodka L, to liczby n; sa duze a zalezno$¢ czestosci w od tych liczb jest kwaziciagta. Mozemy
w takim wypadku zadaé¢ pytanie o liczbe drgan o czestosci z przedzialu od w do w + dw.
Wprowadzmy wielkos¢

R* =n} +n] +n2, (4.133)
wowczas
2 mc? 2
W= R, (4.134)

a liczba drgan z przedziatu [w, w+dw] jest réwna 1/8 objetosci warstwy sferycznej o promieniu
R i grubosci dR, czyli

g(w)dw = é47rR2dR = %wRZdR. (4.135)

Podstawiajac
R? = % : dR = %dw (4.136)

otrzymujemy
g(w)dw = %ﬁ% %dw = ;;—;;dw, (4.137)
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gdzie V = L? jest objetoscia osrodka.

W osérodku 3-wymiarowym mam do czynienia z dwoma rodzajami drgan. Z drganiami Sciska-
jacymi, odpowiadajacymi falom podluznym, oraz z drganiami skrecajacymi odpowiadajacymi
drganiom poprzecznym. Obu tym rodzajom drgan oérodka materialnego odpowiadaja inne
wartosci predkosci rozchodzenia sig fali dzwigkowej — ¢; dla drgan podtuznych i ¢; dla drgan
poprzecznych. Zazwyczaj ¢; > ¢; co wynika z faktu, ze latwiej jest skrecaé¢ osrodek niz go
Sciskaé¢. Dodatkowo musimy jeszcze uwzglednié, ze drgania poprzeczne sg dwukrotnie zdegen-
erowane — wystepuja dwa liniowo niezalezne wektory polaryzacji. Ostatecznie otrzymujemy
nastepujaca postaé¢ funkcji spektralnej

Vw2 /(1 2
= [+ ) = Au?. 4.138
g(w) on2 (clg + C?) w ( )

Debye przyja¢ w swoim modelu, ze czestosci drgan krysztalu sg ograniczone z gory przez
pewna czesto$¢ maksymalna wp i ze funkcja spektralna dla w < wp ma taka postaé jak
wlasnie przez nas wyprowadzona funkcja spektralna oérodka ciagtego

B Aw? | w<uwp
g(w) = { 0 | w>wp (4.139)

Wartos¢ maksymalna czesto$¢ wp wyznaczamy z warunku zakladajac, ze calkowita liczba
drgan w uktadzie ma by¢ réwna liczbie wewnetrznych stopni swobody

7] wp
/ g(w)dw = A/ w?dw = 3N, (4.140)
0 0
stad
ON 1/3
Majac funkcje spektralng mozemy obliczy¢ érednia energie krysztalu
[T hwg(w) B wb w3 |
E(T) = /0 ThlheT 1 ldw = Ah/o ThalheT 1 1dw = |z = el
- (4.142)
kpT p/T g3
=Ah| — / dz
h 0 et —1
. hwp .
gdzie Op = T nazywane jest temperatura Debye’a.
B
Przepiszemy jeszcze otrzymany wynik do nieco bardziej eleganckiej postaci
T
E(T)=3NksgTfp R (4.143)
D
gdzie fp(t) jest nazywane funkcja Debye’a i jest zdefiniowane nastepujacym wzorem
3 [ a8
t) == dx . 4.144
folt) = 5 | e (1144)

Dla temperatur duzo mniejszych od temperatury Debye’a (T’ << 6p) mozemy gdérna granice
calkowania przesunaé do nieskoniczonosci i wykonaé catkowanie w funkcji Debye’a (vide uzu-
pelnienie matematyczna na konicu rozdzialu 5)

T\ [* a° 3Nk
E(T') = 3NkgT fp(oo) = INkgT <9—) / = -do = 59?7T T4 =oT*.  (4.145)
D o € D
s
15

Otrzymujemy taka sama zalezno$é¢ energii od temperatury jak w prawie Stefana-Boltzmanna
dla ciala doskonale czarnego. Zbiezno$é¢ ta nie jest przypadkowa. Wyprowadzajac prawo
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Stefana-Boltzmanna rozpatruje sie drgania pola elektromagnetycznego we wnece, lub inaczej
moéwiac gaz fotonéw. W naszym przypadku natomiast rozpatrywaliémy drgania materii w
krysztale, lub inaczej méwiac gaz fonondéw. Zatem w obu przypadkach mamy do czynienia z

uktadem nieoddzialujacych bozonéw.

Niskotemperaturowa pojemnos¢ cieplna krysztalu Debye’a wyrazaé sie bedzie nastepujacym

wzorem

E 12N kgt
oy = (2E = VRS s yn
T )y v 563,

Mozemy tez wyznaczy¢ entropie

T / T
S(T) = / VT e — / DT2AT' = SbT% = 2Cy(T).
o T 0 3 3

Rozpatrzmy jeszcze przypadek wysokotemperaturowy (T' >> 0p). Teraz

T 3 p0p)T 3 INkpT? 6p/T
E(T) = 3NEkgT (9_) / z-r dx ~ B / 22dr =
0 € 0

D —1 0%
INEkgT*1 [0p\°
= 2B~ (22} — 3NkgT.
03, 3<T SN kp

Stad pojemnos¢ cieplna dla bardzo wysokich temperatur zdaza do

Cv =3Nkg.
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Rozdzial 5

Wielki rozklad kanoniczny

5.1 Statystyki kwantowe

Rozpatrzmy gaz doskonaly zlozony z N czastek zamkniety w szesciennym pudle o liniowym
rozmiarze L. Z rozwiazania réwnania Schrodingera (z peridycznym warunkiem brzegowym)
otrzymujemy nastepujace wyrazenie na energie poziméw jednoczastkowych

2120, 9 9
€k = €ngny,n. = mL2 (nz + Ty + nz) ) (51)
gdzie m jest masa czastki, a liczby kwantowe n, , ., = 0,£1,£2 ... Energia caloSci wynosi

oczywiscie

E= anek , (5.2)
k

gdzie przez ni oznaczylidémy liczbe obsadzen k-tego poziomu jednoczastkowego. Oczywiscie
musi zachodzié¢ nastepujaca réwnosé

N=Y . (53)
k
W zaleznoéci od tego czy rozpatrujemy gaz femionéw czy bozonéw liczby obsadzen moga
przyjmowaé inne wartosci
e dla bozonéw ny € {0,1,2,...}
e dla femionéw ng € {0,1}

Obliczmy teraz wielka kanoniczng sume statystyczna dla obu tych przypadkdow
- = 1
E(T, Vi)=Y Y exp (—kB—T(Ei(N) — uN)) : (5.4)

Gdzie przez F;(N) oznaczyliémy energie i-tego stanu kwantowego ukladu zlozonego z N
czastek. Jedli zdefinujemy aktywnosé jako

z=et/ksT (5.5)
to wyrazenie na sume statystyczng mozemy przepisa¢ w nastepujacej postaci

E(T,V,p) = Z > Ne BN /ks T (5.6)

N=0 1

Podstawimy teraz otrzymane wczeéniej wyrazenia na N oraz F;(N)

2(T,V, 1) = Z Y T exp( Zg:j’iek) , (5.7)

N=0{n;}
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gdzie prim nad drugim znakiem sumy oznacza, ze sumowanie obejmuje tylko takie zestawy
{ny}, ktére spetniaja warunekj ), np = N. Dalej mozemy zapisaé

E(T,V,p) = ZZ/ZMH< —ek/kBT)" Yy H( _Gk/kBT)nk

N=0{n;} ni n2

(5.8)
— H (Z (zeek/kBT)nk> .
k Nk
W przypadku gazu bozonéw ni = 0,1,2,..., wiec suma szergu z powyzszego wyrazenia
wynosi
Z (zeiﬁk/kBT)nk = 1 ) (5.9)
=0 1 —exp ( o (e — u))
zatem 1
(T, V, p) = (5.10)

K 1—exp (—@%(ek - H))

W przypadku gazu fermionéw ng = 0,1, wiec

=T,V =[] <1 + exp ( k;T (e — u)>> : (5.11)

k

Majac wielka kanoniczna sume statystyczna mozemy obliczy¢ srednia liczbe czastek obsadza-
jacych k-ty poziom jednoczastkowy

o
Z 3 g exp( Zl’; ";6’“) ~kpT5—In= =
N=0{n;} B €
9 1 +1
—kpT — In|{{lxexp|— €1 — =
i 3%‘2,; ( p( kT m)) ] (5.12)
Skj ( 1 )
Fo—mexp | —— (e — 1)

=—kpT Y + kpT ]fBT .

ko 14 - -

1
(nj) = elei—w)/kpT £ 17

[ =

(nj) =

Ostatecznie
(5.13)

gdzie gérny znak dotyczny femionéw a dolny bozonéw. WyprowadziliSmy w ten sposéb
rozktady Fermiego-Diraca oraz Bosego-Einsteina.

5.2 Kondensacja Bosego-Einsteina

5.2.1 Gaz dosknaty

Rozpatrzmy gaz doskonaly bozonéw zlozony z N czastek o spinie s zamknietych w szesci-
enny naczyniu o liniowych rozmiarach L. Jesli przyjmiemy periodyczne warunki brzegowe,
to z réwnania Schrodingera otrzymamy nastepujace wyrazenie na jednoczastkowe poziomy
energetyczne i odpowiadajace im funkcje falowe

272 h?
€ = €ninong — W(?’L% + ’I’Lg + ’I’Lg) N (514)
1 ikr
Pk(r) = —=e"", (5.15)
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gdzie V = L3 jest objetoécig uktadu, ni,nq,n3 € Z sa liczbami kwantowymi, natomiast k
jest wektorem falowym, danym nastepujacac rownoécia

2
k:%(nl,ng,ng). (516)

Przez N; oznaczymy liczbe czastek obsadzajacych poziom o energii €;. Srednia liczba czastek
na i-tym poziomie zadana jest rozktadem Bosego-Einsteina

1
exp[(e; — p)/kpT] = 1"

(N;) = (5.17)
gdzie u jest potencjalem chemicznym uktadu.

Suma obsadzen wszystkich poziomdw energetycznych musi by¢ réwna catkowitej liczbie czastek
w uktadzie, zatem

1
Ny) = =N. 5.18
2N =2 e et 1 o1
Dla duzych rozmiaréw pudla (tj. dla L duzo wiekszych od dlugosci termicznej fali de
Broglie’a) rozklad pozioméw energetycznych staje sie kwaziciagly i sume z powyzszego wa-
runku normalizacyjnego mozna zastapi¢ przez catke

> g(e)de
| s =Y (5.19)

gdzie g(e) jest gestodcia poziomdw energetycznych. Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem funkeji
g(€) dla rozpatrywanego ukladu. Przepiszmy wyzazenie na energie i-tego poziomu wproad-
zajac nowe oznaczenia

212 h2 212 R

€= Tz i +ny+ng) = 0

Kazdy poziom energetyczny moze by¢ reprezentowany przez wezel sieci tréjwymiarowej o

wspOlrzednych (n1,ng, ng). Poziomy o energich z przedziatu [e, e+ de| znajduja sie w powloce
sferycznej o promieniu R i grubosci dR.

R?. (5.20)

A
N3

/1]

n

i

Zliczenie poziomdéw energetycznych z tego przedzialu odpowiada zliczeniu liczby wezléw sieci
znajdujacych sie w takiej powloce. Poniewaz odleglosci miedzy weztami sieci sa jednostkowe,
to zagadnienie nasze redukuje si¢ do znalezienia odjetosci warstwy sferycznej o danym promie-
niu R:

4nR*dR. (5.21)

Wyrazajac R przez e dostaniem szukang gestosé stanow.

mL? [ mL? m3/2V /2
gle) = 4ﬁmed< 27r2h26> =3 Vede. (5.22)
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Pozostaje jeszcze uwzglednié¢ degeneracje zwigzang ze spinem czastek i otrzymamy ostateczna
postaé funkcji g(e)

32V (25 +1)V2
g(e) = n V(Qsh:— >\/_\/Ede = aV/ede. (5.23)
T

Mozemy teraz wréci¢ do warunku normalizacyjnego i wstawi¢ tam znaleziona przez nas ges-
tosé standéw energetycznych

0 Vede B
aV/O oplle — /=1 N. (5.24)

Powyzsza rownos¢é powinna by¢ spelniona dla kazdej temperatury 7. Wyrazenie podcatkowe
jest rosnaca fukcja temperatury oraz malejaca funkcja potencjatu chemicznego u. Zatem aby
zapewni¢ spelnienie warunku normalizacji gdy 7" maleje potencjal chemiczny musi rosnac.
Zatrzymajmy sie tu na chwile, zeby zastanowic sie jakie wartosci moze przyjmowacé potencjal
chemiczny p. Pamietamy, ze $rednia liczba czastek na i-tym poziomie energetycznycm dana
jest wzorem (5.17). Aby wielko$¢ ta byla dodatnia musi zachodzié

dla kazdego i, zatem warto$¢ potencjalu chemicznego nie moze by¢ wieksza od energii stanu
podstawowego €g
< eo. (5.26)

Dla rozpatrywanego przez nas uktadu energia stanu podstawoego €y = €gog = 0, zatem
©w<0. (5.27)

Oznacza to, ze gdy bedziemy obnizaé¢ temaperature wartos¢ potencjatu chemicznego bedzie
male¢ co do swojej wartosci bezwzglednej, az osiadnie wartos¢ maksymalna czyli zero. Tem-
perature Ty, dla ktorej p = 0, mozemy wyznaczy¢ z warunku

o Vede B
aV/O 1= (5.28)

Whprowadzajac nowa zmienna = = €/kpTy otrzymujemy

< /zd
aV (kpTo)>/? f—ﬁ =N. (5.29)
e

Powyzsza caltka nie wyraza sie przez funkcje elementarne, ale mozna ja wyrazi¢ przez funkcje
specjalne i obliczy¢ jej warto$é¢ (vide uzupelnienie matematyczne na koncu tego rozdziatu)

[ (3 (3)
b/o ez_1g<2>r<2)~2.315. (5.30)

Stad otrzymujemy warto$¢ temperatury krytycznej

1 n 2/3
Ty=— (2 31
0= Tp (ab) >0, (5.31)

gdzie n = N/V.

Co sie stanie jesli obnizymy temperature ponizej temperatury krytycznej 7,7 Potencjal
chemiczny osiagna juz swoja maksymalng wartosé i dalej rosna¢ nie moze, prowadzi to do
pogwalcenia warunku normalizacyjnego!

o Vede
——— < N .32
aV/O exple/kpT] — 1 <N (5-32)

dla T < Ty. Jak rozumieé¢ taki wynik? Aby wyjasni¢ ten problem musimy przypomieé
sobie jak wyglada rozklad gestosci pozioméw energetycznych g(e). Jest on proporcjonalny
do /€, co oznacza, ze poziomowi podstawowemu €y = 0 przypisujemy zerowa wage, zatem
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tak na prawde obliczamy liczbe czastek obsadzajacych stany wzbudzone N'. Dla temperatur
wiekszych od Ty N/ = N, natomiast dla T' < Ty

e e
N_aV/O e (5.33)

Dokonujac analogicznej zamiany zmiennych jak poprzednio (z = €/kpT) i wykorzystujac

réwnanie (5.29) otrzymujemy

© Jrdx N T\ %/?
N’:VkT3/2/ \/_x—:VkTWQi:N - . 5.34
a (B ) 0 e _ 1 a (B ) GV(I{/’BTO)B/Q T, ( )

Pozostle czastki obsadzaja stan podstawowy

No=N_-N =N [1 - (Z)B/Q (5.35)

To

Wzér powyzszy jest shuszny dla T' < T i przewiduje makroskopowe obsadzenie stanu pod-
stawowego. Zjawisko to nazywane jest kondensacjg Bosego-Einsteina' Jest to przyktad
kwantowe] przemiany fazowej. Wszystkie czastki tworzace kondensat sa opisane te samag
funkcja falowa odpowiadajacej zerowej energii. Pedy wszystkich czastek kondensatu sa ze-
rowe, nie jest on jednak zlokalizowany przestrzennie poniewaz ¢o(r) ma stala wartosé¢ w
calym pudle, mamy zatem do czynienia z kondesacja w przestrzenii pedéw a nie w przestrzeni
rzeczywistej (polozen).

5.2.2 Pulapka harmoniczna

Rozparzmy teraz gaz zlozony z N nieoddzialujacych bozonéw o spinie s umieszczony w sfe-
ryczniesymetrycznej, 3-wymiarowej putapce harmonicznej i zbadajmy, czy réwniez w tym
uktadzie moze doj$¢ do kondensacji Bosego-Einsteina. Energie kolejnych pozioméw jedno-
czastkowych dane sa nastepujacym wzorem

3 3
€ = €ninaong — hw <TL1 + ng +ng + 5) = hw <N+ 5) . (536)

Tak jak poprzednio mozemy zapisaé warunek normalizacyjny

= 1 _ [~ g(€)de
N = ; expl(e; — p)/kpT] —1 /50 expl(e — ) JkpT] — 1 (5.37)

Gesto$é stanéw energetycznych g(e) wyznaczymy obliczajac objeto$é prostopadlodcianu o
wysokosci dN, ktérego podstawe stanowi trojkat réwnoboczny rozpiety na wierzcholkach
(n1,mn2,m3) = (N, 0,0), (0,N,0), (0,0, V) oraz uwzgledniajac degeneracje zwigzana ze spinem

V3 V3(2s 4+ 1)

g(€)de = 7(25 + DNZAN = 2783

(€ — €0)*de = a(e — eg)?de. (5.38)

Po podstawienie otrzymanej gestoséci stanéw do warunku normalizacyjnego oraz zamianie
zmiennych

(5.39)

otrzymujemy

> E2de
a/o expl—A)/kpT -1 (5.40)

Tak jak poprzednio gdy temperatura maleje warto$é¢ ji musi rosnaé, aby zapewnié spelnienie
powyzszego warunku. Ale réwniez w tym przypadku fi jest ograniczone z gory przez zero.

1Opis teoretyczny tego zjawiska zostal podany po raz pierwszy w roku 1924.
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Temperature, dla ktorej i osiaga waro$¢ maksymalng oznaczmy przez Ty i wyznaczmy z
warunku - )
€°dé
a —F = N. 5.41
/0 explé/kpTo — 1] (5:41)
Wprowadzajac nowa zmienng x = €/kpTy otrzymyjemy
o0 2d
a(k:BTO)B/ T _N. (5.42)
0

Powyzsza catke mozna wyrazi¢ przez funkcje specjalne i obliczy¢ jej wartoéé

et —1

o) 2
b:/ T oe(3) ~ 2.404. (5.43)
0

W ten sposéb otrzymujemy warto$é temperatury krytycznej

1 N 1/3
To=—|(— 5.44
" kg (ab) (5.44)
Dla temperatur nizszych od Ty liczba czastek obsadzajacych stany wzbudzone wynosi
° e2de
N =a / _ . 5.45
o exple/kpTo—1] (5.45)
Podstawiajac x = €/kpT oraz wykorzystujac réwnanie (5.42) otrzymujemy
 22dx N T\’
N = kT?’/ = kTP ——— =N (=) . 5.46
a(ksT) , e —1 a(ksT) a(kpTo)? To (5.46)

Zatem dla temperatur nizszych od temperatury krytycznej Ty bedzie sie¢ tworzyl kondensat
Bosego-Einsteina, a liczba czastek kondenstu dana jest nastepujaca zaleznoscia

7\ 3
N0:N—N’:N[1—(—)

T (5.47)

Wszystkie czastki tworzace kondensat sa opisane funkcja falowa stanu podstawowego 3-wymiarowego
oscylatora harmonicznego, maja zatem niezerowa energie ale sa zlokalizowane przestrzen-

nie wok6l minimum potencjalu. W tym przypadku mamy do czynienia z kondensacja w
przestrzenii rzeczywiste;j.

5.3 Rozklad Plancka

Rozwazmy tym razem gaz fotonéw zamkniety w szeSciennym pudle o rozmiarze liniowym L.
Na poczatek wyznaczymy funkcje spektralna dla takiego uktadu. Energia fotonu jest rowna

€ = hw = hick|, (5.48)

gdzie k jest wektorem falowym, ktéry, gdy przyjmiemy periodyncze warunki brzegowe, spel-
nia nastepujacy warunek

2 2
k = %(nl,ng,ng) - %R, (5.49)
zatem orh
€= ”L “R. (5.50)

Jedli uwzglednimy jeszcze dwie mozliwe polaryzacje fotonu, to liczba stanéw o energii z
przedziatu [e, € + de] wynosi

Le \* L
6) Vg, (5.51)

—_ 2 —_ —
g(e)de =2 -4A7R*dR = 8w <27Thc —7303¢

2mhe €=
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zatem funkcja spektralna dla gazu fotonéw dana jest nastepujacym wzorem

Vi s
9(6) = 53¢ (5.52)

Pamietajac, ze € = hw mozemy tez podaé wyrazenie na gestos¢ czestosci promieniowania
Vo
w)=—3w". 5.53
9(0) = s (55)
Czyli liczba fotonéw o czestosciach z zakresu [w,w + dw] wynosi
dN, = g(w)dw . (5.54)
Chcemy teraz wyznaczy¢ gestos¢ energii przypadajaca na dana czestos¢ promieniowania

_dey

plw) = T (5.55)

Energia przypdajaca na czestosci z przedziatu [w, w+dw] jest réwna iloczynowi liczby fotonéw
7 tego przedzialu (dN,) i energii tych fotondéw (hw)
Vh w3

de, = p(w)dw = hwdN,, = 33 kT ldw, (5.56)

stad
_Vh w3
plw) = 723 ghw/ksT _ 1 °

(5.57)

W ten sposéb wyprowadziliSmy wzér Plancka na rozklad promieniowania ciala doskonale
czarnego. W przypadku niskich energii promieniowania, tzn. Aw << kpT wyrazenie to
redukuje sie do rozkladu Rayleigha-Jeansa

VkBTw2
plw) = T 23 (5.58)
natomiast w granicy wysokich czestosci fw >> kpT otrzymujemy rozklad Wiena
V hw?
plw) = e hw/ksT (5.59)

m2e3

Dysponujac funkcja spektralna gazu fotonowego mozemy tez obliczy¢ catkowita liczbe fo-
tonéw w ukladzie. Fotony sa bozonami, ktérych liczba w ukladzie nie jest stala (moga by¢
pochlaniane i emitowane). Rozpatrujemy uklad o okreslonej objetosci i temperaturze, wiec
warunkiem aby byl on w stanie réwnowagi jest

(%)TV =0, (5.60)

ale wiemy, ze

(%)TV - 61

zatem w stanie réwnowagi potencjal chemiczny gazu fotonéw jest zerowy
uw=0. (5.62)

Korzystajac z powyzszych wnioskow wypisujemy wyrazenie na N
o0
B B g(€e)de
N = Z<NZ-> /O T 1 (5.63)
3

Podstawijac g(€) oraz zamieniajac zmienna na x = ¢/kpT dostajemy

V(kgT)® [ 22 2V (kpT)3¢(3)
= . . 4
m2h3c3 / er — 1dm m2h3c3 (5.64)

N =
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Ten sam wynik otrzymaliby$Smy obliczajaé¢ catke

N:/ dN,, . (5.65)
0

Obliczmy jeszcze calkowita energie wewnetrzna rozpatrywanego ukladu

e e Vh [ w3
U= /0 de, = /O p(w)dw = 203 /O ehw/kpT _ 1dw =

5.66
_ VERT* [ 2Pde Vk%T4F(4)C(4) ( )
- m2h3c3 e* —1  w2h3e3 ’
Podstawiajac wartosci I'(4) = 6 oraz ((4) = g—; otrzymujemy
2k}
= T =oT*. :
U 15h3c3v o (5.67)

Otrzymana zaleznosc jest nazywana prawem Stefana-Boltzmanna.

5.4 Uzupelnienie matematyczne 2

Czesto spotykaliSmy sie z catkami postaci

oo tz
= / dt (5.68)
0

Zajmiemy sie teraz obliczaniem takich calek

o] t* o] t* —t
I:/ g dt:/ ° it (5.69)
o et—1 o 1l—et
Poniewaz et < 1, to mozemy wyrazenie z mianownika przedstawi¢ w postaci szegu
1 - —kt
= > eH, (5.70)
k=0

podstawiaja to rozwiniecie do calki oraz zamieniajac kolejnosé catkowani i sumowania otrzy-

mujemy
I= Z/ tre~ (D g — Z/ tre Rt (5.71)
k=070 k=170

Dokonujac zamiany zmiennych z = kt dostajemy

— 1 > zZ,—T
I:;W/O xfe dx . (5.72)

Jak tatwo zauwazy¢ catka z powyzszego wyrazenie daje funkcje gamma FEulera
/ ¥e dr =T(2+1), (5.73)
0

natomiast suma wystepujacego tam szeregu to tzw. funkcja dzeta Riemanna

oo

> ﬁ =((z+1). (5.74)

k=1

Szereg ten bedzie zbiezny dla Rez > 0, ale z takimi wtasnie przypadkami mieliSmy do
czynienia. Warto jednak wspomie¢ na marginiesie, ze funkcja ((z) mozna przedtuzyé anali-
tycznie na cala plaszczyzng zespolona?.

2E.T. Whittaker, G.N. Watson - Kurs analizy wspélczesnej, Tom 2, PWN 1958
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Rozdziatl 6

Klasyczna mechanika
statystyczna

6.1 Rozklad mikrokanoniczny — Paradoks Gibbsa

Zadanie 14 Obliczy¢ entalpie klasycznego gazu doskonalego. Obliczyé¢ entropie mieszania
dwdéch gazow doskonalych. Wyznaczyé rownanie stanu gazu doskonalego.

Rozwiazanie 14 Zaczniemy od obliczenia sumy standéw o energii réwnej E. Musimy si¢
najpierw zastanowié¢ czym jest klasyczny stan uktadu. W mechanice klasycznej petna charak-
terystyke uktadu N czastek w danej chwili czasu otrzymamy podajac pedy i potozenia kazdej
z tych czastek. Zatem stan ukladu bedzie punktem (wektorem) w pewnej 6 N— wymiarowe;
przestrzeni, nazywanej przestrzenig fazowa. Zapiszmy taki wektor w postaci

(p7q):(pla"'apNaqlv---qu)- (61)

Energia odpowiadajaca takiemu stanowi uktadu dana jest przez klasyczny hamiltonian za-
lezacy od peddw i polozen
H=H(p,q). (6.2)

Hamiltonian dla klasycznego gazu doskonalego jest réwny

1 N
H=— 2 6.3
5 ;ﬂpz (6.3)

Zatem suma standéw o energiach rownych E dana bedzie nastepujaca calka.

1

QE) = =

/ dBpy.. . Bpydiqr ... B, (6.4)
H(q,p)=E

gdzie h jest pewna stalg o wymiarze momentu pedu, wprowadzona w tym celu, aby wielkos¢
Q(E) byta bezwymiarowa. Calkowanie po ¢; mozna wykonaé¢ natychmiast, otrzymujac obje-
tos¢ uktadu w potedze N—tej

v N
QE) = <ﬁ> /N d®py ... dPpy . (6.5)
YL pi=2mE

Calka po pedach jest natomiast powierzchnig kuli 3N-wymiarowej o promieniu v/2mF, zatem

Q(E) = (%)NSNCW( sz)ngl (6.6)

Wyznaczymy teraz entropie klasycznego gazu doskonatego przyjmujac, ze 3N — 1 =~ 3N

V2mE
h

S(E,V,N) = ks InQ(E) = NkgInV + 3Nkg In +kpInCsy + kgIn3N.  (6.7)
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Podstawiajac

7.‘.n/2
Chn==7—— (6.8)
r(z2+1)
oraz korzystajac ze wzoru Stirlinga
InT(n+1)~nlnn—n (6.9)
otrzymujemy
3 2mE m3N/2
E,V,N)= Nkgpl —Nkpln —— + kpln —<——~ + kg In3N =
S(E,V,N) BHV+2 Bnh2+BnF(%+1)+Bn3
2rmkE
= NkgnV + gNkB 1n”h—”j - gNkB lng]\f + gNkB +ksIn3N = (6.10)

EN®/? 3 4m
NkBln<V<N> >+§NkB <1+ln 3h2)+k31n3]\7

Poniewaz In N << N to ostatni wyraz w powyzszym wyrazeniu mozemy zaniedbaé. Ostate-
cznie

S(E,V,N) = NkgIn(Vu*?) + Nsg, (6.11)
gdzie
E 3 3 4m
u=y =gkl s 2kB( +n3h2) (6.12)

Gdy przyjrzymy sie dokladnie otrzymanemu wynikowi spostrzezemy pewien istotny prob-
lem. Entropia dana takim wyrazeniem nie jest wielkoscig ekstensywna, bo wraz ze wzrostem
rozmiaru uktadu rosnie jak NIn N. Gibbs zaproponowal arbitralne rozwigzanie tego prob-
lemu. Zatozyl on, ze btednie obliczylidémy liczbe stanéw i w rzeczywistosci jest ich N! razy
mniej, zatem nalezy otrzymang ) podzieli¢ przez N!. Jesli tak zrobimy, to entropia gazu
doskonalego zmieni si¢ 0 —kgNIn N + kg N

\% 3 5 4mm
= Nkgln [ —u?/? —N — +In—— 1
S an( u )+2 sz(3+n3h2) (6.13)
NS[)

Jest to wynik, ktéry otrzymamy takze w ramach kwantowej mechaniki statystycznej i znany
jest pod nazwa wzoru Sackura—Tetrodego. PrzejdZmy teraz do obliczania entropii miesza-
nia. Rozpatrzmy dwa gazy doskonale zlozone odpowiednia z N7 i Ny czastek (o takich samych
masach) i znajdujace sie w dwu oddzielnych naczyniach o objetosciach Vi i Vo w tej samej
temperaturze. Entropia mieszania wyraza sie wzorem

AS = S(E,V,N) - S(E1,V1,N1) — S(E2, Vs, Na), (6.14)

gdzie
E=FEi+Es, V=W+V, N = N;+ Ns. (6.15)

Podczas mieszania temperatura nie ulegnie zmianie, czyli
S(E,V,N) = kg InQ(E,V,N = N, + Ny) = kg In (Q(El, V, N)Q(E,, V, Ng)) -
= kB 1DQ(E17‘/7N1) + kB 1DQ(E27‘/7N2) = S(El,V, Nl) + S(E27‘/7N2) =

1% 1%
= Nikgln | —u®/? ) + Nysg 4+ NokgIn | —u®/? ) + Nasg,
N1 N2

(6.16)

zatem

AS = leB In <Lu3/2> + leo + NQkB In (LU3/2) + N280+
N1 N2

**leBln E’11,3/2 7N1807N2k3111 ﬁu3/2 7N280: (617)
N1 N2

1% Vv
= Nikgpln — + Nokgln— > 0.
anV1+ 2BDV2
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Rozwazmy teraz przypadek mieszania dwoch gazéw doskonatych: jedego ztozonego z czastek
bialych i drugiego z czastek czerwonych. Entropia mieszania dana jest oczywisdcie powyzszym
wzorem. Zaldzmy teraz, ze zamiast czastek czerwonych mam kulki rézowe, entropia mieszania
pozostaje taka sama. Mozemy dalej ostabiaé¢ kolor czastek rézowych tak aby ich barwa
byla coraz jasniejsza. Nie wplywa to jednak na wartos¢ entropii mieszania. Przechodzac
do granicy z procesem rozjasniania barwy czastek otrzymujemy dwa gazy ztozone z takich
samych bialtych czastek. Réwniez w tym przypadku nasz wzér przewiduje wzrost entropii, co
jest wynikiem fatalnym, bo oznacza, ze entropia gazu zalezataby od jego historii i tym samym
nie mogtaby by¢ funkcja stanu termodynamicznego. Jest nawet gorzej, bo entropia w ogdle by
nie istniala, gdyz moglibySmy zawsze sobie wyobrazié, ze istniejacy stan gazu powstal przez
usuniecie dowolnej liczby przegréd, ktére rozdzielaly gaz do réznych naczyn. Dlatego entropia
bytaby wieksza od dowolnej liczby. Problem ten znany jest pod nazwa paradoksu Gibbsa.
Rozwiazanie tego pozornego paradoksu ma dwa aspekty. Po pierwsze w rzeczywistym $wiecie
nie mozemy w sposéb ciggly zmienia¢ wlasnosci czastek, np. nie mozemy w sposéb ciagly
przej$¢ od atomu azotu do atomu tlenu. Dlatego opisany powyzej proces rozjasniania jednych
czastek nie znajduje egzemplifikacji w $wiecie fizycznym, a tym samym entropia mieszania
dwoch identycznych gazéw nie musi by¢é dana taka granica jaka rozpatrywaliSmy w naszym
fikecyjnym przyktadzie. Drugim aspektem, ktérym musimy si¢ tu zajaé jest samo wyrazenie
na entropie mieszania. Widzimy, ze nie stosuje si¢ ono do gazéw nieodréznialnych. Pytanie,
gdzie jest zrédlo tej nieadekwatnosci. Jak tatwo sie domysli¢ problem polega na obliczaniu
sumy stanéow ukladu koncowego. W przypadku gdy mieszamy dwa identyczne gazy suma
stanéw uktadu koncowego nie bedzie iloczynem sum standéw uktadéw poczatkowych

QUE=E1+FE,V=Vi+ Vo, N=Ni+ Nao) # Q(E1, V1, N1)Q(Es, Va, No) . (6.18)

Dzieje sie tak dlatego, ze w tym przypadku poprawny czynnik kombinatoryczny stojacy przy
Q(E,V,N) to 1/N! = 1/(Ny + N2)! a nie 1/(N1!Na!). Jesli tak obliczymy sume stanéw, to
zamiana entropii bedzie réwna

AS:S(E7‘/7N)_S(Ela‘/1)Nl)_S(EQa‘/Q)NQ) =

= Nkgln Ku?’/2 + Nsg — N1kgIn Eu3/2 + N1sg — Nokg In ﬁuB/Q + Nsg =
N Ny Ny

3/2 3/2 3/2
= Nkgln (3 )—lezBln (3 )_NQk;Bln (E ):o,
u u u

(6.19)

gdzie wykorzystalidmy fakt, ze przy mieszaniu identycznych gazéw V/N = Vi /Ny = Vo /No =
v. Udalo si¢ nam uratowac¢ termodynamike.

Jak wspomnieliSmy rozwiazanie proponowane przez Gibbsa bylo czysto empiryczne i nie
potrafit on wytlumaczyé¢ go na gruncie znanej mu teorii, czyli mechaniki klasycznej. Przy-
czyna, dla ktérej musial podzieli¢ Q(E) prze N! jest nieodlacznie zwiazana z mechanika kwan-
towa. W mechanice kwantowej mikroskopowy stan uktadu jest opisany przez N—czastkowa
funkcje falowa, ktora jest symetryczna lub antysymetryczna przy przestawieniu dowolnych
dwdch czastek. Permutacja czastek zmieni zatem co najwyzej znak funkcji falowej i nie
prowadzi do nowego stanu mikroskopowego uktadu. Wydaje si¢ wiec uzasadnione, ze element
objetosci przestrzeni fazowej dpdr odpowiada tylko dpdr/N! stanom ukladu. Dlatego wlasnie
powinnidmy podzieli¢ Q(F) przez N!. Taki przepis na obliczania liczby stanéw nazywa
sie¢ poprawnym zliczaniem Boltzmannowskim. Nalezy go doda¢ do mechaniki klasy-
cznej, aby otrzymywaé¢ poprawne wyniki. PowyZsze rozumowanie nie jest wyprowadzeniem
poprawnego zliczania Boltzmannowskiego ale tylko wyjasnia jego potrzebe. W mechanice
klasycznej nie mozna konsystentnie wprowadzié¢ nierozréznailnoéci czastek, dlatego poprawne
wyprowadzenie zliczania Boltzmannowskiego polega na pokazaniu, ze kwantowa mechanika
statystyczna przechodzi, dla wysokich temperatur, w klasyczna mechanike statystyczna z
poprawnym zliczaniem Boltzmannowskim. Warto tu jeszcze wspomnieé, ze dla niskich tem-
peratur poprawne wyniki mozna otrzymac jedynie w ramach kwantowej mechaniki statysty-
cznej.

Pozostaje jeszcze wyznaczenie réwnania stanu gazu doskonalego. Z termodynamiki wiem,
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ze rozniczka entropii dana jest nastepujacym wyrazeniem

1 P o
— —qUu + 2av - Ean 2
ds dU + =d dN, (6.20)

p=T (25) (6.21)

Obliczamy pochodna entropii po objetosci przy staleJ energii wewnetrznej i liczbie czastek

oS 0 Vv 1
(W)UJV av (NkZB In (N) + Nk ln (u3/2) -+ NSO) = NkBV = nkg, (6.22)

ostatecznie

zatem

p=nksT. (6.23)

6.2 Rozklad kanoniczny — Gazy rzeczywiste
Zadanie 15 Wyznaczy¢ réwnanie stanu klasycznego gazu doskonatego.

Rozwiagzanie 15 Zaczniemy od wyznaczenia klasycznej kanonicznej sumy statystycznej dla
gazu doskonalego, ktérego hamiltonian ma postac

N

Z QL 2, (6.24)

zatem
N 2
/ / i (K) /de le 1 2m =
TN R N\ h?
1 (V o 1 VAT 3N
= ﬁ (ﬁ) H/dpze 2mkpT — ﬁ (F) H( QkaBT) = (625)
i=1 i=1
3N
1 VN 2mmkgT _ VN
Yl h2 T N3N
gdzie
ok (6.26)
N \V2mmkgT '
jest nazywane dlugoscia termicznej fali de Broglie’a.
Majac sume statystyczna mozemy wyznaczy¢ energie swobodng gazu doskonaltego
F=—-kgTIn@Q =—NkgT | In — 4 -1 (6.27)
= B = B NG . .

Z termodynamiki fenomenologicznej wiemy, ze rézniczka energii swobodnej wyraza sie nastepu-
jacym wzorem

dF = —SdT — pdV + pudN , (6.28)
zatem OF

=— (= . 6.29
g (aV) T (029

Obliczajac powyzsza pochodng otrzymujemy réwnanie stanu gazu doskonalego

NkgT

= . 6.30
p=— (6.30)
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Zadanie 16 Obliczy¢ sume statystyczna dla gazu rzeczywistego.

Rozwiazanie 16 Hamiltonian dla gazu rzeczywistego dany jest nastepujacym wzorem

N o2

p.

H(r,p) =) -+ V(i —xj)) (6.31)
P 2m i< %/—’

Tij

Suma statystyczna to

1 dpV _ 1
Q(T,V,N) :ﬁ/drN e BH _ W/drl.../dr;vexp —BY V(rij) | =
i<j
1
_ =BV (riz)
fN!)\3N/dr1.../drNHe i,
i<j
(6.32)
Zdefiniujemy teraz funkcje Mayera
frij) = fiy = eV 1. (6.33)
Potencjal oddzialywania miedzy czastkami gazu spelnia nastepujace zaleznosci
lim V(r) =0, liI% V(r) =00, (6.34)
zatem czynnik Mayera bedzie spelnial nastepujace réwnania
Mozemy teraz przepisaé sume statystyczng w nastepujacej postaci
1
Qt,V,N) = W/drl---/drNH(fij +1) =
i<j
(6.36)
1
= W/dh---/drz\r 1+Zfij+zz.fijfkl+"'

i<j i<j k<l

Rozpatrzmy gaz sktadajacy sie z 3 czastek, wowczas czynniki w nawisie z powyzszego wzoru
bedzie mial nastepujaca postac

1+ fio + fi3 + fos + fiaf13 + fi2foz + fiafoz + fiafi3fo3 (6.37)

Co mozna graficznie przedstawi¢ za pomoca tzw. diagraméw Mayera
® ©) @}@ %
O © O0——0O @ O

Mozemy teraz sume statystyczna zapisa¢ w nastepujacej postaci

Q=> %W(GN); (6.38)

(Gn)
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gdzie Z oznacz sumowanie po wszystkich diagramach (grafach) Mayera o N wierzchotkach,

(GnN)
natomiast

W(Gn) = A%N/dr1 .../drNHfij, (6.39)
GnN

a 7 oznacza iloczyn takich czynnikéw f;;, ktére wystepuja w danym diagramie Gy .
J J ystepujg y g
GnN

Zadanie 17 Wyznaczy¢ réwnanie stanu gazu doskonatego zachowujac w sumie statystycznej
jedynie wyrazy dwuczastkowe.

Rozwiazanie 17 Ograniczajac sie do cztonéw dwuczastkowych mozemy zapisa¢ sume statysty-
czna jako

1
N')\3N/dr1 a1 ) = e |V /d“ [t

i<j i<y
Qid (1 + — —1 /dr1 /derlg) Qid (1 + — /dr1 /drgflg) .
(6.40)
Zajmijmy sie ta calka
/dr1 /dr2f12 = |zamieniamy zmienne: r =r; —roy, R = % (ri4r2)| =
(6.41)

:/dr/de(r):v/drf(r)-

Oznaczmy przez o odlegltos$é¢, dla ktorej potencjal V' osiaga minimum. Dla odlegtosci r < o
przyblizymy V przez twardy rdzen, czyli nieskonczona, odpychajaca $ciane, jak w potencjale
twardych kul. Natomiast dla r > ¢ przyjmiemy, ze V(r) << k1. Wéowczas

flry=-1, dlar <o,

6.42
f(r)==8V(r), dlar>o. (6.42)
Stad
/drf(r) = 47T/ r?f(r) = 4r (/ drr? —ﬁ/ dTT’2V(T)) =
A 0 - 0 7 (6.43)
= —gmf?’ - ﬁ/ drr?V(r) = —2(b — Ba),
gdzie
16m ro\3
b="5(3) =tous.
e (6.44)
a= 27r/ drr?|V (r)] .
Wracajac do wyrazenia na sume statystyczna otrzymujemy
N2
Q= Qia (1 - 7(17 - ﬁa)) ; (6.45)

gdzie zalozylidémy, ze N >> 1, czyli N(N — 1) =~ N2.
Majac kanoniczng sume statystyczna mozemy wyznaczy¢ energie swobodna gazu rzeczywi-
stego

2
F(T,V,N) = —kgTInQ = —kgTIn Qiq + —ksTIn (1 - Nv(b - ,Ba)> -

2 (6.46)

N 2
= zd+kBT<V

( ,Ba)) = Fiq + N7 (kBTb — a) .
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Ostatecznie znajdujemy réwnanie stanu

OF OF;q N? NkgT N?
- _ (= = — + — (kgTb—a) = + — (kgTb—a) . 4
p <5V>TN ( ov )T,N V2 (ks @) \% V2 (ke @) (6.47)

Przeksztalcimy troche to réwnanie, wprowadzaja objeto$¢ wlasciwa v = ~

b
pvzszT—i-kBT——g
v

(6.48)

e 2)0(1-) o

gdzie w ostatnim kroku przyjeliémy, ze b/v << 1, zatem 1/(1 4+ b/v) = 1 — b/v. Ostatecznie
otrzymujemy znane réwnanie stanu gazu Van der Waalsa

(p+5) (0 =b) = knT . (6.49)

Wirialne rozwiniecie rO6wnania stanu — ci$nienie rozwijamy w szereg potegowy wzgledem
nA3, gdzie n jest gestodcig liczbowa czastek

n=1. (6.50)

Mozemy si¢ spodziewac, ze takie rozwinigcie bedzie zbiezne dla malych gestosci.

P _ > 3 -1
e ;al (M) (6.51)

Wspétczynniki a; nazywamy wspélczynnikami wirialnymi. Pierwszy wspdlczynniki wiria-

Iny a1 jest oczywiscie réwny 1, woéwczas ograniczajac sie tylko do tego pierwszego czlonu

rozwiniecia otrzymamy réwnanie stanu gazu doskonalego. Zobaczmy teraz jak mozna otrzy-

ma¢ wyrazenia na kolejne wspolczynniki rozwiniecia wirialnego. W tym celu cofniemy sie do

wyrazenia na sume statystyczna , w ktorej uwzgledniliémy jedynie oddzialywania dwucialowe
2

Q= Qid (1 + %Nv dr12f12) : (6.52)

Mozemy wyznaczy¢ energie swobodna

1 N? 1 N?
F = 7kBT1DQ = 7]{}BT1nQid*]€BT1H 1+ 57 dr12f12 = FidikBTgV dr12f12 .

(6.53)
Stad teraz wyznaczamy ciSnienie

OF OF 10 N?
— (%) __ [ iy R .
p (av)T,N (av >T7N+ Bl av V/ rizfiz

NkgT  NZ2%kpgT NkgT 1N
% V2 / I'12f12 % 2V I‘12f12

(6.54)
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Widzimy, ze odtworzyliémy dwa pierwsze wyrazy rozwiniecia wirialnego

p
nszT

=1+as (nAg) , (6.55)
gdzie z poréwnania powyzszych wzoréw wynika, ze

1
a2 =—533 /dl‘12f12- (6.56)

Gdybyémy w naszych rozwazaniach uwzglednili rowniez oddzialywania wiecej niz dwucialowe,
to otrzymaliby$my kolejne wyrazy rozwinigcia wirialnego.

J.E. Mayer wyprowadzil ogdlne wyrazenie na warto$é¢ [-tego wspdlczynnika wirialnego
klasycznego gazu rzeczywistego. Zanim zapoznamy sie¢ z tym wzorem musimy wprowadzié¢

kilka definicji:

e diagramem spéjnym nazywamy taki diagram, w ktorym startujac z dowolnie wybra-
nego wierzcholka mozemy, poruszajac sie wzdluz linii laczacych, doj$¢ do dowolnego
innego.

e punktem artykulacji nazywamy taki wierzcholek, ktérego usuniecie spowoduje, ze
diagram straci spojnos¢.

e diagramem typu gwiazdy nazywamy diagram nieposiadajacy punktow artykulacji.

Mozemy teraz sformulowaé twierdzenie Mayera, ktére méwi, ze do wspotczynnikow a;
daja wktad jedynie diagramy o strukturze gwiazdy

-1
a; = —m/drl.../drlznﬁj, (6.57)

(S1) S

gdzie Z oznacza sumowanie po wszystkich diagramach typu gwiazdy zawierajacych | wierz-
(S1)
chotkéw, natomiast H fi;j oznacza iloczyn wystepujacych w danym diagramie S; czynnikéw

Si
Mayera.
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