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Rozdzial 1

Wstep matematyczny

1.1 Liczby zespolone

Liczba zespolona z jest uporzadkowana para liczb rzeczywistych (a;b), zwykle zapisywana w postaci

sumy
2z =a+ bi, (1.1)

przy czym
it =—1 (1.2)

jest tzw. jednostkq urojong. Jest to tzw. postaé kanoniczna liczby zespolonej. Zbior liczb zespolonych
oznaczany jest symbolem C. Liczba a jest czescig rzeczywistq (ang. real) liczby zespolonej z, zas
b — jej czescig urojong (ang. imaginary). Czesci te sa oznaczane odpowiednio jako Re(z) 1 Im(z).
Liczbom zespolonym przypisuje sie interpretacje geometryczna — kazdej liczbie zespolonej z = a +
bi odpowiada punkt o wspohrzednych (a;b) umieszczony na plaszczyznie, na ktorej zdefiniowano
prostokatny uktad wspotrzednych zy. W tym ukladzie os odcietych jest osia rzeczywista, zas os
rzednych — osiag urojona. Dla kazdej liczby zespolonej z definiuje sie jej sprzezenie

— a — bi (1.3)

1 modut

|z| =r =+Va%+ 1. (1.4)

Jak tatwo zauwazy¢, zachodzi relacja
|2|* = 22, (1.5)

Na rysunku 1.1 przedstawiono geometryczna interpretacje liczby zespolonej, jej sprzezenia i mo-
dutu.

Dziatania na liczbach zespolonych wykonuje sie podobnie jak na liczbach rzeczywistych z uwzgled-
nieniem relacji (1.2). Jesli wiec 21 = aj + byi 1 29 = ag + byi, wowcezas zachodza relacje:

21+ 29 = (a1 + ag) + (bl + bg)’i, (16)
21 — R = (a1 — CZQ) + (bl — bQ)i, (17)
Z1R9 = (a1a2 — ble) —+ ((Zle + agbl)’i (18)

o : Fbiby by — agh
21 R1Z a1Gsz 102 G102 — G207 .
e e £ (1.9)
Zo 2923 as + b3 as + b3
Poniewaz zachodzi a = rcosp i b = rsiny, dla kazdej liczby zespolonej z # 0 mozna podaé jej
postacé trygonometryczng:

z =r(cosp +isingp), (1.10)
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Rysunek 1.1: Geometryczna interpretacja liczby zespolonej

gdzie kat ¢ jest tzw. argumentem liczby zespolonej, oznaczanym jako arg(z). Zauwazmy, ze dana
liczba zespolona z # 0 ma nieskoiiczenie wiele argumentéw danych wzorem

¢ = arg(z) + 2km, k € Z, (1.11)

stad przyjmuje sie, ze @ jest argumentem gtdwnym liczby zespolonej, jesli ¢ € (0; 27). Przedstawienie
liczby zespolonej w postaci trygonometrycznej jest bardzo dogodne w przypadku mnozenia i dzielenia
takich liczb. Jesli z1 = 71 (cos @y +isin ) 1 29 = ro(cos pa + isin ¢y), wowczas zachodzi

2129 = T1T3 ((cos (1 COS g — sin ¢y sin @s) 4 i(sin 1 cos o + cos ¢ sin 902)> (1.12)
= riry ( cos(p1 + o) + isin(p; + gog)), (1.13)
oraz, analogicznie,
z r )
z_l = T—l(cos(% — o) +isin(p; — 902)) & 2 # 0. (1.14)
2 2

Postac¢ wyktadnicza liczby zespolone;j
z = 1re"¥ = r(cos p + isin @) (1.15)
jest bardzo uzyteczna przy potegowaniu tych liczb. Mamy bowiem
2" = r"e"? = r™(cosnyp + isinnep). (1.16)

Wyrazenie (1.16) to tzw. wzdr Moivre’a.

1.2 Macierze

Macierza m x n nazywamy tablice liczb

a1 a19 N AT
a921 a9292 Ce A9y,

A= T (1.17)

Am1 Am2 ... Qmn
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1.2.1 Operacje macierzowe

Sume A+B i roznice A—B macierzy tego samego wymiaru uzyskujemy sumujac i odejmujac wszystkie
elementy tych macierzy. Iloczynem macierzy A o wymiarze [ x m i macierzy B o wymiarze m xn jest
macierz

C=AB (1.18)

o wymiarze [ X n, ktorej elementy spelniaja zaleznosé
Cij = Z az’kbkj' (119)
k=1

Szczegolnym (i w chemii kwantowej najczesciej spotykanym) typem macierzy jest macierz kwadra-
towa, a wiec macierz o wymiarze n X n. Elementy {a;}! , takiej macierzy nazywamy diagonalg tej
macierzy. Macierza jednostkowa o wymiarze n jest macierz n x n ztozna z jedynek na diagonali i zer
poza nia,

O =
o O

L=1|. . . | (1.20)
00 ... 1
Odwrotno$cig macierzy kwadratowej A jest macierz A~! taka, ze

AAT'=ATTA =1, (1.21)

1.2.2 Wyznacznik macierzy

Wyznacznik macierzy kwadratowej A oznaczamy ogélnym symbolem

ai;r Q12 ... QAip
a a ... Qop

det{A} = |A] = | = 2 T (1.22)
Ap1 Ap2 ... App

1.2.2.1 Rozwiniecie Laplace’a

Wyznacznik (1.22) mozemy obliczy¢ z rozwiniecia Laplace’a wzdtuz wybranego rzedu lub kolumny
macierzy,

Al = Z aijCij (1.23)
j=1
= Z aijC’ij, (124)
i=1
gdzie kofaktor

Ci; = (=) My, (1.25)

za$ M;; jest wyznacznikiem macierzy rzedu n — 1 uzyskanej z macierzy A przez wyciecie z niej i-tego
rzedu 1 k-tej kolumny. M,;; nazywamy minorem elementu a;;. W wyrazeniu (1.26) na czerwono



oznaczono elementy, ktére nalezy usuna¢ z macierzy A, aby uzyska¢ minor M,;.

a1n aiz ... Q15 ... Qin
Q21 Q22 ... Q25 ... Q2p
‘A| - ;1 Qi « oo Qi ... Qip ' (126)
Ap1 Ap2 .. Qpj ... Qpp
1.2.2.2 Antysymetryzator
Antysymetryzatorem ciagu n-elementowego (1,2,...,n) badz funkcji n zmiennych jest operator po-
staci '
.1 & .
i=1

gdzie P jest operatorem i-tej permutacji ciagu n-elementowego, zas (—)Pi jest parzystosciq i-te]
permutacji, przy czym p; jest liczba przestawien par prowadzacych do uzyskania ¢-tej permutacji.
Przestawienie pary elementow k oraz [ ciagu uzyskujemy dziatajac operatorem Py Przyjmujemy
ponadto, ze pierwsza permutacja jest zawsze identycznosciowa, wiec

P =1, (1.28)
p1=0. (1.29)

Liczba pojedynczych przestawien (p; = 1) ciagu n-elementowego wynosi oczywiscie

(Z) - @ (1.30)

W tab. 1.1 przedstawiono permutacje ciggu 2-elementowego, w tab. 1.2 — permutacje ciagu 3-
elementowego. Tak wiec jawna postaé¢ antysymetryzatora ciagu dwuelementowego to

Tablica 1.1: Permutacje ciagu 2-elementowego

P P(1,2) p
1 (L,2) 0
P (2,1) 1
1 .
= (1 - 3212), (1.31)
za$ dla ciggu 3-elementowego antysymetryzatorem jest
A 1 N ~ A A ~ ~ N
o = 6(1—712—:@13—@234-@12?234—«@123213)- (1.32)

Co oczywiste, podwojne dziatanie operatorem permutacji par nie zmienia ciagu,
P2 = 1. (1.33)
Zauwazmy, ze operatory permutacji par w ogélnosci nie sa przemienne, np.
P P3(1,2,3) = P15(1,3,2) = (3,1,2), (1.34)
Py P15(1,2,3) = P3(2,1,3) = (2,3,1) # (3,1,2). (1.35)
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Tablica 1.2: Permutacje ciagu 3-elementowego

1 (1,2,3) 0
Py (2,1,3) 1
Py (3,2,1) 1
Py (1,3,2) 1
PPy (3,1,2) 2
PP (2,3,1) 2

Cwiczenie 1.1 Dia antysymetryzatora ciggu 3-elementowego wyznaczyé operatory Prodd oraz o Ps.

Rozwiazanie 1.1 Korzystajoc z (1.32), (1.33) oraz tab. 1.2 uzyskujemy

. . 1/ . . . . .
912@7:6(«@12—1—«@129213—:@129234‘9234‘«@13) (1.36)
- . (1.37)
Nastepnie
L 1/ - L . . .
A Py = 6<£@1z — 1= P13P19 — Po3 P19 + P10 P93P 12 + @121@13@12) (1.38)

Latwo sprawdzamy, ze

P3Py = P12 P, (1.39)
Doy Py = P12 P, (1.40)
P13 Py Py = P, (1.41)
P P3Py = P, (1.42)
Tak wiec
A Py = %(3212—1—@12@23—@12@134-@134-3223) (1.43)
_ (1.44)

Dziatanie antysymetryzatora i operatora permutacji par jest przemienne,
Pud = Py =—d. (1.45)

Przyjmujemy konwencje, ze jesli antysymetryzator dziala na iloczyn wielkosci dwuindeksowych
majacych powtorzony indeks (np. na elementéw macierzy ay;), wowczas dziala tylko na jeden z
indeksow, np.

2

; 1
ﬂ(allaﬂ) = 5 Zalﬁ’l(l)%ﬁz@) (146)
i=1
132
=3 Z QP (1198, (2)2 (1.47)
i=1
1
~ 95 <a11a22 - a12a21> (1.48)
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Cwiczenie 1.2 Wykazaé, ze operator antysymetryzacyi o jest idempotentny, tzn.

~

A= (1.49)

Rozwiazanie 1.2 Wyrazenie (1.27) definiujace antysymetryzator jest sumq wszystkich mozliwych
permutacyi n elementow. Wynik dziatania tego operatora na n-elementowy zbior jest niezmienniczy
ze wzgledu na poczgtkowe ustawienie elementow — zawsze uzyskamy te same permutacje. Stgd w
wYrazeniy

= 23 ern (4300 (150

- | (—1)pi+quin (151)

dla danej permutacji Q; w wyniku dziatania operatora permutacyi )2 uzyskamy zawsze taki sam wynik,
a zatem po wysumowanivu po permutacjach Q; uzyskamy n! takich samych wynikow, wiec mozemy
zapisac

% =n!

(—1)PP=—) (-1)P"P, = . (1.52)
Widzimy tez, Ze z warunku idempotentnosci antysymetryzatora, (1.49), wynika czynnik # w (1.27).

1.2.2.3 Wzor Leibniza

Roéwnowaznym wobec rozwiniecia Laplace’a sposobem obliczania wyznacznika macierzy jest uzycie
wzoru Leibniza,

|A| = TL!JZ/(CLHCLQQ e ann) (153)
n!

= Z (=) a1 p,0)2p,2) - - - Onpyi) (1.54)
iZ!l

=Y (D)apanap s U (1.55)
i=1

1.3 Podstawy rachunku rézniczkowego i calkowego

1.3.1 Pochodna funkcji

Pochodng funkcji f w punkcie x nazywamy granice wlasciwa postaci

) = tim LEFH = S(@) (1.56)

h—0 h

Warunkiem koniecznym istnienia takiej granicy jest ciaglos¢ funkcji f w punkcie x. Jesli granica taka
nie istnieje, funkcja f nie jest roézniczkowalna w punkcie x. W definicji (1.56) zastosowalismy symbol
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pochodnej Lagrange’a. Jednakze czesto stosowaé bedziemy notacje Leibniza, ktora wprowadza sie
nastepujaco:

f(zo + Azx) — f(z0)

f'(wo) = lim Ao (1.57)
- dm B4 (59
_ df(wo) _ df
== (1.59)

o

gdzie dz jest infinitezymalnym (nieskorniczenie matym) przyrostem argumentu funkcji, ktoremu od-
powiada infinitezymalny przyrost funkeji df (x), czyli tzw. rdzniczka funkcji. Zatem przyrost funkcji
w danym punkcie, zgodnie z (1.59), wynosi

df (z) = f'(x)dz. (1.60)
Niech Dy bedzie zbiorem tych argumentow funkcji f, dla ktorych jej pochodna w danym punkcie
istnieje.
Podstawowe twierdzenia o pochodnej wynikajace z (1.56):
(1) liniowos¢:

Vairasec (alf(:v) + (@g(x))l = a1 f'(x) + asg (). (1.61)

(2) pochodna iloczynu funkcji:
(F@g@)) = F@)gle) + F@)g (@) (1.62)

(3) pochodna ilorazu funkcji:

= . (1.63)

(fo9V() = (1(9())) = 1'(9)) g (2). (1.64)

(ﬂ—l)(x))’ - (1.65)

(6) pochodna logarytmu funkcji:
R HC))
In |f(z) > = :
(mbel) = 7o
!Gdy mamy dane funkcje g : X = Y i f:V — Z, gdzie Y C V, wéwczas funkcja h : X — Z okreslona wzorem
h(z) = (fog)(zx) = f(g(m)) jest ztozeniem (superpozycja) funkcji f z g.
2Gdy mamy dana wzajemnie jednoznaczna (tzn. taka, ktora kazdy element przeciwdziedziny przyporzadkowuje

doktadnie jednemu argumentowi — jest to tzw. bijekcja) funkcje f : X — Y, funkcja odwrotna do niej jest funkcja
g=fCD Y = X taka, ze g(y) =z < f(z) = .

(1.66)
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Sprawdzmy, ze wlasnos¢ (2) istotnie wynika z definicji (1.56):

(wrg(a)) = i L2 Moo 1) = ot

h—0 h

= lim

f(x+h)g(z+h) = f(x)g(x) + f(x)g(x + h) — f(x)g(x + h)

h—0 h

(F+n) = F@)gle+h) + f(@) (g(e + 1) = g())

h—0 h

flx+h) - fx)

gle +h) —g(x)

- iyt ¢ /)
= fl(x)g(x) + f(z)g'(2).

(1.67)

(1.68)

(1.69)

Udowodnijmy teraz wltasnos¢ (3). Zauwazmy najpierw, ze zgodnie z whasnoscia (2) zachodzi

) -y
=510 ()

Zgodnie z (1.56) znajdujemy pochodna
’ 1 1
L R A 2 B )
g(z) h—0 h
g(x) —g(z+h)

= @l T 7)
_ b gt —g@)

g(z) h=0 h h—0 g(x + h)
_ g

9*(z)

Wstawiamy teraz (1.77) do (1.73) i uzyskujemy

<ﬂ@)d_f@) f(x)g'(x)

g(x)) — g(x) 9%(x)
_ ['(@)g(x) - f(2)g(x)
g3 (x) '

Z kolei dla wtasnosci (4) zgodnie z (1.56) uzyskujemy

o o) - o)

Oznaczmy

wiec

(1.72)

(1.73)

(1.74)
(1.75)
(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.83)

(1.84)
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Korzystajac z (1.80), (1.83) i (1.84), uzyskujemy

(Flo@)) = lim B2 (1.85)
o Stk - Yk
= lim ; ; (1.86)
o Sk )k
B 57
= 1'(9()) g @), (1.88)

przy czym zmiana zmiennej z h na k w lewej granicy w (1.87) jest mozliwa wtasnie ze wzgledu
na (1.83).

Wtasnosé (4) mozemy tez udowodnié korzystajac z notacji Leibniza (1.60). Przyrost funkcji
w danym punkcie, zgodnie z (1.60), jest iloczynem pochodnej funkcji w tym pukcie przez przyrost

argumentu funkcji. Argumentem funkcji ztozonej f <g(a:)) jest funkcja g(x), a jej przyrost rozwazamy

w punkcie g(z), zatem

af (9(x)) = f'(9(2))dg(a). (1.89)
z kolei
dg(x) = ¢'(z)dx, (1.90)
skad
af(9(@)) = f'(9(2))g'(@)dz (1.91)
i tym samym
ﬁggﬁzf@@»ﬂ@, (1.92)

Reguta fancuchowa

df _ df dg
Wtasnosé (5) wynika z wlasnosci (4)
(/o Y @) = (150 @)) (1.94)
= 7/ (F0@) (5@ | (1.95)
a poniewaz zachodzi
(fofTY) (2) =, (1.96)
stad oczywiscie
(fofM) (2) =1, (1.97)

co w polaczeniu z (1.95) koniczy dowod.

Musimy zaznaczy¢, ze podane sposoby dowodzenia wlasnosci (4) i (5) nie sa rygorystycznie po-
prawne, pelne dowody podane sa np. w [1].

W tabeli 1.3 zestawiono pochodne najwazniejszych funkcji.
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Tablica 1.3: Najwazniejsze pochodne

!
f(x) f(x)
ar+b a
z" na" !
a® a*lna
e’ e’
1
Inx —
T
sinx CcCoS T
cosST —sinx
1
tanx 3
cos? x
1
cotx —
sin“ x

Oczywiscie dla danej funkcji f mozemy obliczaé kolejne pochodne, o ile istnieja: f'(x), f”(z), f"(x), ...
W og6lnosci n-ta pochodna funkeji f, czyli pochodna n-tego rzedu, oznaczamy symbolem
arf
dx™’

f (x) (1.98)

przy czym

1) = f(a). (1.99)
1.3.2 Szereg Taylora

Zajmiemy sie¢ obecnie rozwinieciem funkeji f(z) wokot danego punktu zy € Dy. Zalozmy, ze funkcje f
mozna rozwinaé¢ w nieskonczony szereg potegowy

f@) =Y an(z —x)" (1.100)

= Zanfn(x) (1.101)

Musimy znalez¢ wyrazenie na wspotczynniki a,, tego rozwiniecia. Obliczmy kolejne pochodne funkcji

fa(z) = (x — 20)" : (1.102)

ful@) = n(z —x0)" ™, (1.103)
fr(w) =n(n —=1)(z — 20)" 2, (1.104)
f"(z) =n(n —1)(n - 2)(x — x0)" 3, (1.105)
(1.106)

widzimy wiec, ze po k-krotnym zrozniczkowaniu (1.102) dla & < n otrzymujemy

fB () =nn—1)n—-2) - (n—k+1)(x—z0)" ¥, (1.107)
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za$ dla k > n pochodna zeruje sie. Zauwazmy ponadto, ze

ILn=nn—1)(n-2)---(n—k+1)
_nn=—1n-2)...n—k+)n—kn—-k-1)---1
n n—k)(n—k—-1)---1 (1.108)
n!
T n—k)

Ostatecznie, pochodna k-tego rzedu funkeji (1.102) dana jest zaleznoscia

n! n—k
£ () = m(x — )
0 sk >n.

) kj < )
=" (1.109)

Pochodna (1.109) w punkcie zy nie znika tylko w przypadku, gdy w wyrazeniu na pochodng nie
wystepuje czton x — xg, a wiec dla k = n:

£ (20) = nl, (1.110)
zatem
F¥ (20) = Spnn! (1.111)
Z (1.101) i (1.111) uzyskujemy
F® (o) = klag. (1.112)

Tak wiec rozwiniecie (1.100) ma postac:

Rozwiniecie Taylora

_ Z %f(m(xo)(x )" (1.113)
1 dvf .

_ Z d:C” . (x — xo) (1.114)

— i) 2 ) (o — ) == %f”(%)(:c w4 ... (1.115)

Jest to tzw. rozwiniecie Taylora.
Przyktady rozwiniecia Taylora wokot xy = 0:

er=> o (1.116)
k=0
x?2 28
=1 i
ot T A
sinx = i ﬂx%ﬂ (1.117)
~ (2k +1)! '
273 1 1'5 iL‘7
P76 T120 040
cosT = Z (_1)kx2k (1.118)
B (2k)! ‘
k=0
l‘z {E4 3’)8
=1-—+= ...

2 24 40320
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1.3.3 Calka funkcji

F jest funkcja pierwotna funkcji f, jesli
Veen, : F'(z) = f(x). (1.119)
Catkq nieoznaczong funkcji f nazywamy zbioér jej wszystkich fukncji pierwotnych:

Voee - /f(x) do = F(z) 4+ c & F(z) = f(x). (1.120)

Podstawowe wtasnosci catek wykorzystywane przy catkowaniu:

(1) liniowos¢:

Yoy raseC / (alf(x) + azg(a:)> dr = ay /f(x) dx + ay /g(x) dx. (1.121)

(2) calkowanie przez czesci:
/f(a:)g’(:z:) dr = f(x)g(z) —/f’(a:)g(x) dx. (1.122)
(3) calkowanie przez podstawienie:

r=g(u) > / f(x) dz = / Flg(w)g (u) du, (1.123)

w szczegolnosci

f/(x) = In T C, C
/f(x) de =n|f(z)| + ¢, c € C. (1.124)

Catkqg oznaczong w sensie Riemanna nazywamy granice ciagu
b n
/ flx)de = lim Y f(&)Ax;, (1.125)
a n—oo =1

gdzie n jest liczba przedzialow (z;_q;x;), na ktoére podzielono przedzial (a;b), ciag podziatow zdefi-
niowano nastepujaco: a = xg < 11 < ... < x, = b, zas & € (r;_1;x;), oraz Azx; = x; — x;_1. Jesli F
jest funkcja pierwotna funkcji f, wowczas

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a). (1.126)

Catki niewlasciwe na przedziale nieskoriczonym oblicza si¢ w nastepujacy sposob:
/ f(x) da::/ f(z) dx—i—/ f(z)dx (1.127)

= lim /af(x) d:c+tli>m tf(x) dx, (1.128)

t——00

przy czym wartos¢ calki nie zalezy od wartosci a.
W tabeli 1.4 zestawiono catki najwazniejszych funkc;ji.
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Tablica 1.4: Najwazniejsze calki, c € C

f(@) [ faydo

" xn+1

T

n+1

X

a® a4

Ina
e’ e’
1
— In |z|
T
Inx z(lnx —1)
sin x —CcoST
COS ¥ sinx
tan x —Incosz
cotx Insin

1.3.4 Calkowanie po parametrze i caltka gaussowska

Calki typu / x"e”* dx wygodnie jest liczy¢ metoda catkowania po parametrach. Dla n = 2 mamy
0

82 e’} 8 e’} 0
—/ e dr = ——/ re “dr = / e du, (1.129)
aOZQ 0 304 0 0
a poniewaz
o 1 <1
/ e “dr = '——e‘a‘” = —, (1.130)
0 Q@ 0 o
stad
> 2 —azx 2
rie” " dr = —. (1.131)
0 @

W ogolnosci catki tego typu obliczamy z zaleznosci

n_—ax d — _ —Qz d — - —_ = . 1132
/0 z"e T ( _da) /o e T ( da) o antl ( )

Wartosé catki / e’ obliczamy we wprowadzajac wspoltrzedne biegunowe:
T =TCosp (1.133)
y=rsing )
Jakobian tego przeksztalcenia wynosi
or o
% g_g =r. (1.134)



0o 2 o %) L) 0o
</ e da:> :/ xde/ “de:/ xde/ eV dy =
- ) 2 -
/ / e~ Y da:dy—/ / 7"drdgp—
_or re= dr — t=e"" dt = —2re"dr _
N 0 N r:0:>t—1,7’—oo:>t:O N

1
Iﬂ'/ dt =,
0
2

Voer : €% >0, (1.136)

(1.135)

a poniewaz

stad

/ e dr = /7, (1.137)

—00

zas z uwagi na parzystos¢ funkcji podcatkowej otrzymujemy od razu

/ e dr = g (1.138)
0

Teraz juz tatwo mozemy obliczyé catki

/ gm0 g t = ax, dt = \/adz _ / etzdt:—\/f (1.139)
0 r=0=t=0,r=00=1t=00 Va 2\ «
RS t =e 2 dt = —2axe " dr 1 [t 1
[e% 4 — ) e — = —_—. 114
/0:1:6 du {x:0:>t:1,:v:oo:>t:()} 2a/0 di 2a ( 0)

Calki zawierajace wyzsze potegi = obliczamy metoda rézniczkowania po parametrach catki (1.139)
dla poteg parzystych lub caltki (1.140) dla poteg nieparzystych. Zauwazmy, ze

oraz

d [> > 1
i e dy = _/ 2o dy = — =\ | = (1.141)
da J, 0 4V o
oraz
d o —ax? > 3 _—ax? 1
do xe dr = —/0 x’e dr = BEYCR (1.142)

W ogolnosci catki tego typu obliczamy z zaleznosci

/Ooo p2eos® gy _ VT <—%>n L _Covr (1.143)

9 \/5 92n+1p| 0"+ 3

o0 1 d\"1 n!
2n+1  —ax? der = = [ —— = 1.144
/0 e T3 ( da) o  2antl’ ( )

gdzie n € NU {0}.
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1.3.5 Funkcje wielu zmiennych

Obecnie rozpatrzymy funkcje zalezne od wielu zmiennych. Najpierw wprowadzimy wektor zmien-
nych,
L1
R'ax=|:], (1.145)

T

za$ funkcje przyporzadkowujgca wektorowi pewien skalar oznaczymy jako
f(x) =aeR" (1.146)
Dla dwoch wektorow x iy postaci (1.145) zdefiniujemy ponadto iloczyn skalarny,

x-y=x[y)
:XTy

n
= § Z;Y;-
1=1

Zauwazmy, ze z uwagi na stosowana przez nas konwencje kolumnowego zapisu wektorow, przy ilo-
czynach skalarnych musimy transponowaé pierwszy wektor.

Pojecie iloczynu skalarnego uogdlnimy w rozdziale 1.4.2.

W dalszej czesci wektor zmiennych (1.145) bedziemy oznaczaé jako r, a skalarng funkcje tego
wektora — jako f(r).

(1.147)

1.3.5.1 Pochodne czastkowe

Pochodna czastkows funkeji wielu zmiennych f(r) wyznaczamy podobnie jak pochodna funkcji jednej
zmiennej traktujac pozostale zmienne jako parametry. Oznaczamy ja symbolami

of
=0, f=f. 1.148
axi Ty f f:vl ( )
Mozemy oczywiscie obliczaé¢ pochodne wyzszych rzedow i po réznych wspotrzednych. W ogélnosci,
poza pewnymi patologicznymi przypadkami (z ktorymi nie bedziemy mie¢ do czynienia w mechanice
kwantowej), kolejnos¢ rozniczkowania nie ma znaczenia:

an — f// _ an —
a.]ﬁial'j T meg 891;]8:1:1 o

= 1 (1.149)

Tjx;"

1.3.5.2 Przyrost i gradient funkcji

Jak pamietamy, rozniczka funkcji jednej zmiennej dana jest zaleznoscia (1.60). Dla funkcji n zmien-
nych analogicznag wielkosé uzyskujemy rézniczkujac kolejno po wszystkich zmiennych niezaleznych i
mnozac pochodne przez rézniczki tych zmiennych, a wiec

df(x) = agix) day + 8£S(UX) Aoy + ... + ag? da, + (1.150)
1 2 n
= Vf(x)-dx, (1.151)
przy czym wektor )
1
Vix)=1| 1 |(r). (1.152)
0
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nazywamy gradientem funkcji f(x), zas V jest operatorem rézniczkowym, ktory z funkcji skalarnej
tworzy funkcje wektorows. Wreszcie
d[L’l

dr=| : (1.153)
dz,
jest rozniczka wektora x. Wielkosé (1.151) nazywamy rdézniczkq zupetng funkcyi.
Gradient funkcji jest wektorem wskazujacym kierunek najwiekszej zmiennoéci funkeji.
Rozwazmy teraz rozniczke ztozonej funkcji wielu zmiennych, f( g1(x1),. .., gn(a:n)> Laczac (1.91)

i (1.91), uzyskujemy

df(gl(xl),...,gn(mn)> - Zg—;dgi(xi) (1.154)
i=1 "
= En; g‘gigé(xi) dw;. (1.155)

W szczegolnoscei dla funkeji iloczynowej

(). o gae) = [T ) (1.156)
(1.155) przyjmuje postaé
a (ngxi)) > (Hgkm)) Aoz, (1.157)
i=1 i=1 \k#i

Cwiczenie 1.3 Przeksztatcenie sferycznego uktadu wspotrzednych w uktad kartezjariski ma postaé

x =rsinfcosy
y=rsinfsing . (1.158)

z=rcost
Wyznacz rozniczki zmiennych x, y © z w funkcji rozniczek r, 0 i .
Rozwiazanie 1.3 Korzystajgc z (1.157) uzyskujemy np.

dr = d(r sin 6 cos cp)

(1.159)
= sinf cos o dr + rcos @ d(sin @) + rsin @ d(cos ¢) ,
a korzystajac z (1.60) mamy np.
d(cos ) = (cos)'d
(cos ) = ( .w) ¢ (1.160)
= —sinpdy.
Ostateczny wynik mozemy zapisaé w postacit macierzowey:
dx sinfcosy rcosfcosy —rsinfsing| [dr
dy| = |sinfsing rcosfsing rsinfcosy | [df|. (1.161)

dz cosf —rsinf 0 dep
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Cwiczenie 1.4 Znajds postaé gradientu we wspotrzednych sferycznych.

Rozwiazanie 1.4 7 (1.158) znajdujemy przeksztatcenie kartezjariskiego uktadu wspétrzednych w

uktad sferyczny,
r = /12 + y2 + 2
0 arccos \/ﬁ . (1.162)

v = arctan2(y, z)

Dziatanie gradientu (1.152) na funkcje f(r) mozemy wyrazié w postaci

_of(x), , Of(x)_  Of(r)
Vi) = ox X+ dy y+ 0z

2. (1.163)

Zatozmy, ze funkcja f(r) wyrazona jest we wspétrzednych sferycznych:

f(x) = [(r.0,9), (1.164)

a poniewaz wspotrzedne sferyczne mozna wyrazié przez wspdtrzedne kartezjariskie (1.162),

1) = £ (@, 2), 0, 2), ol 9,2) ). (1.165)
wiec np.
Of(r) 0rdf(x) 900f(r) 9pdf(r)
or 0 or 0r 00 or 0p (1.166)
1.3.6 Krzywe parametryczne
Krzywa parametryczng w R™ jest zbior punktow
$1(t)
(1)
r(t) = : , t € la,b]. (1.167)
Tn (1)

Poniewaz poszczegolne wspotrzedne krzywej sa funkcjami zaleznymi od parametru ¢, stad ich przyrost
przy infinitezymalnym przyroscie parametru wynosi

di(t) = a(t)dt, (1.168)

przy czym pochodna po parametrze oznaczylisémy kropka (notacja czesto stosowana w mechanice
klasycznej), zatem rozniczka wektora,

t1(t)

Ie(f) — (1)

rty= || d. (1.169)
T (1)

Krzywe parametryczne sg stosowane m.in. do opisu trajektorii punktéw w przestrzeni 3-wymiarowej:

r(t) = |y(t) (1.170)
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Parametrem jest tutaj oczywiscie czas, zas predkosé i przyspieszenie ciata opisanego trajektoria (1.170)
dane sa zaleznosciami
(t)

v(t) =1() = |y(t)| . (1.171)
(1)
#(t)
a(t) =v(t) =) = i) ]| . (1.172)
£(t)

1.3.6.1 Calka krzywoliniowa

Rozwazymy obecnie wektorowa funkcje wielu zmiennych f(r) € R™.
Catkq krzywoliniowq skierowang funkcji wektorowej f po krzywej C,;, sparametryzowanej zalez-
noscia r(t) o koncach r(a) i r(b) nazywamy granice ciagu

/ f(r) - dr = lim zn:f(gi)-mi, (1.173)
Cub n—00 p—

gdzie n jest liczba podzialow [t;_i,t;] parametru ¢t krzywej takich, ze a = to < t; < ... < t, = b,
& =r(0;),0; € [ti1,t], oraz Ar; =r; —r;_;. Calke (1.173) obliczamy z calki oznaczonej

/c f(r)-dr = / f(r(t)) - r'(¢)dt. (1.174)

W ogolnosci catka (1.174) zalezy nie tylko od konicowych punktoéw krzywej r, ale takze od para-
metryzacji r(t), czyli drogi taczacej koricowe punkty krzywej Clp.

Zauwazmy, ze rozniczka zupelna (1.151) jest iloczynem skalarnym wektorow, ma wiec postac
podobna do wyrazenia podcatkowego w (1.174). Przyrost funkcji f miedzy argumentami r, i 1y
mozemy wyznaczy¢ znajac jej rézniczke zupetna:

Af = f(ry) — f(ra) (1.175)
:K,#@) (1.176)

Istotna cecha roézniczki zupetnej (1.151) jest to, ze catka (1.176) nie zalezy od drogi catkowania, a
tylko od konicowych punktow krzywej. W szczegolnosci, catka rézniczki zupelnej po krzywej zamknie-
tej (stad okrag w symbolu calki) jest zerowa,

f df (r) = 0. (1.177)

W szczegolnym przypadku funkcji dwoch zmiennych, wyrazenie

P(z,y)dx + Q(z,y) dy (1.178)

jest rozniczka zupelna, jesli
().-(2),
co wynika z zaleznosci (1.151) 1 (1.149). Zapis (%)x oznacza, ze zmienna x jest traktowana jako

staly parametr przy rozniczkowaniu po zmiennej y. Jest to konwencja stosowana zwyczajowo w
termodynamice.
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1.4 Podstawowe pojecia algebry liniowej

1.4.1 Przestrzen wektorowa i jej baza

Aby dany zbior V' byt przestrzenig wektorowq nad cialem K, jego elementy musza spetnia¢ nastepu-
jace warunki:

(1) przemiennos¢ dodawania: Vypvey : U+ vV =V + u,
2) tacznos¢ dodawania: Vyyawey @ (W4 v)+w=u+ (v+w),

istnienie elementu neutralnego dodawania: Vycydecy : u+€ =€+ u = u,

)
)
)
4) istnienie elementu odwrotnego dodawania: Vycy3_yey : u+ (—u) = (—u) +u=e,
) lacznos¢ mnozenia skalarnego: Vonapek, uev : @(fu) = (af)u,

) rozdzielnos¢ dodawania skalarnego: Vangek, uev : (@ + f)u = au + fu,

) rozdzielnos¢ dodawania wektorowego: Voek uavey : @(u+v) = au + av,

(8) istnienie elementu neutralnego mnozenia skalarnego: Vyey3eck : €u = u.

Elementy zbioru V' nazywamy wektoramsi, zas zbioru K — skalaramia.
Kombinacjqg liniowg wektoréw v; jest wektor postaci

u=> a;v;, (1.180)
=1

gdzie a; € K.
Wektory vy, vo, ..., v, sa lintowo niezalezne, jesli
avit+asgve+ ... +a, v, =0 =a=...=q, =0. (1181)
Zbior wektorow B = {vy,va,...,v,} jest bazg przestrzeni wektorowej V', jesli kazdy wektor z

tej przestrzeni mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowsa wektorow z B, jak w réwnaniu (1.180).
Liczba wektorow bazy to wymiar przestrzeni wektorowej (ang. dimension), oznaczany symbolem
dim V. Wspotezynniki w kombinacji liniowej przedstawiajacej wektor za pomoca wektoréw bazowych
to wspotrzedne wektora w danej bazie. Dana przestrzen V ma wiele baz, ale kazda baza sktada sie z
takiej samej liczby wektoréw, rownej wymiarowi tej przestrzeni.

Oto przyktady przestrzeni wektorowych:

(1) n-wymiarowa przestrzen euklidesowa R™ nad ciatem liczb rzeczywistych; wektory tej przestrzeni
maja postac
T

T2
v=| .1, (1.182)

Tn

gdzie z; € R. Dla n = 1 otrzymujemy po prostu zbior liczb rzeczywistych R, Dla n = 2
przestrzen ta jest zbiorem wektoréw na plaszczyznie dwuwymiarowej, zas dla n = 3 — zbiorem
wektoréow w przestrzeni tréjwymiarowej. Dla tego ostatniego przypadku jako baze mozemy
wybraé¢ np. wersory osi x, y i z kartezjanskiego uktadu wspotrzednych:

B, ={x,9.2} =< |o|, [1],]o] }. (1.183)
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—2
Wektor u = [—1| jest nastepujaca kombinacja liniowa wektoréw bazy By:
5
1 0 0
u=-2|0[+ (-1 |1| +5]0], (1.184)
0 0 1
tak wiec wspolrzedne wektora u w bazie By to [ . Mozemy jednak wybrac¢ inna baze, np.
|: , (1.185)
woOwczas ~
0 1 1
u=3 |1 +2|0|+(-4) |1, (1.186)
1 1 0
3
a wiec wspotrzedne wektora u w bazie By to | 2 Zauwazmy, ze np. zbior
—4
1 0 2
Bz = O, (1f,]|3 (1.187)
0 0 0

nie jest juz baza przestrzeni R?, bowiem jeden z wektoréw jest kombinacjg liniows pozostalych
dwoch wektorow, np.
2 1 0
3| =200| +3|1], (1.188)
0 0 0
czyli wektory nalezace do zbioru Bj sa liniowo zalezne (w przypadku przestrzeni trojwymia-
rowej oznacza to, ze trzy wektory leza na jednej plaszczyznie). W analogiczny sposob mozna
zdefiniowaé przestrzeri C" nad ciatem liczb zespolonych.

(2) zbiér macierzy o wymiarach mxn, M™*" zbudowanych z liczb zespolonych. W tym przypadku
dodawanie wektorowe jest po prostu dodawaniem macierzy. W przypadku, gdy przestrzen ta
jest definiowana nad C, wowczas jej baza moze byé np. zbidér mn macierzy zerowych, w kto-
rych dokladnie jedno zero zastapiono jedynka® i zadna z macierzy nie pojawia sie dwukrotnie.
Poniewaz moc takiego zbioru, bedacego baza, wynosi mn, jest to przestrzen mn-wymiarowa.
W tym wypadku tworzenie macierzy zespolonych wymaga uzycia zespolonych wspotczynnikow
kombinacji liniowej macierzy bazy. W wypadku przestrzeni M™*™ nad cialem R baza jest
wieksza — do poprzedniego zbioru nalezy dodaé jeszcze np. zbiér mn macierzy zerowych, w
ktorych doktadnie jedno zero zastapiono liczba ¢ 1 zadna z macierzy nie pojawia si¢ dwukrotnie.
Rozszerzenie bazy w stosunku do poprzedniej przestrzeni jest konieczne, aby mozna bylo two-
rzy¢ macierze zespolone — wspotczynniki kombinacji liniowej sg rzeczywiste, a wiec macierze
zespolone musza by¢ czedcia bazy. Wymiar tej przestrzeni wynosi zatem 2mn.

3Ale mozna tez stworzyé baze zlozona z macierzy zespolonych, w ktérych jedynki macierzy bazy zastapiono liczba
urojong i. Wowczas tworzenie macierzy rzeczywistych wymaga uzycia zespolonych wspotczynnikéw kombinacji liniowe;j
macierzy bazy. Oczywiscie w przypadku tej przestrzeni baza moze zawiera¢ zaré6wno macierze rzeczywiste, jak i
zespolone, pod warunkiem, ze w wyjSciowych macierzach zerowych nie zastapiono dwukrotnie tego samego zera.
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(3) zbiér P" wielomianéw stopnia co najwyzej n-tego. Baza tej przestrzeni moze by¢ np.
B={1,z,2° ... 2"}, (1.189)

wiec jest to przestrzen (n + 1)-wymiarowa. Jednakze nie musimy ogranicza¢ stopnia wielomia-
néw i rozpatrzy¢ zbior wielomianéw dowolnego stopnia. Co oczywiste, baza takiej przestrzeni
zawiera nieskonczenie wiele elementow, ale jest przeliczalna, bo zawiera tyle elementow, co zbior
liczb naturalnych, N.

(4) zbior F wszystkich funkcji f : R — C takich, ze

/_Oo F(2) f(z) dz < oo. (1.190)

Jest to przestrzeni wektorowej o nieskoriczonym wymiarze i nieprzeliczalnej bazie. Przyktadem
funkcji z przestrzeni S jest e=**”, a > 0.

1.4.2 Iloczyn skalarny wektorow

Tloczyn skalarny wektorow u i v z przestrzeni wektorowej V' przyporzadkowuje im liczbe (u|v|u|v)
nalezaca do ciata K. Iloczyn skalarny spetnia nastepujace zaleznosci:

(1) (ulvi + valu|vi + va) = (u|vi[ulvy) + (u|va|ulva),
(2) Veek : (uleviulev) = ¢ (ulv|ulv),

(3) (ulvlulv) = (v[u|v|u)",

(4) (uujufu) > 0A (uujuju) =0< u=0.

Norma wektora (czyli jego dtugosé) dana jest wzorem

||| = v/ (ufu[u|u). (1.191)

Dla dowolnych wektoréw u i v zachodzi nierdwnosé Cauchy’ego-Buniakowskiego:
[lal[[[vI] = | (ulv[a|v)]. (1.192)

Wektory u i v sa ortogonalne, jesli
(u|v|u|v) =0. (1.193)

Definicja iloczynow skalarnych w przestrzeniach wektorowych opisanych w przyktadach (1)—(4) w
rozdziale 1.4.1:

il Y1
x
(1) iloczyn skalarny wektorow u = ,2 iv= 3{2 € C™ dany jest wzorem
Tn Yn
(ulv|u|v) =u'v = Za:;kyl (1.194)

i=1
(2) iloczynem skalarnym macierzy kwadratowych A i B z przestrzeni wektorowej M"™*™ nad C jest

(AB|A|B) = Tr(A'B). (1.195)
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(3) iloczyn skalarny wielomianoéw P, (z) = po +p1x + ... ppa™ 1 Qn(z) = g0 + q1x + . . . gox"™ mozna
np. zdefiniowaé jako

(Pl @nlPalQn) = plgi (1.196)
i=1
(4) iloczyn skalarny funkeji f i g z przestrzeni 7 definiujemy jako
lalfla) = [ 7 (algta)da. (1.197)
1 5
Cwiczenie 1.5 Znaleié wektor ortogonalny do wektorowu = |1| iv = |3].
1 1
x
Rozwiazanie 1.5 Oznaczmy wspotrzedne szukanego wektora jako |y |. Rownanie (1.194) prowadzi
z
do uktadu rownan
r+y+z=0
{ Sr+3y+z2z=0" (1.198)
skqd otrzymujemy
dr = —2y. (1.199)
Wybierajgce na przyktad y = 2 dostajemy wektor ortogonalny (jeden z nieskoniczenie wielu) do wekto-
-1
rowuai1v: | 2
-1

Dla przestrzeni R? i R? ortogonalnosé wektoréw oznacza, iz sg one prostopadle.
Dany wektor v jest unormowany, jesli

(vlvlv|v) =1, (1.200)
czyli jego norma jest jednoscig. Kazdy niezerowy wektor u mozna unormowacé dzielac go przez jego

norme;:
u u

u= = , (1.201)
(ufululu)  [lul]
przy czym wektor jednostkowy 1 ma zwrot identyczny jak wektor u.
Baza B = {v1,va,...,Vv,} jest ortonormalna, jesli
Vinjemnn : (vi|vjlvilvj) = d;;. (1.202)

1.4.3 Przeksztalcenie liniowe

Przeksztatcenie liniowe jest odwzorowaniem jednej przestrzeni wektorowej w druga: A : V. — W
spetniajacym warunki*:

(1) addytywnosci: Vusver : A(u+v) = A(u) + A(v),

(2) jednorodnosci: VaexVuey : A(ou) = aA(u).

4 A oznacza samo przeksztalcenie, zas A — jego operator. Jesli przeksztatceniu A odpowiada macierz A, wowczas
A=A
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W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej kazdemu przeksztalceniu liniowemu odpowiada macierz.
Dla przyktadu, jesli dla przestrzeni R? wybierzemy baze B; [réwnanie (1.183)], to przeksztalceniu
polegajacemu na odbiciu w plaszczyznie xy (czyli zmianiajacemu wspolrzedna z danego wektora na
—z) odpowiada macierz

10 0
A=101 0 (1.203)
00 -1
x
Istotnie, wektor u = |y | po odbiciu w ptaszczyznie xy bedzie miat wspotrzedne
z
10 O x x
u=Au=|01 0| |yl=1|y (1.204)
00 -1 (= —z

Macierz przeksztatcenia liniowego jest uzalezniona od wyboru bazy. Wyjatkiem jest przeksztatcenie
identycznosciowe®, ktoremu w kazdej bazie w przestrzeni R” odpowiada macierz jednostkowa n x n:

E=|. . | (1.205)
00 - 1

W ogélnosci danemu przeksztalceniu liniowemu A : V' — W mozna przypisa¢ macierz wtedy,
gdy przestrzenie V' i W maja skoriczony wymiar i gdy okreslono bazy tych przestrzeni. Niech B =
{vi;vo;...; v} 1 C = {wy;wy;...;w,} beda odpowiednio bazami przestrzeni wektorowych V i W,
zas A — przeksztatceniem liniowym V' — W. Wowczas elementy macierzy przeksztalcenia A maja
postac

Qi = <Wz‘|A|Vj A|Vj|wi> . (1.206)

Wi|A|Vj> = <fl|vj|wz~

Zatem macierze operatoréw odbicia, obrotu w trojwymiarowym uktadzie wspotrzednych kartezjan-
skich w bazie ortonormalnej (1.183) znajdujemy z zaleznosci

aij = <éZ|A|éJ

éi|fl|éj> , (1.207)

gdzie {€1;€y; €3} = {x;¥;2}. Jest to bowiem przeksztalcenie R? — R3.
Operator hermitowsko sprzezony do operatora A, Af, jest zdefiniowany rownoscig

<W|A|V‘W|A|V> = <ATW|V’ATW’V>. (1.208)
Macierz operatora At uzyskujemy przez hermitowskie sprzezenie macierzy operatora A:
AT = (AT)" = (A" (1.209)
W ogolnosci operatory przeksztatceni liniowych sa nieprzemienne:

AB + BA. (1.210)

®Przeksztalcenie identycznosciowe E nie zmienia wektora, na ktory dziata: E(u) = u.
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1.4.4 Diagonalizacja macierzy

Niech A bedzie przeksztalceniem liniowym w przestrzeni R", ktéremu odpowiada macierz kwadratowa

11 Q12 -+ Qip
Q21 Q22 -+ QA2p

A = . . . . . (1.211)
ap1 Ap2 - App

Jesli istnieje niezerowy wektor v € R” taki, ze

Av = )\v (1.212)
dla pewnego skalara A, to A jest wartoscig wtasng macierzy A, a v — wektorem wtasnym odpowiada-
T1
jacym wartosci wtasnej A. Jesli wektor v ma wspotrzedne .|, rownanie (1.212) mozna zapisac
T,
w postaci uktadu réwnan jednorodnych:
ann— A aip o an T 0
wrodm A mlo] Y, (1.213)
Gn1 An2 ccr Qpp — A L, 0
lub zwiezle
(A —)XE)v =0. (1.214)
Rownanie (1.214) ma rozwiazania nietrywialne wtedy i tylko wtedy, gdy
det(A — AE) = 0. (1.215)

Rownanie (1.215) to tzw. réwnanie charakterystyczne macierzy A, jego lewa strona jest zas wielomia-
nem charakterystycznym tej macierzy. Jak tatwo zauwazy¢, jesli v jest wektorem wlasnym macierzy
A, jest nim takze wektor av, a € C:

Av = v = A(av) = adAv = alv = \(av), (1.216)

stad czesto zamiast pojecia wektora wlasnego uzywa sie okreslenia kierunek wtasny. Jesli krotnosé¢
danej wartosci wlasnej jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego wynosi ki k > 2, woéwczas
wartos¢ ta jest k-krotnie zdegenerowana (zwyrodniata) i odpowiada jej k wektorow wiasnych. Zbior
wszystkich wartosci wtasnych danej macierzy to jej widmo (ang. spectrum):

sp(A) = {\ : det(A — \E) = 0}. (1.217)
1 00
Cwiczenie 1.6 Znalezé¢ wartosci wtasne macierzy A= | 3 1 2
0 5 4

Rozwiazanie 1.6 Rdwnanie (1.215) dla macierzy A ma postaé

1—X 0 0
3 1-X 2 |=0=>W+1D)A-1)(A—6)=0= sp(A) = {—1;1;6}. (1.218)
0 5 4—)\
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Dla kazdej wartosci wtasnej \; rozwigzujemy uktad rownan postaci

1 00 Q; Q;
31 2 Bi |l =N| Bi |, (1.219)
0 5 4 Vi Vi
e%}
gdzie v; = i | jest wektorem wtasnym macierzy A odpowiadajgcym wartosci wtasnej A;. Po
Vi
podstawieniu kolejnych wartosci wtasnych otrzymujemy
) = 0 30(2 = —2’72 3 = 0
, , ) 1.220
{ fr=-m { 502 = —372 { 505 = 273 ( )

Zauwwazmy, ze rownania te pozwalajg wyznaczyé wektory wtasne z doktadnosciq do statej, czyli po
prostu kierunki wtasne. Przyjmujgc na przyktad 1 =1, v = —15 1 y3 = 5 otrzymujemy

0 10 0
V1 = 1 , Vo = 9 , V3 = 2 . (1221)
-1 —15 5
Niech macierz A bedzie macierza kwadratowa n x n, niech sp(A) = {\;Xg;...; .}, niech
L1
T2i
Vinjemynn @ Ai # A;j 1 niech i-ty wektor wlasny ma posta¢ v; = .| . Utwoérzmy macierz P,
Tni

ktorej kolumny beda utworzone z wektoréw wlasnych macierzy A:

11 T12 - Tin
To1 T2 - Top

P:[Vl \ R Vn}: ] o . , (1.222)
Tp1 Tp2 - Tnn

oraz diagonalng macierz D majaca na przekatnej wartosci wtasne macierzy A:

A O 0
0 X -+ 0
D=1 . . o (1.223)
0 O An
Zauwazmy, ze
AP:A[Vl vy - Vn}:[Avl Avy .- Avn}:[)\lvl AaVy - /\nvn}:]P)]D),
(1.224)
skad otrzymujemy bardzo wazna zaleznosé:
D =P 'AP. (1.225)

Jest to tzw. przeksztatcenie przez podobienistwo. Macierze A i D, powigzane zaleznoscia (1.225), sa
macierzami podobnymi.
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Rozdzial 2

Podstawy teorii kwantow

2.1 Poczatkowe koncepcje teorii kwantow

2.1.1 Promieniowanie ciala doskonale czarnego

Cliato doskonale czarne w catosci pochtania padajace nari promieniowanie i znajduje si¢ w rownowa-
dze termodynamicznej z tym promieniowaniem, zatem emituje tyle samo energii promienistej, ile jej
absorbuje. Wzdr Plancka na gestosé energii promieniowania! ciala doskonale czarnego:

8?2 hv
u(v;T) = ——— . (2.1)
¢ err — 1
Dla duzych czestosci wzoér Plancka przechodzi w prawo przesunieé¢ Wiena:
SThi®
uw(v;T) = 3¢ T (2.2)
zas dla matych czestosci — w prawo Rayleigha-Jeansa:
Sv2kT

Wzory (2.2) i (2.3) sa jednak w ogolnosci niepoprawne. W mysl wzoru Rayleigha-Jeansa energia na
jednostke objetosci wynosi

U(T) = /OOO u(v; T) dv = oo, (2.4)

co jest oczywistym absurdem (jest to tzw. katastrofa w nadfiolecie).

2.1.2 Efekt fotoelektryczny

Efekt fotoelektryczny polega na wybijaniu elektronéw z powierzchni metalu po oswietleniu jego po-
wierzchni promieniowaniem nadfioletowym, przy czym liczba wybijanych elektronéw jest proporcjo-
nalna do natezenia padajacego promieniowania, a ich predkos¢ maksymalna zalezy od jego natezenia.
Zjawisko to opisane jest wzorem FEinsteina:
L,

hy = gm + W, (2.5)
gdzie hv jest energia kwantu promieniowania zderzajacego sie z elektronem, v jest predkoscia wybi-
tego elektronu, a W — prace wyjscia elektronu z metalu.

!Gestosé energii promieniowania to ilos¢ energii promieniowania przypadajaca na jednostke objetosci i czestosci.
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Rysunek 2.1: Rozktad Plancka dla kilku przyktadowych temperatur

2.1.3 Model atomu Bohra

Bohr opart sw6j model atomu na modelu planetarnym Rutherforda. Podstawowe zalozenia modelu
Bohra:

(1) energia promienista jest wypromieniowana z atomu tylko w czasie przejs¢ elektronu pomiedzy
roznymi stanami, nie zas w sposob ciagly. Energia wypromieniowana lub pochtonieta przy
takim przejsciu wynosi

AE = hy, (2.6)

(2) elektrony poruszaja sie po orbitach stacjonarnych, na ktorych posiadaja moment pedu wyno-
szacy
L=nh,neN. (2.7)

Jesli elektron krazy z predkoscia v po orbicie kotowej o promieniu r wokoét jadra o tadunku Ze, jego
moment pedu wynosi

L = mor, (2.8)
dziala nan sita odsrodkowa )
Fou = 2, (2.9)
r

ktora rownowazy site przyciagania przez jadro

Ze?
Fy=—— 2.10
a jego energia (suma energii kinetycznej i potencjalnej) wynosi
1 Ze?
E=-m?— 25 (2.11)

2 Amegr’
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Laczac wyrazenia (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) otrzymujemy wzoér na dopuszczalne energie elek-
tronu w atomie wodoropodobnym:
Z*me*  E
B, =21 _ = (2.12)

e
8n2e3h?  n?

2.1.4 Hipoteza de Broglie’a

Promieniowanie elektromagnetyczne, co oczywiste, posiada charakter falowy, jednakze jest jednocze-
snie zbiorem czastek (korpuskut), co przejawia sie np. w efekcie fotoelektrycznym — a witec posiada
tez charakter korpuskularny. To stwierdzenie jest nie tylko prawdziwe dla promieniowania, ale takze
dla dowolnych czastek, np. elektronéw czy neutronéw. Dualizm korpuskularno-falowy jest ogdlna
cecha materii. Wedlug hipotezy de Broglie’a kazdej czastce obdarzonej pedem p przypisuje sie fale o
dtugosci

h

A= (2.13)

2.2 Postulaty mechaniki kwantowe]

2.2.1 Postulat o stanie ukladu kwantowego N czastek

Stan kwantowomechaniczny uktadu zlozonego z N czastek, z ktérych kazda znajduje sie w punkcie
Ty

r; = |y; | jest okreslony funkcja falowa W(ry,re, ..., ry,t) (zalezng od 3N + 1 wspolrzednych) taka,
Zi

ze kwadrat jej modutu jest proporcjonalny do gestosci prawdopodobienistwa znalezienia sie uktadu

w tym stanie w czasie t. Aby kwadrat modulu? tej funkcji byl gestoscia prawdopodobieristwa,

funkcja falowa U wycatkowana po calym zakresie zmienno$ci wspotrzednych przestrzennych musi

by¢ jednoscia dla dowolnego czasu t:

/// (W (ry;re;...;vnst) P dPridPry. . dPry = 1, (2.14)
ri Jro ry

wowcezas gestosé prawdopodobienstwa dana jest wzorem
7T(I'1, Fo,...»IN, t) = |\I]<r17 rg,...,I'n, t)|2 (215)

Jest to probalistyczna interpretacja funkcyi falowej Borna. Funkcja falowa musi byé jednoznaczna,
skoriczona i ciagta w calej przestrzeni. Funkcje speliajace te warunki sa funkcjami klasy @) (ang.
quantum).

2.2.2 Postulat o operatorach zmiennych dynamicznych

Kazdej zmiennej dynamicznej A (np. wspoétrzedne;j _polozenia, pedu, momentu pedu, energii kine-
tycznej i potencjalnej) odpowiada operator liniowy A, a wiec operator spetniajacy warunek

vCl,CQEC . A(Clqjl + 62\112) = ClA\Ifl + CQA\IJQ. (216)

Najistotniejsze w mechanice kwantowej sa operatory (a € {x;y; z}):

2Kwadrat modutu funkcji jest réwny iloczynowi tej funkcji przez jej sprzezenie: |¥|? = U*.
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e polozenia czastki (),
a=a, (2.17)

jest to wiec operator mnozenia przez dana wspolrzedna,

e ¢-tej sktadowej pedu (p.),

0
Do = —ih—o, 2.18
P ihae (2.18)

a poniewaz ped jest wielkoscig wektorowa i zachodzi
P = pX + pyy + 0.2, (2.19)

wiec operator catkowitego pedu ma postaé
0 0 0
- — _h - N - fd _.thW 220
P ! (8$X+ ny * Gzz) ' (220)
e cnergii potencjalnej oddziatlywania elektronu z jadrem o tadunku Ze,

. Ze?
V=- ) 2.21
dmegr ( )

Operatory pozostalych wielkosci dynamicznych tworzy sie wyrazajac je poprzez «, p, i V' i zastepujac
je odpowiednimi operatorami.

Cwiczenie 2.1 Znaleié operator sktadowej zetowej momentu pedu.

Rozwigzanie 2.1 Moment pedu jest iloczynem wektorowym

X Vv z
l=rxp=|oz y =z (2.22)

Pz Py D
= (yp: — 2py)X + (2ps — xp2)y + (xpy — Yp.)2 (2.23)
= lz = TPy — YP2, (224)

zatem 5 5

[, = — = 2.25
! (yax x@y) (2.25)

Cwiczenie 2.2 Znaleié operator energii kinetycznej czqstki o masie m i pedzie p.

Rozwigzanie 2.2 Poniewaz zachodzi

T=2, (2.26)

stgd

o R [ 9? o* 02 h?
Il=—"\—+—+=— ) =—7"A. 2.2
2m (8:02 * 0y? * 8z2> 2m~ " (227)

Operator Hamiltona (hamiltonian) to operator energii catkowitej uktadu. Hamiltonian elektronu w
atomie wodoropodobnym o liczbie porzadkowej Z ma postaé
. h? Ze?

+ 2m dmegr

(2.28)
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2.2.2.1 Przemienno$¢ operatoréow

Jesli dla dwoch operatorow, AiB , zachodzi
AB = BA, (2.29)
wowczas operatory AiB sa przemienne, czyli komutujqg. Komutator tych operatoréw ma postac
[A, B} — AB - BA (2.30)

i jest zerem dla przemiennych operatoréw. Z réwnania (2.30) od razu wynika

[A,A] ~0 (2.31)
oraz
[A, B] . [B,A] (2.32)
Ponadto dla dowolnych statych a,b € C zachodzi
[A,a} - [a, A] - (2.33)
oraz
[A Ya, B+ b] - [A, B} . (2.34)

Cwiczenie 2.3 Obliczyé komutator [#, p,].

Rozwiazanie 2.3 Aby obliczy¢ jakikolwiek komutator, nalezy rozwazyc jego dziatanie na dang funk-
cje. W tym przypadku moze to byé funkcja jednej zmiennej, ¥(x):

2. altb(w) = —ih(af (2) = (2] (@))") = =it(af/(x) = [(@) = af(2)) = iRf(2),  (235)
wiec
[z, ] = ih. (2.36)
Cwiczenie 2.4 Udowodnié¢ réwnosé [AE,C’] = A[é, (j] + [121, C’]B
Rozwigzanie 2.4 Rozpisujemy prawg strone powyzszego rownania:
A [B, é} + [21, é} B=ABC - ACB+ ACB —~ CAB = ABC — CAB = [AB, é]. (2.37)

2.2.2.2 Operatory samosprzezone

Rozwazmy operator A dzialajacy w przestrzeni funkcji klasy @) jednej zmiennej. Operator A jest
hermitowski (samosprzezony), jesli dla dowolnych funkcji ¥ i ¢ zachodzi

/_Z w*(w)flqﬁ(x) dr = /_Z [Aw(x)] " o(x) dw. (2.38)

W tym miejscu dogodnie jest wprowadzi¢ notacje braketowq Diraca. W notacji tej zwykta funkcje
umieszcza sie w kecie: 1 = |¢), za$ jej funkcje do niej sprzezona — w bra: ¥* = (Y. Zapis (Y|o)
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oznacza iloczyn skalarny funkcji ¢ i ¢. lloczyn ten dla funkcji jednej zmiennej mozna zdefiniowaé¢ na
calym zbiorze R:

wlo) = [ v @ota)d, (2.39)
Ze wzoru (2.39) od razu wynika
(¥lg) = (oly)” . (2.40)
Warunek (2.38) mozna zapisa¢ zwiezle
(v]dg) = (Au]s), (2.41)
przy czym
(v]As) = (v|A|o) - / Z V*(2)Ad(x) dx, (2.42)

(4o} = |

Sprzezenie hermitowskie operatora oznaczamy zazwyczaj krzyzem, AT, tak jak dla macierzy. Definicje
operatora sprzezonego mozemy zapisa¢ korzystajac z notacji braketowej,

<¢ A’¢> _ <Aw ¢>. (2.44)

Cwiczenie 2.5 Sprawdzié, czy operator A=z jest hermitowska.

(Av()) “(z) da . (2.43)

[e.9]

Rozwiazanie 2.5 Warunek (2.38) w tym przypadku ma postaé

/ " (@)edla) de = / " (@) o(e) de. (2.45)

Poniewaz
Vaer © [z (2)]" = 2™ (2), (2.46)
stad obie strony w rownaniu (2.45) sq réwne, czyli operator x jest hermitowski.

Cwiczenie 2.6 Sprawdzié, czy operator A= 8% jest hermitowsks.

Rozwiazanie 2.6 Warunek (2.38) w tym przypadku ma postaé

/_: W(ﬂ:)%cb(x) dx = /_oo [%?ﬂ(x)rﬂx) da. (2.47)

o

Rozpisujemy lewq strone powyzszego rownania wykorzystujge catkowanie przez czeSci:

< @) =), fla) = @] |
/_oow”dﬂ“d - {g'<x>=% (1), g(z) = (x) }w‘

= o - [ [ o i -

_ /_ b [%w(x)}*g;(x) dr, (2.48)

[e.e]
tak wiec operator A= g—x nie jest hermitowski, bowiem At = —A. Nietrudno zauwazyé na podstawie
rownania (2.48), ze operator B= i% jest hermitowski.
Cwiczenie 2.7 Wykazaé, ze jesli operator A jest hermitowski, to operator A? — réwniez.

Rozwiazanie 2.7 Korzystamy z hermitowsko$ci operatora A:

<w‘,212 w> - <A¢ A¢> _ <A2¢‘¢>. (2.49)
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2.2.3 Postulat o ewolucji funkcji falowej w czasie

Zmiane funkcji falowej uktadu N czastek w czasie opisuje rownanie Schridingera zalezne od czasu:

811](1'1,1'2, ce ,I'N,t)
ot

ih :ﬁ‘ll(rl,rg,...,rN,t), (2.50)

gdzie H jest hamiltonianem ukladu. H moze zalezeé¢ od czasu.

Stany stacjonarne to stany ukladu, dla ktorych gestosé¢ prawdopodobieristwa nie zalezy od czasu.
Stwierdzenie to nie oznacza niezaleznosci od czasu samej funkcji falowej. Dla uproszczenia rozpa-
trujmy w dalszym ciggu uktad ztozony z jednej czastki. Poniewaz gestos¢ prawdopodobienstwa

p(rit) = W (r; ) W(rs ), (2.51)
p(r;t) nie zmienia sie w czasie, jesli
U(r;t) = (r)e O f(t) e R. (2.52)

Dla funkcji (2.52) zachodzi

p(r;t) = ¥ (r)e’ Oy (r)e O = [p(r) P = p(r). (2.53)
Wstawiajac funkcje (2.52) do réwnania (2.50) otrzymujemy
d X
hw(r)J;—(? = Hy(r). (2.54)

Jesli hamiltionian nie zalezy od czasu, wowczas od czasu nie zalezy prawa strona réownania (2.54),
czyli lewa takze jest niezalezna od czasu. Jest to spelnione wtedy, gdy

ft)=at+0b,a,beR. (2.55)
Stata b mozna wyznaczy¢ narzucajac warunek pokrywania sie funkcji ¥ i ¢» w chwili £ = 0:

U(r,0) =¢(r)=b=0, (2.56)
tak wiec rownanie (2.54) przyjmuje postac

Hi(r) = ala)(r). (2.57)

Wprowadzajac oznaczenie £ = ah i nadajac temu wyrazeniu sens energii, mozna podaé¢ ogblng postac
funkcji falowej uktadu N czastek w stanie stacjonarnym:

U(ry;ro;...5rn;t) = (r;rg; .. .5ry)e (2.58)

oraz rownanie Schridingera niezalezne od czasu:

~

H(ri;re;. . 51n) = E(risra;. .. iry). (2.59)

Cwiczenie 2.8 Funkcja falowa elektronu w stanie podstawowym w atomie wodoropodobnym ma po-

stac
_zr

(r) = Ne @0, (2.60)

Wyznaczyé statq normalizacyjng N .
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Rozwigzanie 2.8 Warunek normalizacyi w uktadzie wspotrzednych sferycznych dla funkcyi zaleznej
od wspotrzednych jednej czqstki ma postac

0o s 21
/ / / [9(r)*r?sinfdrdfdp = 1, (2.61)
0 0 0

gdzier = (1;0; ¢). W tym przypadku otrzymujemy

o0 T 27 _2Zr o0 _2Zr T 2
/ / N2p2e™ a0 sinf dr df dop = N2/ r2e” o dr/ sin9d9/ do = 1. (2.62)
o Jo Jo 0 0 0

Rownanie (2.62) prowadzi do zaleznosci

N?ma} A
=1=N?*="_
A may’

(2.63)

tak wiec statg N mozemy wybraé na przyktad jako
1 (Z\?
N=—|(—]) . 2.64
e (@0> (264
2.2.4 Postulat o wartosciach wlasnych

Jesli dany operator A odpowiadajacy zmiennej dynamicznej A spelia wraz z funkcja klasy @ row-
nanie

Alpn) = ap 1) (2.65)

to funkcja |¢,,) jest funkcjg wtasng operatora A, aliczba A — wartosciqg wtasnq tego operatora. Row-
nanie (2.65) jest tzw. zagadnieniem wtasnym operatora A. Jesli danej wartosci wlasnej odpowiada
K liniowo niezaleznych funkcji wtasnych:

Althi) = an [ni) , i € (1 K) NN, (2.66)
to warto$¢ wlasna a, jest K-krotnie zdegenerowana (zwyrodniata).

Cwiczenie 2.9 Udowodnic, ze jesli funkcja |1b,) jest funkcjq wtasng operatora A, to funkcja ¢ |Yn),
c € R jest nig takze v odpowiada tej samej wartosci wltasney.

Rozwigzanie 2.9 Dowdd opiera sie na lintowosci operatora A:

A n) = an [tbn) = A(C Un)) = cA [n) = can [thn) = an(c|tn)). (2.67)

Jesli uktad znajduje sie w stanie opisanym funkcja |1, ), to wynikiem pomiaru wielkosci A moze
by¢ tylko warto$¢ wlasna tego operatora, a,. Operatory wystepujace w mechanice kwantowej posia-
daja nastepujace wlasnosci:

(1) wartosci wlasne operatoréw hermitowskich sa rzeczywiste. Niech A bedzie operatorem hermi-
towskim, czyli spetniajacym zaleznosé

(n

Rozpatrzmy zagadnienie wtasne operatora A

A W)n> = an |¢n> (2.69)

A

o) = (Aui,

¢n> : (2.68)
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i réwnanie do niego sprzezone: X
A* (Yu] = ay, (tn] - (2.70)

Mnozac skalarnie réwnanie (2.69) przez (¢,[, za$ rownanie (2.70) przez [¢,) i wykorzystujac
hermitowskosé operatora A otrzymujemy

<wn|an|¢n> - <an¢n|'¢}n> = Qp = a;kl = an € R, (271)

funkcje wtasne operatoréow hermitowskich nalezace do réznych wartosci wtasnych sg ortogo-
nalne. Funkcje ortogonalne to takie, ktérych iloczyn skalarny jest zerem, tzn.

(¢]o) = 0. (2.72)
Rozwazmy dwie funkcje wtasne operatora hermitowskiego A:
A |¢h1) = ax [¢1) (2.73)
: .
Alhy) = a [tha) (2.74)

takie, ze a; # as. Mnozac skalarnie rownanie (2.73) przez (12| i rownanie sprzezone do réwna-
nia (2.74)3,
A" (o] = a (Y2, (2.75)

przez |1) 1 wykorzystuja hermitowskosé operatora A otrzymujemy

(a1 — az) (Yalth1) = 0, (2.76)

a poniewaz zalozyliSmy, ze obie wartosci wlasne sa rozne, rownosé (2.76) jest spetniona wtedy
i tylko wtedy, gdy

(talthr) = 0, (2.77)
wiec funkcje [11) 1 |1)9) sa ortogonalne,

funkcje wlasne operatora hermitowskiego tworza uktad zupelny, czyli kazda funkcje nalezaca
do przestrzeni funkcji wlasnych mozna przedstawi¢ jako ich kombinacje liniowa:

M

0y = el (2.78)

=1

przy czym zachodzi R
Al = ar |[tr) - (2.79)

Wspotezynniki kombinacji liniowej (2.78) mozna wyznaczy¢ mnozac skalarnie to rozwiniecie
przez (| Otrzymujemy wowczas?

k= (Yrld) , (2.80)

(4) jesli dla operatoréw hermitowskich zachodzi [A, B] = 0 (tzn. operatory te sa przemienne),

wowczas operatory te maja wspolny uktad funkcji wlasnych. Zalézmy, ze wszystkie wartosci
wlasne obu operatoréw sa niezdegenerowane. Jesli zachodzi

A ’wn> = Qn |7/}n> ) (2-81)

3Operator A jest hermitowski, wiec a5 = as.
4Funkcje wlasne operatora A nalezace do réznych wartoéci wlasnych sa ortogonalne: (1r|1;) = 6z
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wowczas korzystajac z liniowosci operatora |B)
BA W) = Bagth, = a,B |¢,) (2.82)

tak wiec funkcja B [1,) jest takze funkcja wlasng operatora A i odpowiada tej samej wartosci
wtasnej, a,. Jak wykazano w éwiczeniu 2.9, jest to spelnione wowczas, gdy funkcja

B [thn) = by [tn) , (2.83)
czyli spelnia rownanie wlasne operatora B ,

(5) jesli operatory hermitowskie A i B posiadaja wspolny zbior funkeji wlasnych, to operatory te
komutuja. Operatory A i B speliaja rownania wlasne

A |¢n> = ap an)
{ Blin) = by [n) (284

za$ z ich przemiennosci wynika, ze dla dowolnej funkcji |x) zachodzi
[A, B} ) = (AB - éA) ) . (2.85)

Funkcje |x) mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa funkcji uktadu zupelego:

M

)= alv). (2.86)

=1

Laczac (2.85) i (2.86) otrzymujemy

M
Y e (AB . BA) ) = 0 Yieanon - (Af} - BA) ) = 0. (2.87)

=1

Z uktadu réwnan (2.84) wynika, ze

ABgn) = BA) = aiby [¢) , (2.88)
zatem w ogolnosci zachodzi [A, B] = 0.

Jezeli operatory A i B wielkosci fizycznych A i B komutuja, to wielkosci te mozna jednoczesnie
zmierzyc.

Jesli dla danego operatora A zachodzi réwnosé (2.65), zas uklad znajduje sie w stanie kwantowym
opisanym funkcja |¢) nie bedaca funkcja whasna tego operatora, wowczas pomiar wielkosci A da w
wyniku ktoras z wartosci wtasnych operatora A. Mozna jedynie okresli¢ srednia warto$é¢ wyniku

pomiarow:
(A) = %, (2.89)

jesli zas funkcja ¢ jest znormalizowana, to
(A) = <¢‘A)¢> . (2.90)

Funkcje ¢ mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa funkcji uktadu zupetnego:

M

) =Y aldr), (2.91)

=1
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wtedy rownanie (2.90) mozna zapisaé jako:

Z Z Ckcl <¢k‘A‘wl> Z CkCl(ll "ka’wl Z Z ckclalékl = Z \ck\Qak. (292)
k=

k=1 l=1 k=1

Dla znormalizowanej funkcji |¢) zachodzi

M
(¢lo) = ZZCM () = lex|* = 1. (2.93)
=1

k=1 =1

Z rownan (2.92) i (2.93) wynika, ze liczbe |cx|* mozna interpretowaé jako prawdopodobieristwo, ze w
wyniku pomiaru wielko$ci A otrzymamy wartosé ay.

Cwiczenie 2.10 Niech |A) bedzie stanem wlasnym operatora A z wartoscig wlasng a: A|A) = a |A).

A

Znajdz wartosé wtasng operatora e** ze stanem |A).

Rozwiazanie 2.10 Korzystajgc z rozwiniecia (1.116), mozemy zapisaé

Ao g 2.94
= ZF : (2.94)
k=0
Poniewaz A* |A) = a¥ |A), uzyskujemy
") A) = Z A — ¢ |A). (2.95)
k=0

2.2.5 Postulat o spinie

Czastki elementarne posiadajg dwa rodzaje momentu pedu: orbitalny, L = r x p, oraz wewnetrzny
(spinowy), S. Mierzalne sa kwadrat catkowitego spinu:

2 Q2 2 2 _ 2
ST=8,+S5,+ S, =s(s+1)h (2.96)

oraz zetowa sktadowa spinu:
S, = mgh, (2.97)
gdzie s jest spinowgq liczbg kwantowq, a mg — magnetyczng kwantowq liczbg spinowq. Czastki o

spinie potéwkowym:
2 1

= L eNU{0) (2.98)

to fermiony, a te o spinie catkowitym
s € NU{0} (2.99)

to bozony. Tak wiec danej czastce elementarnej przypisuje sie dodatkowa, oprocz przestrzennych,
wspotrzedna — wspotrzedna spinowa, ktéra moze przyjmowaé 2s + 1 wartosci dyskretnych:

oce{-s,—s+1,...,s—1,s} =8, (2.100)
Dla elektronu s = %
Ty
Kazdy elektron jest zatem opisany trzema wspolrzednymi r; = |y; | € R? (z przestrzeni kon-
Zi

figuracyjnej) i jedna wspotrzedng o; € S; (z przestrzeni spinowej), a zatem jest opisany czworka

wspotrzednych w; = lgz] c€R3x8 1 (z przestrzeni konfiguracyjno-spinowej). Po uwzglednieniu spinu
funkcja falowa uktadu N czastek zalezy juz od 4N wspotrzednych:
(Wi, Wa, ..., Wy). (2.101)
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2.2.6 Postulat o symetrii funkcji falowej

Kwadrat modutu funkcji falowej uktadu N nierozroznialnych czastek, zgodnie z interpretacja nadang
przez Borna, jest gestoscia prawdopodobienstwa znalezienia uktadu w danym stanie kwantowym,

(Wi, ..o, W) = (Wi, .o, W) U(We, ., W) (2.102)
= [(w1,...,wy)|* (2.103)

Poniewaz czastki sa identyczne, zamiana dowolnych dwoch miejscami (czyli permutacja dwoch cza-
stek, opisana operatorem Z5):

3%12w(W1,W2,...,WN) :Q/J(WQ,Wl,...,WN), (2104)

nie zmienia gestosci prawdopodobienstwa:

7T(VVIJ"'7‘7".]\/'): |¢(W17W27"'7WN)‘2 (2105)
= | Poh(wi, W, ..., W), (2.106)

skad uzyskujemy A '
@121/1(W1,W2, R 7WN) - eupw(wla Wo, ... 7WN)‘ (2107)

Wynikiem podwodjnego dzialania operatorem permutacji na funkcje falowa jest wyjéciowa funkcja,
wiec

DWW, ... W) = e2P(W1, Wa, ..., W) = (2.108)
:¢<W17W27"'7WN)' (2109)

A wiec
e =1l p=Fkr, k€Z = e =+1. (2.110)

Ostatecznie mamy wiec dwie mozliwosci,

1/}(W1,W2,...,WN) ::*:w(WQ,Wl,...,WN), (2111)

ktore sa trescia ponizszego postulatu o symetrii funkeji falowe;j.
Funkcja falowa ukladu N bozonéw tego samego rodzaju jest symetryczna wzgledem zamiany
wspotrzednych dwoch czastek:

"Lp(Wl,Wg,...,WN)Iw(Wg,Wl,...,WN), (2112)
za$ dla uktadu N fermionoéw tego samego rodzaju — jest antysymetryczna:
(Wi, Wa, ..., Wy) = —1(Wg, Wq,..., Wy), (2.113)

Nalezy podkresli¢, iz symetria funkcji falowej dotyczy czastek tego samego rodzaju. A wiec
dla czasteczki wodoru Hs, ztozonej z dwoch elektronéw opisanych wspotrzednymi wy i wy i dwoch
protonéw o wspotrzednych Q; i Qo doktadna funkcja falowa spelnia warunki

P(wi, W, Qr, Qz) = —1h(Wa, wi, Q1, Qo) (2.114)
= —’l/}(Wl,WQ,QQ,Ql) (2115)
= +p(wy, w1, Q2,Qy). (2.116)
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2.3 Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

Wariancja danej wielkosci A dana jest wzorem
2 2 2 2
o%(A) = <(A . <A>) > = (A?) — (4)% (2.117)

lloczyn skalarny dowolnych funkeji 1) 1 |¢) spelia nier6wnosé Cauchy’ego-Buniakowskiego:

(W) (plo) > [ (w]o)]. (2.118)

Jesli wielkosciom A i B odpowiadajg hermitowskie operatory A i B, z nieréwnosci (2.118) otrzymu-

jemy
(o) () = (i) (3ol 2 JGasa). o
Obliczamy
(Au[Bu) = (v]aBle) = (v|[4.B]+ BAly) = (v 4. B][v) + (v|Bd]v) -
- o8 (o) = lfaalle) + (aefsny.
skad otrzymujemy .
<A¢]é¢> . <A¢ B¢> _ <¢’ [A, B} ‘¢> . (2.121)
Zauwazmy, ze dla liczby zespolonej z = a + bi zachodzi
v — 2 =2i=b=Im(z) = ;ZZ (2.122)
oraz
2> = a® + b* > V*. (2.123)
Laczac (2.121), (2.122) i (2.123) otrzymujemy
[Cavfe)|= 5o [4- 2] )] (2:124)
tak wiec ,
(s (5o15e) = 3|l A s
Jest to nierownosé Robertsona-Schrodingera. Zdefiniujmy operatory
{ é i g: <<2>> . (2.126)
Zgodnie z rownaniem (2.34) zachodzi
[A, B} - [ﬁ,@] (2.127)
Zauwazmy, ze
)= (o (A= ) o) = (- )u| (4= )o) = (ujdu).  (azs)
Laczac (2.125), (2.127) i (2.128) otrzymujemy
o = ol i
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czyli odchylenia standardowe wielkosci A i B spelniaja nieréwnosé

o(A)o(B) > %H@‘ [4.B][0)] (2.130)

Jest to wlasnie relacja nieoznaczonosci Heisenberga.
Jesli operatory A i B komutuja, woéwczas

o(A)o(B) =0, (2.131)

wiec obie wielkosci, A 1 B moga zostaé¢ zmierzone jednoczesnie. W przypadku operatoréw nieprze-

miennych zachodzi
o(A)o(B) >0 (2.132)

i wielkosci A 1 B nie mozna doktadnie zmierzy¢. W szczegolnosci, dla operatorow potozenia x i pedu
P zgodnie z wzorem (2.36) otrzymujemy

o(A)o(B) > (2.133)

N | St



Rozdzial 3

Sciste rozwigzania rownania Schrodingera

3.1 Roéwnanie falowe i czastka swobodna

3.1.1 Roéwnanie falowe

Rownanie opisujace propagacje w przestrzeni fali (np. dzwiekowej, akustycznej) z predkoscia fazowa

v, czyli rownanie falowe, ma postac:

1 0%V(r,t)

v o

W przypadku fali rozchodzacej sie w jednym wymiarze, np. w kierunku x, réwnanie (3.1) ma postac
O*W(z;t) 1 0%°W(z;t)

A (r,t) = (3.1)

oz2 o2 o2 (3:2)
Zaktadajac, ze

U(z;t) = () f(1), (3:3)
rownanie (3.2) mozna zapisa¢ jako

(@) da® o f(t) dt?
Zauwazmy, ze lewa strona rownania (3.4) zalezy tylko od zmiennej x, a prawa — od zmiennej t.

Zatem obie strony sa sobie réwne dla dowolnych x i ¢, jesli sa rowne pewnej statej a. Na razie
arbitralnie oznaczmy te staty jako

a=—w? (3.5)
oraz o
k=— 3.6
U, (36)
wowcezas otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan dla funkcji ¢ i f:
LU 4 k2y(z) = 0
A o : (3.7)
dr2 + w f(t) - O
ktorego rozwiazania maja postac
= A ikx B —ikx
w<x) eiwt - e—iwt (38)
f(t) = Ce™" + De
Tak wiec w jest czestoscig kotows:
2
w=21r = %U (3.9)
Laczac (3.6) i (3.9) otrzymujemy
2
k=" (3.10)
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3.1.2 Czastka swobodna

Czastka o masie m porusza sie swobodnie wzdtuz osi x. Nie dziata na nia zadna sila, czyli jej energia
potencjalna jest stata — przyjmijmy V = 0. Zatem hamiltonian ma postac

~ h? d?

H=—— 3.11
2m da?’ (3.11)
zas rOwnanie Schrodingera wyglada nastepujaco:
@) = —2= T ey 5 T | ey o (3.12)
rT) = ——— = €T X)) = .
2m  da? dx? ’
gdzie
2mE
k* = = (3.13)
Rozwiazania ogolne takiego rownania maja postac
Y(z) = Ae'*® + Be ", (3.14)
Poniewaz jednoczesnie zachodzi
etk — cos ka & isin kz, (3.15)
rozwiazania (3.14) mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci
Y(z) = (A+ B)coskx +i(A — B)sinkx = acos kx + bsin kzx. (3.16)
Zatem baza rozwigzan moze by¢ w tym przypadku zaréwno
By = {e** ety (3.17)
jak i
By = {cos kx,sin kx}. (3.18)

Rownanie (3.14) opisuje czastke, ktora moze znalezé sie w nieskoriczonosci, sta prawdopodobieristwo
znalezienia jej tam jest niezerowe. W zwiazku z tym funkcja falowa czastki nie znika w nieskoriczo-
nosci, zatem nie mozna jej unormowac.

Cwiczenie 3.1 Sprawdzi¢, czy fukncje 1 (z) = e*® iy (x) = e sq funkcjami wtasnymi operatora
pedu.

Rozwiazanie 3.1 Obliczamy

d ik )
ot (z) = —ihi Zl$ = khe®™ = khy (2). (3.19)
Analogicznie,
Patpa(r) = —kMaps(z), (3.20)

zatem obie funkcje sq funkcjami wtasnymi operatora pedu z wartosciami wtasnymi odpowiednio kh 1

—kh.

Cwiczenie 3.2 Wyznaczyé energie catkowitq czqstki swobodney.
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Rozwigzanie 3.2 Poniewaz energia jest wartoscig wtasng hamiltonianu, znajdujemy jq dziatajgc
tym operatorem na funkcje falowq:

N oz, . B2 d . . k2h?
H = —— (A" 4 Be ) = — — —(ikAe™™ — jkBe ) = —— 3.21
¥(z) 2mdﬁ( " + Be ") dex('& e ikBe ") o Y(z), (3.21)
stqd
k*h?
E= . 22
S (3.22)

Wynik ten pokazuje, ze czaqstka swobodna moze przyjmowacé dowolng wartosé energii w przedziale
(0;00), zatem jej energia nie jest skwantowana.

Funkcje bazy (3.17) badz (3.18) rozpinaja 2-wymiarowa przestrzen rozwiazan. Kazdej funkeji bazy
odpowiada ta sama wartos¢ energii, wystepuje wiec 2-krotna degeneracja. Funkcje bazy B, opisuja
czastke poruszajaca sie w lewa lub prawa strone przestrzeni, zas k mozemy traktowaé jako ciagly
indeks nieskoriczonej ilosci stanéw wtasnych tego zagadnienia:
. k2h?

ky) = Aret™ B, =—. 3.23

k) = As k=g (3.23)
Fizyka zagadnienia pozwala zapisa¢ rozwiazanie w postacji jednej tylko funkeji, czastka swobodna
porusza sie bowiem tylko w prawo albo w lewo, bowiem nie dzialaja na nia zadne sily i nie napotyka
na zadne bariery.

3.2 Czastka w pudle potencjatu

3.2.1 Przypadek jednowymiarowy

Czastka moze poruszaé sie w ograniczonym obszarze wzdluz osi x. Potencjal uktadu opisany jest
réwnaniem:

0, re A=(0;L),
V(af)={ - e A 012 (3.24)

co schematycznie przedstawiono na rysunku 3.1. Oznacza to, ze czastka moze znajdowaé sie tylko w

\%

0 L X

Rysunek 3.1: Potencjat dla czastki w pudle jednowymiarowym

obszarze (0; L), a poniewaz kwadrat modutu funkeji falowej jest proporcjonalny do gestosci prawdo-
podobieristwa, stad funkcja falowa musi znika¢ poza tym przedziatem. Réwnanie Schrodingera dla



3.2 Czastka w pudle potencjalu 47

tego przedziatu jest takie samo, jak rownanie (3.12), a jego rozwiazania sa dane rownaniem (3.14)
lub (3.16). Do naszych rozwazan wybierzmy te druga posta¢. Poniewaz funkcja falowa musi by¢
ciggta w calej dziedzinie, musza by¢ spetnione warunki brzegowe:

{ ZE% ::% . (3.25)

Laczac (3.16) i (3.25) otrzymujemy

a=20
{ kL =nm,neN ’ (3.26)

Laczac (3.13) i (3.26) otrzymujemy wyrazenie na energie czastki w pudle jednowymiarowym:

n2h?
n — ) 2
8mL? (3:27)
oraz jej funkcje falowe:
() = bsin ? (3.28)

Tak wiec energia czastki w pudle jest skwantowana. W notacji braketowej Diraca funkcje falowa
czastki w stanie kwantowym opisanym liczba n oznacza sie jako |n).

Cwiczenie 3.3 Znajd: znormalizowang postaé funkcji falowej czastki w pudle.

Rozwigzanie 3.3 Poniewaz funkcja falowa jest niezerowa tylko wewngtrz pudta, dlatego catkowanie
mozna ograniczyc tylko do tego obszaru. Warunek normalizacyi funkcji (3.28) ma postaé

L
b2/ sin? 70— 1, (3.29)
. L

Obliczamy catke
o / —
/sinQ:vdx — { f(x) =sinz, f'(x) = cosz } = —Sin:L'COSZB—I-/COSQ:de =

g (z) =sinzx, g(zr) = —cosz

= —sinxcos:c—l—/(l—sian)da::—sinxcosx—i—x—/siand:c, (3.30)

skqd
1
/sin2 rdr = §(x —sinzcosz) + C. (3.31)

Zatem

L nmT nm nm
_27177'1'_ t:T,dt:TdCC _L . 9 _£
/Osm I _{m:O:Mf:O,x:L:Mf:mr = r ), smtdt—2. (3.32)

Z rownan (3.29) i (3.32) otrzymujemy
2
b=4/= 3.33
Ve (3.33)

zatem unormowana funkcja falowa czgstki w pudle ma postaé

Un(x) = \/% sin ? (3.34)
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Rysunek 3.2: Postaé kilku pierwszych funkcji falowych dla czastki w pudle

Wykresy funkeji falowych dla n € {1;2;3;4} przedstawiono na rysunku 3.2. Punkty, dla ktoérych za-
chodzi 1, (x) = 01 w otoczeniu ktorych funkcja falowa zmienia znak to wezty. W ogdlnym przypadku
moga to by¢ punkty lub powierzchnie (tzw. powierzchnie weztowe). Jak widaé, w przypadku czastki
w pudle liczba weztow wzrasta wraz z liczba kwantowa n. W stanie |n) funkcja falowa posiada n — 1
weztow.

Cwiczenie 3.4 Obliczyé srednig wartosé potozenia czqstki w pudle w dowolnym stanie kwantowym.
Rozwigzanie 3.4 Poniewaz & = x, przeto

. o NTT

() = (Up|x|thn) = %/0 zsin” —— dx. (3.35)

Obliczamy catke

/xsiandx =

— ];( z) =
= sin

1
z, g(z) = H(z — sinz cosz)

9(
(#* — zsinz cosx) —

N | — —A
Q-
@&
\_/\_/

1
= §/x—sinxcosx)dx:
2 1 .
= 7T 3% sin x cos —|— sin x cos x dz, (3.36)
oraz catke
. 1 1 1
/smxcosxdx = 3 /sm2xdm = —{t =2z, dt = 2dz} = /smtdt —Zcost—l—C =
1

= —jcos 2z + C. (3.37)

Wstawiajqac (3.37) do (3.36) otrzymujemy

2
1
/xsiandx = % — —xsinz cosw — g cos® + C, (3.38)

N | —
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czyli

L nwT nm 2 nmw 2
conmx o t="% dt = Tdy (L .o, ., L
/Oarsm e dx_{x:0:>t:0,x:L:>t:n7r =s) tsmtdt——4. (3.39)

Wstawiajgc (3.39) do (3.35) otrzymujemy

L
(z) = =. (3.40)
2
Cwiczenie 3.5 Oblicz wartosé srednig pedu czqstki w pudle potencjatu.
Rozwiazanie 3.5 Poniewaz p, = —ih%, wiec
(pz) = (UnlDa|thn) , (3.41)
obliczamy

d 2 nmx inh nmwx
Datln(T) Zhdw (\/ 7 sin— ) NGTEE cos — (3.42)

i wstawiamy do (3.41):

(pa) = _inh L nro nrT __inh [ t =" dt = Tdx B
Pl = Ty ST ST T T s =0t =0, 2 =L=t=nr [
h [T h
= _7ZT_L i sintcostdt = 4;_[, costly” = 0. (3.43)

Z rownania (3.42) wynika, ze funkcja |n) nie jest funkcja whasna operatora pedu. Korzystajac jednak
z zaleznosci

sin ¢ = —% (e — e, (3.44)

mozna te funkcje zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej funkcji wlasnych tego operatora:

n) = —— (e — %) =%(|n+>—|n_>), (3.45)

zachodzi bowiem

5 n) = 1
{ Palni) =gglne) (3.46)
Pa|n-) = =3¢ n-)

2

1
= 3,

Zatem pomiar pedu czastki w pudle da wynik % z prawdopodobienistwem wynoszacym \/LQ

2
nh = %, stad srednia z pomiar6é wyniesie 0. Jest to

zas wynik —57 — z prawdopodobienstwem ‘—\/lﬁ

zgodne z klasycznym obrazem czastki poruszajacej sie od jednej scianki do drugiej i odbijajacej sie bez
strat energii od tych scianek. Czastka taka potowe czasu porusza sie w prawo, potowe — w lewo. W
przeciwienstwie do czastki swobodnej (3.23), funkcja czastki w pudle jest zawsze kombinacja (3.45),
czastka w pudle odbija sie bowiem od Scian studni i porusza sie w obie strony.
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3.2.2 Przypadek dwuwymiarowy

Czastka zamnknieta jest w pudle dwuwymiarowym:

oy )0, (zy) € A=(0; L) x (0; L)
V(zy) = { oo, (;;/y) c A : (3.47)

Rozumujac analogicznie jak w przypadku dwuwymiarowym dochodzimy do wniosku, ze funkcja fa-
lowa czastki nie znika tylko w obszarze A. Réwnanie Schrodingera w tym obszarze ma postac:

h* [ 02 0?
- (@ + a_y2) Y(wy) = E(a;y). (3.48)

2m

(?wic%enie 3.6 Wykazaé, ze jesli hamiltonian H daje sie przedstawic w postaci sumy hamiltonianow
H, i Hy zaleznych odpowiednio od zmiennych x iy, to wowczas funkcje falowq uktadu mozna zapisac
jako

U(zy) = X(2)Y(y), (3.49)
zas energie jako
E = FE; + Es, (3.50)
gdzie
H\ X (z) = By X () (3.51)
1
HyY (y) = BY (y). (3.52)

Rozwigzanie 3.6 Rozpisujemy rownanie Schrodingera uktadu:

~

Hy(z;y) = (Hy+ H)X(2)Y(y) = Y(y) Hi X (2) + X (2) oY (y) =
= EX(2)Y(y) + B2 X(2)Y (y) = (B1 + E2) X (2)Y (y) = EY(z;y). (3.53)

Poniewaz hamiltonian wystepujacy w réwnaniu (3.48) jest suma operatoréw zaleznych wytacznie
od wspolrzednych z lub y, stad, korzystajac z zaleznosci (3.51) i (3.52), rownanie (3.48) mozna
przedstawi¢ w postaci

dz?

1,2 d2Y Y
_2;L_m dygy) = EQY(ZJ)

{ o i — E1X (@) (3.54)
przy czym kazde z rownan uktadu (3.54) ma postac¢ taka, jak funkcja (3.34). Tak wiec funkcja falowa
czastki w pudle dwuwymiarowym ma postac

2 . MTX . NoTyY
77Z) 1 2(‘/1" y) \/m Sl L1 Sl L2 ( )

a jej energia dana jest wzorem
n? n3\ h?
Evn,=|=5+=]|—, 3.56
gdzie ny,ny € N. W notacji braketowj Diraca funkcje falowg stanu opisanego liczbami kwantowymi

ni 1 ng oznacza sie jako |ning). Na rysunkach 3.3-3.8 przedstawiono wykresy funkcji falowych dla
kilku stanow |nyny) elektronu znajdujacego sie w studni o wymiarach Ly =1 A i L, = 2 A.
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Rysunek 3.3: Postaé¢ funckcji falowej dla czastki w dwuwymiarowym pudle potencjatu dla ny =1 i
N9y = 1

Wy, 05 /o2
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Rysunek 3.4: Postaé¢ funckcji falowej dla czastki w dwuwymiarowym pudle potencjatu dla ny = 1 i
Nog = 2
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Rysunek 3.5: Postaé¢ funckeji falowej dla czastki w dwuwymiarowym pudle potencjatu dla ny =1 i

N9y = 3
Wy, 05 /o2
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Rysunek 3.6: Postaé¢ funckcji falowej dla czastki w dwuwymiarowym pudle potencjatu dla ny = 2 i

n2=2
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Rysunek 3.7: Postaé¢ funckcji falowej dla czastki w dwuwymiarowym pudle potencjatu dla ny = 2 i

n2=3

Wy, 05 /o2
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Rysunek 3.8: Postaé¢ funckcji falowej dla czastki w dwuwymiarowym pudle potencjatu dla ny = 3 i

n2=3
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Wida¢ wyraznie, jak w miare wzrostu liczb kwantowych ny i ny rosnie liczba plaszczyzn wezto-
wych. Gdy czastka znajduje siew pudle kwadratowym (L; = Ly = L), wowczas wyrazenie na energie
przyjmuje postac

h2
8mL?
Jak tatwo zauwazy¢, stanom |njng) i |nen;) odpowiada ta sama energia dana wzorem (3.57) i jesli
ny # na, to stan o tej energii jest podwdjnie zdegenerowany. W ogdlnosci degeneracja jest zwigzana z
symetrig uktadu i rosnie wraz ze wzrostem tejze symetrii. W naszym przypadku wida¢, ze degeneracja
opisana przed chwila nie wystapitaby w przypadku pudla niekwadratowego (L1 # Ls).

Eriny = (n +n3) (3.57)

3.2.3 Czastka na okregu

Ruch czastki odbywa sie po okregu o promieniu R, danym réwnaniem 22 + %> = R2. Ruch ten jest
wymuszony potencjatem

0, 2*+y*=R%
Vi(z,y) = o o, s (3.58)
00, x°+y° # R
Przypadek ten najwygodniej jest rozpatrzy¢ w biegunowym uktadzie wspotrzednych,
T =1CoSp, (3.59)
Yy = rsinp. '
Musimy znalez¢ postaé laplasjanu
A, = o + o (3.60)
Toox2 0 Oy '

w biegunowym uktadzie wspotrzednych. Poniewaz kat ¢ € [0, 27) nie daje sie wyrazi¢ jednoznacznie
przy uzyciu ktorejs z odwrotnych funkcji trygonometrycznych, korzystajac z (3.59) wyznaczamy
najpierw pochodne

8_8x£ (‘3y£

— == —= 3.61
or  OrOx + or Oy (3.61)
0 0
= cos o + sin goa—y (3.62)
i
0 Jdxr 0 0Oy 0
g _r9Ig NI (3.63)
Jdp Opdxr Oy
si 0 + 7 cos 0 (3.64)
= —rsinp— +r —. .
Y ox gch)y
Po prostych przeksztatceniach, z réwnan (3.62) i (3.64) dostajemy
9 _ 9 _ lanopl
{_ Sy (3.65)
5y — Sy, + 7 COS Y52,
a nastepnie
10 0 1 02
A ==-—(r— - 3.66
ror (T(‘?T) +7“2 0p? (366)
Potencjal (3.58) nie pozwala czastce opusci¢ okregu, zatem laplasjan przyjmuje postac
1 02
Arl,_p = (3.67)

R2 9%
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za$ funkcja falowa zalezy tylko od kata ¢. Rownanie Schrédingera dla naszego problemu ma wiec

postacé
R d*()
- =F : 3.68
i = BV (3.68)
Wprowadzajac wielkosé
2IF
gdzie
I =mR? (3.70)
jest momentem bezwladnosci czastki, rownanie (3.68) przyjmuje postac
d*P(p)
= —k? 3.71
E ——iue) (3.71)
skad uzyskujemy ' '
U(p) = Ae'*® 4 Bem ke, (3.72)

Poniewaz czastka porusza sie po okregu, musi by¢ spetniony warunek periodycznodci, tzn.

Y(p +2m) = P(p). (3.73)

Inaczej mowiac, funkcja () musi byé jednowartosciowa. Z zaleznosci (3.72) i (3.73) wynika
kelZ. (3.74)

Poniewaz czastka porusza sie po okregu w plaszczyznie xy, jej moment pedu ma tylko sktadowa ze-
towa. Operator tej sktadowej we wspotrzednych biegunowych tatwo z zaleznosci (2.1) 1 (3.65):

N 0
lo = =il (3.75)

Poniewaz zachodzi o ,
lze:tzkcp _ :tkheilk%@7 (376)

widzimy, ze funkcja (3.72) jest kombinacja funkcji opisujacych ruch czastki w przeciwnych kierunkach.
Mamy wiec do czynienia z sytuacja analogiczna jak w przypadku czastki swobodnej (3.23). Czastka
w ruchu po okregu nie zmienia kierunku poruszania, zatem jej stan opisany jest jedna z dwoch funkcji

[ke) = ¢u(p) = Are™™. (3.77)
Z warunku normalizacji ,
/0 W [V (p))?dp =1 (3.78)
uzyskujemy
ki) = L ke (3.79)

V21

Stanom |ky) i |k_), zgodnie z (3.69), odpowiada energia

k2h?
By = —— 3.80
zatem stany te maja te samg energie. Stan o energii Ej, jest dwukrotnie zdegenerowany.

W przeciwienstwie do czastki swobodnej, energia czastki na okregu jest skwantowana i przyjmuje
tylko $cisle okreslone wielkosci, dane wzorem (3.80).
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3.3 Efekt tunelowy

Czastka o masie m porusza si¢ z energia kinetyczng F w jednym wymiarze wzdluz osi x od strony
ujemnych wartosci x i po drodze napotyka na prég potencjatu o wysokosci Vy, przedstawiony na
rysunku 3.9. Potencjal ten opisany jest rownaniem

VA

X %

0 L

Rysunek 3.9: Bariera potencjatu

V(x):{ Vo>0,7€A=(0;L) (3.81)

0,z€ A '

wiec jego wysokosé i szeroko$é wynosza odpowiednio Vi L.

3.3.1 E<V

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy czastka ma energie mniejsza od wysokosci bariery potencjatu,
E < V4. Klasycznie czastka powinna odbi¢ sie od bariery. W mechanice kwantowej jednak mozliwe
jest wnikniecie czastki w obszar bariery, a nawet przejscie przez bariere, czyli tzw. tunelowanie!
Podzielmy os x na trzy obszary: X; = (—00;0), Xo = (0; L) 1 X3 = (L;00). Roéwnanie Schrédingera
w obszarach X; i X, ma postaé¢ taka, jak dla czastki swobodnej, wiec ma takie same rozwiazania.
Poniewaz jednak w obszarze X3 czastka moze znalez¢ sie jedynie na skutek tunelowania przez schodek
potencjatu, moze tam porusza¢ sie wylacznie w prawo, zatem czesé¢ funkcji (3.14) opisujaca czastke
poruszajaca sie w prawo nie wystepuje w funkcji falowej dla obszaru X3. Z kolei w obszarze X,
rownanie Schrédingera ma postaé

h? d?
(—%@ + Vo) Yo (1) = Ey(z), (3.82)
co mozna zapisa¢ jako
d*ty () 2
T = o (). (3.83)
Zatem funkcje falowe dla obszaréw X, X5 i X3 maja odpowiednio postacie
wl(x) —_ Aleikx +Ble—ikx

Uo(x) = Age™ + Boe ™™ (3.84)
¢3($) — A3eik‘x
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gdzie
_ \V2mE
{ h= (3.85)
2m(V07E) ' :
K=
Zauwazmy, ze
() 225 o0 (3.86)

z uwagi na pierwszy czlon funkcji ¢9(x), jednakze w przypadku bariery o skonczonej dtugosci czton
ten jest fizyczny.

Funkcja falowa czastki oraz jej pierwsza pochodna musza by¢ ciagte w catej dziedzinie (czyli w
R), w szczegolnosci zas — na granicach obszaréw. Warunki te, czyli warunki zszycia, maja postac:

¥1(0) = ¥2(0)
{ P1(0) = 5(0) (3.87)

oraz . "
¢2 L - @Dg L
: 3.88
{ U5(L) = ui(L) (3.88)
Z (3.87) otrzymujemy
A+ By = Ay + By
i ] 3.89
{Al—Blz—%(AQ—BQ) (3.89)
wiec |
{ A =3 (Ay+ By - (Ag — B,)) (3.90)
Bi=1(As+ By + (A, — By)) :
za$ 7 (3.88) mamy
Agerl 4 Bye il = Age'tt
{ Agerl — Bye vl = ik ggeihl (3.91)
skad
Ay =1 (1+ %) Azelk—rL
{ B, = % (1 _ %) A36(ik+n)L . (3.92)

Lacznie mamy wiec cztery rownania: (3.90) 1 (3.92) i pie¢ niewiadomych. Prawdopodonieristwo, ze w
obszarze X czastka porusza si¢ w kierunku bariery jest proporcjonalne do |A;|?, a prawdopodonien-
stwo, ze w obszarze X3 czastka oddala si¢ od bariery — do |A3]? (wynika to z postaci funkcji falowej;
w obszarze X, jej skladowa opisujaca ruch czastki w kierunku bariery to A;e**, stg prawdopodo-
nieristwo wystapienia czastki w tym stanie jest proporcjonalne do |A;|?; podobnie jest w obszarze
X3. Tak wiec wielkosé¢

Ay

A

jest prawdopodobienstwem przejscia (transmisji) czastki przez bariere potencjalu. Z postaci row-
nan (3.90) i (3.92) wynika, ze latwiej nam bedzie wyznaczy¢ odwrotny stosunek, tj. ‘2—;. Oznaczmy
teraz odpowiednimi malymi literami stosunki wspotczynnikow do Az, wiec np.

T

(3.93)

By
by = — 3.94
itp., przy czym oczywiscie ag = 11
1
= _ 3.95
PRE (3.95)

Stosujac powyzsza konwencje, z warunkow (3.90) i (3.92) uzyskujemy

: k |
a = (cosh kL + %(g — E) sinh /@L) ek, (3.96)
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Zatem
1/ k\° 9
la|* = ayal = cosh® kL + 1 <E - —) sinh” kL. (3.97)
K
Wprowadzajac wielkosé
E
a=— 3.98
= (3.99
oraz korzystajac z jedynki hiperbolicznej,
cosh’z — sinh®z = 1, (3.99)
uzyskujemy
sinh? kL
a1 |> =1+ ol —a)’ (3.100)
Wprowadzajac dodatkowo bezwymiarowa wielkos¢
V2mVyL
8= % (3.101)
otrzymujemy ostatecznie,
sinh? /1 — af -
T = <1—|— To(l—a) ) . (3.102)

Obliczymy teraz wspotczynnik prawdopodobienistwa odbicia sie czastki od bariery potencjatu. Ponie-
waz prawdopodobieristwo oddalania sie czastki od bariery w obszarze X, jest proporcjonalne do | By|?,
stad wspotezynnik odbicia dany jest wzorem

2

B
R=|— 3.103
o (3.109)
Z warunkow (3.90) i (3.92) uzyskujemy
B k% + k?)sinh kL
B _ (K + K7) sinh 5 , (3.104)
Ay (k? — k?)sinh kL + 2ikk cosh KL
i, jak poprzednio, wygodniej bedzie nam wyznaczy¢ odwrotng wielkosé:
Ay k? — K2 2ikk
— = thkL = 3.105
B Ere it (3.105)

= 2a—1+2i\/a(l —a)cothkL. (3.106)

Ostatecznie,

R= (1 + Sif}jf%ﬁ) | (3.107)

Na zakoriczenie sprawdzimy jeszcze, czy czastka nie zatrzymuje sie wewnatrz bariery. Prawdopo-
dobienstwo ugrzezniecia w barierze wynosi oczywiscie

S=1-(T+R) (3.108)

Nietrudno zauwazy¢, ze

(I+u) " +(14+u )" =1, (3.109)

skad natychmiast dostajemy
S =0. (3.110)
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Tak wiec czastka nie zatrzymuje sie w barierze.

Wykreslimy jeszcze zaleznosé funkeji falowej od potozenia czastki dla rozpatrywanego przypadku.
Poniewaz nie mamy do czynienia ze stanem zwigzanym, funkcja falowa nie znika w nieskonczonosci
i nie mozemy jej unormowac. Przyjmijmy arbitralnie

A =1 (3.111)

(k. /o

kL = vas

wL=v1—af (3.112)
kr = \/ax

kr =+1—ax

(7 =2

Z zaleznosci (3.106) dostajemy

B, = (204—1+2i\/a(1—04) coth\/l—aﬁ>_1. (3.113)

Z roéwnania (3.96) otrzymujemy

Az = (cosh V(1 — a)ﬁ—i—% (\/ ! ;a -4/ 1(_){(1) sinh /(1 — a)ﬁ) emiVah (3.114)

Wspotezynniki funkeji falowej w obszarze X, maja postaé (3.92):

Ay =1 (1414 /75) AzelValevizas : |
4 : 3.115
By =3 (1—iy/7= ) Age'Vofevizod

Wykres czesci rzeczywistej i zespolonej funkeji falowej przedstawiono na rys. 3.10, za$ wykres kwa-
dratu modutu funkcji falowej — na rys. 3.11

3.3.2 E >V

Rozwazmy teraz przypadek FE > V. Rozwiazania réwnania Schrodingera dla tego przypadku maja
postaé (3.84) z tym, ze

\/2m(§ - Vo) _ \/—2m§i% -E) \/_—1@ =ik, k € R. (3.116)

Cok=

Wyrazenie (3.102) jest wiec stuszne takze dla rozpatrywanego przypadku, ale wygodniej zapisac je
korzystajac z wielkosci rzeczywistych. Korzystajac z zaleznosci

sinhiz = isinz, (3.117)

uzyskujemy

(3.118)

T (1_'_81112\/0(—15)_1'

da(a—1)
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2 T T
a=0.8, f=5.123
Rew(x)
15 F Imy(x) -
1 - 4
0.5 .
0 AN\ /XQ:
~ S
05 .
-1 i
15 + .
2 1 1
2 1 0 1 2 3

x/L

Rysunek 3.10: Czes¢ rzeczywista i zespolona funkcji falowej elektronu padajacego na bariere o wy-
miarach Vo =1 eVi L =10 A.

'S

35 | ” ” ” ﬂl =08, f=5.123 _

w
T
1

25 b

ly(x)12

15 b

U- U : : : | Ag 12

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
XL

Rysunek 3.11: Kwadrat modutu funkcji falowej elektronu padajacego na bariere o wymiarach Vy =
1eViL=10A. Dlaz> L, |[i(z)]> = |As]>
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333 E=V,

Do rozpatrzenia pozostaje jeszcze szczegdlny przypadek E = V. Dla tej sytuacji funkcja falowa w
obszarze X, spelnia rownanie

U(z) =0, (3.119)

a wiec

Ya(z) = Agx + By (3.120)

Warunki zszycia (3.87) prowadza do zaleznosci

Al + Bl - B2
{ 4B —ta, (3.121)
skad
A= (8- 1)
{s oo 12
z kolei z warunkow (3.88) uzyskujemy
AQL + BQ == Ag@ikL
{ A2 — Z'/{:Ag,eikL ) (3'123)
skad
By = (1 —ikL)Aze™™". (3.124)
Stosujac konwencje taka, jak w poprzednich przypadkach, z zaleznosci (3.122), (3.123) (3.124) do-
stajemy
kLY .
a = (1 - %) ekl (3.125)
1 ostatecznie
4
S — 3.126
p?+4 ( )

Korzystajac z (3.103), (3.122) oraz (3.123) uzyskujemy wyrazenie na wspolczynnik odbicia dla tego
przypadku,

62

zatem ponownie wspotczynnik grzezniecia w barierze jest zerowy, S = 0.
Podsumowujac, zalezno$¢ wspoltczynnika przejscia od stosunku energii do wyskosci bariery jest
dana funkcja

. —1
(14+==2) L ae (01)
T(a) = { 7. a=1 | (3.128)
sin? /a—18 -1
(1 o ) Ca>1

Na rysunku 3.12 przedstawiono przyktadowa zalezno$é¢ wspotczynnikéw przejscia i odbicia w
zaleznosci od energii padajacej czastki.
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B=5.123
T(o)
R(o:)

Rysunek 3.12: Wspotezynniki przejscia i odbicia dla elektronu padajacego na barier¢ o wymia-
rach Vy=1eViL =10 A,

3.4 Oscylator harmoniczny

3.4.1 Obraz klasyczny oscylatora harmonicznego

Oscylator harmoniczny to punkt wykonujacy drgania wokét potozenia rownowagi pod wplywem sity
proporcjonalnej do wychylenia i skierowanej zawsze do punktu rownowagi. Sita dziatajaca na ten
punkt spelia wiec prawo Hooke’a:

F=—k(r—r.), (3.129)

gdzie r, oznacza potozenie rownowagi. Ograniczajac nasze rozwazania do przypadku jednowymiaro-
wego 1 zaktadajac x. = 0, rownanie (3.129) przybiera postac

F = —kz. (3.130)

Korzystajac ze zwiazku energii potencjalnej z sita:

av

F=-2
dx’

(3.131)
i zaktadajac, ze energia potencjalna jest zerowa dla zerowego wychylenia z potozenia réwnowagi,

otrzymujemy

k 2
V= % (3.132)

W yjeciu klasycznym trajektorie punktu znajdujemy przez rozwiazanie réwnania Newtona:

m—- = —kr = — = —wx, (3.133)

w = \/g (3.134)

gdzie
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Rownanie (3.133) ma rozwiazanie ogdlne postaci

z(t) = ae™' + be ™" (3.135)
Zaktadajac
z(0)=0a+b=0, (3.136)
otrzymujemy ' '
z(t) = a(e™ — e ™) = Asinwt, (3.137)

gdzie A = 2ia jest amplituda drgan oscylatora. Laczac (3.132) i (3.137), otrzymujemy wyrazenie na
energie potencjalng oscylatora w funkcji czasu:

1
V = §I<:A2 sin wt. (3.138)

Energie kinetyczna oscylatora klasycznego obliczamy z zaleznosci

pomet _m (e L o (3.139)
=—=—|—=] == wt. :
2 2 \ dt 2
Zatem energia catkowita oscylatora klasycznego wynosi
kA?

i, jak wida¢, moze przyjmowaé¢ dowolne wartosci.

3.4.2 Obraz kwantowy oscylatora harmonicznego

Znajac z rownania (3.132) postaé energii potencjalnej jednowymiarowego oscylatora harmonicznego,
mozemy zapisa¢ rownanie Schrodingera dla tego uktadu:
( : d?* ka? < R 2 mw?s?

2m dx? + 2 2m dx? + 2

) $(z) = ) ¥(x) = Bo(). (3.141)

Rownanie (3.141) mozna zapisa¢ w zmiennych bezwymiarowych

{ §= ﬁx (3.142)

T hw

W postaci

2o L
(d—g— )w(@- 2e(E). (3.143)

Zauwazmy, ze

(d% - 5) (% n 5) b = (d% - s) [%f) - w@] - dzd‘if) +ue) + 678 20 _ey) -

&,
_ (d—e— )¢(£>+w<5>. (3.144)

taczac (3.142) i (3.144) otrzymujemy

(-¢) (G +¢) o = 2+ vuto), (3.145)
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Przeksztalcenie analogiczne do (3.144) pozwala otrzymacé zaleznosé

(j& " 5) (_5 N 5) V(&) = (2e = Du(g), (3.146)

tak wiec zachodzi

(-9 (o) wo-(5+¢) (- uo|wo-2w0. e

Jesli dana funkcja ¢o(&) spelnia réwnanie wlasne (3.145) z wartoscia wlasng —2ey + 1, to wartosé
wlasna €,, z jaka spelnia rownanie (3.146), na podstawie rownania (3.147), spelnia zaleznosé

—20+1—€,=2=¢€,=—2¢ — 1. (3.148)

Utworzmy funkcje

() = (6 ) © (3.149)

i sprawdzmy, z jaka wartoscia wlasna spelia rownanie (3.145):

(-6 (Fre)eo=—(%-¢) (5+9) (F-¢) -

(<26 - 1) (5 _ %) Bol€) = (3.150)
= (—2e0 — 1)¢n(§) =
= (=261 + 1)1 (§),
gdzie
€= o+ 1. (3.151)
Utworzmy teraz funkcje
61(6) = (5 - 5) 90 (). (3.152)

Tym razem sprawdzmy, z jaka wartoscig wlasna funkcja ta spetnia réwnanie (3.146):

(£ (o= (9 (49 (4o

(=260 +1) (f + df) $o(§) = (3.153)
= (=26 + 1)p-1(§) =
(=261 = 1)¢-1(8),
gdzie
61260—1 (3154)
Zauwazmy, ze operator £ — utworzyl ze stanu ¢g o energii €y stan ¢, o energii eg+1. Z kolei operator

§+ % dzmlaj@c na ¢ utworzyl stan ¢_1 o energu €p — 1. Postepowanie to mozemy powtorzy¢ dla
funkCJl 01 1 ¢_1, tworzac funkcje ¢o i p_5. W ogdlnodci powtarzajac powyzsza procedure v razy

uzyskamy funkcje v

_(e_d

¢u(§) = <f d5> fo(¢) v eEN, (3.155)
(&) = (6+2) anl®)
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o wartosciach wlasnych

{6”260” ,veN. (3.156)

€E_y — € — U

€, 1 €, odpowiadaja stanom energetycznym oscylatora [rownanie (3.142)]. Energia oscylatora nie
jest ograniczona z gory, ale nie moze przyjmowacé¢ dowolnie matych wielkosci, co jest dopuszczone w
réwnaniu (3.156). Mozna zatem przyjac, ze

Voen 1 € > 0N €y =0 = Vyen : 0_(§) =0, (3.157)
co pozwala wyznaczy¢ funkcje ¢o(§) z warunku

pa() =0 <§ T d%) $0(6) = 0. (3.158)

Rozwiazaniem rownania (3.158) jest funkcja gaussowska

2
T2

$o(§) =€ (3.159)

- $2 . . A
Cwiczenie 3.7 Sprawdzi¢, czy funkcja f(x) = e~z jest funkcjqg wtasng operatora a = (% — :c2>.
Jesl tak, to wyznaczyé jej wartosé wtasng.

Rozwigzanie 3.7 Obliczamy

2 2 2

R d? 5\ 2 d _a? o _a? R
af(x) = T )e 2:—%<xe 2)—:106 T =—e 2z +x° 2 —z’€

S

zatem funkcja f(x) jest funkcjg wtasng operatora a z wartoscig wtasng —1.

taczac (3.143) oraz (3.160) otrzymujemy

1
=3 (3.161)
Rozwiazania (3.155) oraz (3.156) mozna wiec zapisa¢ w postaci
_(e_ ) -%
9e(8) = (5 df) ¢’ veNn{ok. (3.162)
€, =V + %

W tabeli 3.1 przedstawiono postaci kilku pierwszych funkcji ¢,. Latwo zauwazy¢, ze funkcje ¢, (&)
maja posta¢ wielomianu zawierajacego tylko parzyste badz tylko nieparzyste potegi & przemnozonego
przez funkcje ¢o. W ogoélnosci funkcje

2 d\" 2 dve=€
Hy(€) = e ( — —) =% = (—1)es" L8 (3.163)
dgv
to tzw. wielomiany Hermite’a. Mozna je zdefiniowaé jako wspotezynniki rozwiniecia w szereg wzgle-

dem zmiennej ¢ funkcji

S(&t) = 20 (3.164)
(tak zwanej funkcji tworzqcej). Rozwiniecie funkeji eksponencjalnej w szereg potegowy ma postac

o

e=>" r (3.165)

‘ Y
(%
v=0
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Tablica 3.1: Posta¢ funkcji ¢,(€) dla kilku wartosci v

0u(€) /e 7
1
28
462 — 2
8¢3 — 12¢

166% — 48£2 4+ 12

326% — 160£3 + 120¢

64£8 — 480€* + 720€% — 120
12867 — 1344€° + 3360£% — 1680

N O Ul W N~ O

stad wielomiany Hermite’a sa zdefiniowane zaleznoscig

[e.e]

2 ¥
R I AGI

v=0

Zrozniczkujmy funkcje tworzaca (3.164) kolejno po & i t:

85(5,75) o 2 > opvt+l B 00 2(1] + 1)tv+1 B
N 2(v + e & W
_;Hy(é) (v +1)! ZHM

05(&1) _ e (26— 2t)
8t - (25 ZH =
N 261" & 2(v + l)t”“ B
S 2L’ 20t
- ;Hv(f) Rl ;Hv_l(g) ot

Nastepnie powtorzmy te procedure, ale dla funkcji tworzacej w postaci (3.166):

asgt i tv

=0

asggt“; t) _ ZE H(6) w 1 ZH ) vz;l o) t_'
Poréwnujac wyrazy zawierajace jednakowe potegi ¢:
= 20t tv
> Hons(©)7 = AL
i o] o]
S HOZ Y H O = Y Han(©),

(3.166)

(3.167)

(3.168)

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)
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uzyskujemy dwie istotne wtasnosci rekurencyjne wielomianéw Hermite’a:

dH, (&)
dg

= 20H,_4(£) (3.173)

oraz

H, 1 (€) = 26H, () — 20H,_1(€)] (3.174)

Wielomiany Hermite’a sg ortogonalne z funkcja wazaca e ¢
| @ HA de = b2V (3.175)

Parzystos¢ wielomianéow Hermite’a jest okreslona przez parzystos$é v:

H,(=¢) = (=1)"H,(&), (3.176)

wiec H, jest funkcja parzysta dla parzystego v, a nieparzystg — dla nieparzystego v. W tabeli 3.2
przedstawiono kilka przyktadéw tych wielomianow.

Tablica 3.2: Posta¢ wielomianéw Hermite’a dla kilku wartosci v

Lo ] H,(¢) |
1
2%
462 — 2
8¢3 — 12¢

166* — 48¢€% + 12

32€% — 160£3 + 120¢

64£5 — 480&* + 720£2 — 120
12867 — 1344€° + 3360&3 — 1680¢€

N O Ul W N~ O

Zatem funkcja falowa dla oscylatora harmonicznego ma postaé

() = N,H, (, / %x) e | (3.177)

za$ dozwolone energie dana sg wzorem

Ev:hw(v+%> — (H%). (3.178)

Cwiczenie 3.8 Znaleié statg normalizacyjng dla funkcji falowej jednowymiarowego oscylatora har-
MONICZNEGO.

Rozwiazanie 3.8 Warunek normalizacji dla funkcji (3.177) ma postaé

o mwfl)z
Nf/ Hg(,/%x)e* i dr = 1. (3.179)
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Stosujgc podstawienie jak w réwnaniach (3.142)' i korzystajgc z zaleznosci (3.175) otrzymujemy

h &0 2 h 1 2mw i
2 2 —£ — 2Vl _— 2 = = — _—
N/ o /OO Hi(€)e s dg = 2°v!4/ 2mwN” 1= N, on ( - ) ) (3.180)

Zatem unormowana funkcja falowa ma postaé

1 2mw i mw _ mwa?
wv(a:):\/ﬁ(T) H, (HFx)e 2 |. (3.181)

Cwiczenie 3.9 Obliczyc srednig wartosé wychylenia z potozenia rownowagi jednowymiarowego oscy-
latora harmonicznego.

Rozwigzanie 3.9 Musimy obliczyc catke

(z) = /_Oo:cﬁ(x)d Nyh / CH2() *€2d£—N2h / H(CH (e € e, (3.182)

7 zaleznosci (3.174) otrzymujemy

EHL(E) = 5 Hun() + vHL 1 (€), (3.183)
wiec
2 o)
(z) = Dol |1 / Ho(€) Hya ()6 dE v / Ho(€)Hy 1 (€)= de | =0, (3.184)

0

Cwiczenie 3.10 Obliczyé sredniq energie potencjalng i kinetyczng jednowymiarowego oscylatora har-
MONICZNEGO.

Rozwiazanie 3.10 Na podstawie réwnania (3.132) otrzymujemy

(V) = : (3.185)

Korzystajgc z zaleznosci (3.174) i (3.175) obliczamy wiec

@ = [ 2w2<>dx—N2( >/£2H2 £ dt = N?( )/sH e, (€)e € de =
- N2h[ | aeee s [ _Oo\/%ﬂwae?ds]:

N2h (1
_ 1
<4Nv+1 " N21) , <3 86)

(2

a nastepnie

N, \* 20t +1)!
ey 22 W o4 1
(NUH) 2vo! w+1) (3.187)

W kolejnych obliczeniach bedziemy stosowaé to samo podstawienie.
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oraz
N, \? 2 lw—1)! 1
= = —. 1
(Nv—l) 20! 2v (3.188)
Zatem
h 1
2
_ ~) . 3.189
= (04 5) (3.150)
Poniewaz k = mw?, srednia energia potencjalna wynosi
hw 1 E,
(V) 5 (v + 2) 5 (3.190)

Poniewaz energia catkowita jest funkcjg wtasng hamiltonianu, zachodzi (E,) = E,, a poniewaz na
energia ta jest sumq energii potencjalnej i kinetycznej, wiec

B, = (V) + (T), (3.191)

) = <u + 5) - % (3.192)

Gestos¢ prawdopodobieristwa znalezienia czastki w danym punkcie wynosi

po() = [t(@)]* = 95 (2), (3.193)

bo funkcje falowe oscylatora harmonicznego sa rzeczywiste. Na rysunku 3.13 przedstawiono osiem
pierwszych funkcji falowych i odpowiadajacych im gestosci prawdopodobienistwa. Jak wida¢ z ry-
sunku 3.13, liczba weztow funkcji falowej wzrasta z liczba kwantowa v i jest jej rowna. Dla stanu
podstawowego czastka z najwiekszym prawdopodobienstwem przebywa w potozeniu réwnowagi. Dla
wyzszych stanéw kwantowych sytuacja jest odmienna: maksima gestosci prawdopodobieristwa prze-
suwaja sie symetrycznie w kierunku brzegéw krzywej energii potencjalnej. Przypomina to przypadek
klasyczny, dla ktorego najbardziej prawdopodobnym potozeniem jest to odpowiadajace maksymal-
nemu wychyleniu, a wiec punkt zwrotu, w ktérym energia potencjalna jest réwna energii catkowite;
(i w zwiazku z tym energia kinetyczna jest zerowa). Ale analogia nie jest pelnal W przypadku
oscylatora kwantowego pojecie wychylenia maksymalnego nie ma sensu, bowiem gesto$é¢ prawdopo-
dobienstwa jest niezerowa dla wszystkich mozliwych wychylen z potozenia réwnowagi. W przypadku
oscylatora klasycznego wychylenie nie moze przekroczyé¢ amplitudy drgan A, bowiem dla |z| > A
energia potencjalna bytaby wieksza od energii catkowitej, a poniewaz dziata zasada zachowania ener-
gii, stad energia kinetyczna bytaby ujemna. W przypadku oscylatora kwantowego nie znamy warto-
Sci energii kinetycznej ani potencjalnej, tylko ich wartosci §rednie. Energia catkowita jest oczywiscie
wartod$cig wtasng hamiltonianu, ale operatory H iV nie komutuja.

Cwiczenie 3.11 Obliczy¢ komutator [ﬁ , V] dla jednowymiarowego oscylatora harmonicznego.
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v=T7

v=6

v=5

v=4

v=0

v=T7

v=06

v=5

v=4

v=1

v=0

Rysunek 3.13: Postaé kilku pierwszych funkcji falowych i odpowiadajacych im gestosci prawdopodo-

N
} \_//' '\\/ \L
< 7
< 7
N\ —<

p,(x)
V(x)

VV(YY

NKLLL

N — 7

bieristwa dla oscylatora harmonicznego
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Rozwiazanie 3.11 Rozwazamy dziatanie komutatora na dowolng funkcje f(x):

[ﬁ, T] fla) = T +V, T} ()
— [V 7] £
- |52 L
e e
() - () )
_ _Z_zj (ﬁ J'(@) = (20f(@) + 22 () )
- ];—:j<f(x) + 2:(:f’(x)>, (3.194)
zatem
[ﬁ, T} - ];—:i (1 + 295%). (3.195)

Bardzo istotng role odgrywa parzystosé funkeji falowej. W ogélnym przypadku dla v-tego stanu
kwantowego funkcja falowa jest iloczynem funkcji gaussowskiej przez wielomian v-tego stopnia zawie-
rajacy tylko wyrazy parzyste lub tylko nieparzyste w zaleznosci od parzystosci v. Parzysto$é liczby
kwantowej v okresla wiec jednoznacznie parzystosé funkcji falowej oscylatora harmonicznego:

L ST gy e nuton 10

3.4.3 Druga kwantyzacja

Druga kwantyzacja jest alternatywnym podejsciem do problemu oscylatora harmonicznego, zapro-
ponowanym przez Paula Diraca. Jest to metoda o tyle uzyteczna, ze pozwala unikna¢ koniecznosci
rozwigzywania réwnania roézniczkowego. Poza tym, metoda ta znajduje szerokie zastosowanie w
mechanice kwantowej, znakomicie upraszczajac szereg skomplikowanych algebraicznie problemoéw.

Wprowadzmy operator
mw {
. [mw AP 1
a oF (x+ D ) (3.197)

Operator ten oczywiscie nie jest hermitowski, bowiem jego sprzezenie hermitowskie jest innym ope-

ratorem:
A Ly P 3.198
¢ 2h (m mwpm)’ (3-198)

Naszym celem jest zapisanie hamiltonianu dla oscylatora,

N

H
2m 2

(3.199)
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przy uzyciu operatoréw @ i a'. W tym celu wyznaczmy najpierw iloczyn

-~ 2h mcupz mwpx -~ 2h

a wiec

9 mw? 22
o ~
2m 2

[ . .
—— (TP — Po) +
MW —_— —
[I;ﬁx}:ih
1 —
5=

X 1
H:hcu(dT&+§> .

Oczywiscie hamiltonian mozemy takze wyrazié¢ poprzez iloczyn

jako

R mw | o
T——Pz | = = |2+
mw

(PN .
— (Pe — TPy) +
MW N~ —2

Cwiczenie 3.12 Obliczy¢ komutatory [d, CALT}, [I:I,d] 1 [ﬁ,cﬂ].

Rozwigzanie 3.12 Wyznaczamy kolejne komutatory:

[ﬁl, a} = hw

oraz

[ﬁ,a*] = huw|

| = hw (a'aa’ — a'a'a

2h
[Pzsw]=—1ih
. 1
H=hvlaa"—=]|
2
mw - T i
=T+ —Ps, & — —Pu
2h mwp mwp
mw Z.[AA]—i-Z[A A]
= | ——— & D] +— [Pz, 2
2h mw\.’\g./ mw\]:,_/
il —ih
mw 2h
2h  mw

Zbierzmy dla porzadku komutatory obliczone w ¢wiczeniu 3.12:

A2
T

m2w?

A2
T

m2w?

) = hwa'la,a'] = hwa.

(3.200)

(3.201)

(3.202)

(3.203)

(3.204)

(3.205)

(3.206)
(3.207)

(3.208)

(3.209)

(3.210)
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Niech |E) bedzie stanem wlasnym H z wartoscia wlasng E, czyli
H|E)=F|E). (3.211)
Wynikiem dzialania operatora, w szczegolnosci operatora @, na ten stan jest inny stan, |P):
a|lE) =|P). (3.212)
Stan doni sprzezony znajdujemy z zaleznosci
(IP) = (P| = (E|a'. (3.213)
Z definicji iloczynu skalarnego wynika, ze
(P|P) > 0. (3.214)

Z zaleznosci (3.200) i (3.211)—(3.214) uzyskujemy

H 1 E 1
pr— ATA pum —_— _ - — — >
(P|P) = (E|a'a| E) <E —3 E> — =520, (3.215)
skad mamy
1
E> Sha| (3.216)

Warunek (3.216) oznacza, ze energia oscylatora harmonicznego nie moze by¢ mniejsza anizeli
Ey = —hw. (3.217)

Dostaliémy wiec od razu energie drgania zerowego!
Przyjrzyjmy sig teraz blizej stanowi | P). Sprawdzmy, korzystajac z relacji komutacyjnych (3.210),
czy jest to stan wlasny H:

H|P) = Ha|E) = ([H a} + aH) |EY = (—hwi + aE) |E) = (E — hw) |P). (3.218)

Tak wiec stan |P) jest stanem wlasnym Hz wartoscia wtasna F — hw. W podobny sposéb zbadajmy
stan

Q) =l |E) (3.219)

H|Q) = Hal |E) = ([H cﬂ + a*ﬁ) ) = (hwa + aE) |E) = (E + hw) |Q) . (3.220)

A zatem stan |@Q) jest stanem wlasnym H 2 warto$cig wltasng F + hw. Mozemy wiec stwierdzic,
ze operatory @ i a' dzialajac na stany wlasne H tworza stany wilasne tegoz operatora o energii
odpowiednio nizsze]j i wyzszej, o hw, od energii stanu wyjsciowego. Wiemy juz, ze energia oscylatora
jest ograniczona od dolu — nie moze by¢ nizsza niz energia drgan zerowych. Oznaczmy stan o tej
energii przez |0):

H|0) = Ey|0) = %hw 0) . (3.221)

Zalozmy, ze stan ten jest unormowany (mozemy to zrobi¢ bez starty ogélnosci naszych rozwazan, bo
jesli |0) jest stanem wlasnym H, to jest nim takze stan «|0), a € C):

(0]0) = 1. (3.222)
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Z rownan (3.218) i (3.220) wiemy tez, ze poziomy oscylatora sa réwnoodlegte na skali energii.
Utworzmy teraz stan

|Ey) =a'|o). (3.223)
Na podstawie (3.220) i (3.221) wiemy, ze energia tego stanu wynosi

fo ;hw (3.224)

Powyzsza procedure mozemy powtarza¢ uzyskujac stany o coraz wiekszej energii. Po n-tym kroku
uzyskamy stan

|E,) = (a")" |0) (3.225)
o energii
1
E, = hw (n + 5) . (3.226)

Chcemy jednak, by uzyskiwane przez nas stany byly unormowane. Uzyskujemy to mnozac uzyskane
stany przez stata normalizacyjna:

n

In) = N, |E,) = N, (a')" |0) (3.227)

W ten sposob uzyskalismy dozwolone energie stanéw oscylatora (czyli drabinke pozioméw energetycz-
nych). Oczywiscie stany |n), jako stany wlasne operatora H, sa wzajemnie ortogonalne. Poniewaz
zalozylismy, ze sa ponadto unormowane, mozemy zapisacé

(m|n) = G- (3.228)
Energia oscylatora nie moze by¢ jednak ujemna — a przeciez energia stanu

|E_1) = al0) (3.229)
powinna, zgodnie z (3.218) i (3.221), powinna wynosi¢ —%hw, wiec na pierwszy rzut oka mamy
sprzecznosé. Istnieje jednak wyjscie z tej sytuacji. Podziatajmy operatorem a na stan |n) i sprze-
gnijmy cala operacje; jak juz wiemy, stanowi a|n) odpowiada energia F, 1, a wiec z doktadnoscia
do stalej otrzymujemy stan |n — 1):

aln) = Baln —1) = (n — 1| 5% = (n|a', (3.230)

a poniewaz stany |n) sa unormowane, otrzymujemy

(nla'a|n) = (n— 1|B:Baln — 1) = |B,* (n — 1jn — 1) = |B,|*. (3.231)

Korzystajac z wynikow (3.200) i (3.226) uzyskujemy

(nla'a|n)y = (n H L, _ L 1—n+1 L., (3.232)
SN\ w2 w22 2 '
Stad operator a'a nazywa sie operatorem liczby czgstek:

ataln) =nn)| (3.233)

Z zaleznosci (3.231) i (3.233) otrzymujemy
Bn = Vn, (3.234)
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tak wiec

al0) = 0. (3.235)
Operator a anihiluje wiec stan |0), wiec nie uzyskany stan nie ma ujemnej energii, gdyz po prostu
stan taki nie istnieje — jest to wladnie wyjscie z omawianej wczeSniej pozornej, jak sie okazato,
Sprzecznosci.

Podobnie jak w przeksztalceniu (3.230) dzialamy teraz operatorem a' na stan |n) — otrzymujemy
oczywiscie, z doktadnoscia do stalej, stan |n + 1):

atln) = ann+1) = (n+ 1]t = (n]a, (3.236)
skad, korzystajac z ortonormalnosci stanéw oscylatora, otrzymujemy

(nlaa’|n) = (n+ 1afann + 1) = o> (n + 1n + 1) = ||, (3.237)

n>:

an=vn+1. (3.239)

Operatory a i al dzialaja wiec na stan |n) w nastepujacy sposob:

Korzystamy teraz z wyniku (3.202):

1 1
+ :n+§—|—§:n+1, (3238)

SIS
N | =

ﬁ+1
hw | 2

<n‘&dT’n> = <n

tak wiec

aln) = Vit — 1)
{fﬁ ) = VAT Tn4l) | (3.240)

Sa to odpowiednio operator anihilacji (anihilator) i operator kreacji (kreator).
Znajdziemy teraz ogblne wyrazenie na stan |n). Z zaleznosci (3.240) dostajemy

~

af af af af af

:ﬁﬁ|n—2>:...:— 7|0>7

t o — 1) = vt |n) = |n) = )

Al

a

— —1
\/ﬁ|n

zatem

_ AT

n)=—»I\a 0) | 3.242

m) = = ()" 0 (3:212)
Naszym kolejnym celem jest wyrazenie operatoréw 2, 2 i p, w formalizmie drugiej kwantyzacji,

czyli przy uzyciu operatorow kreacji i anihilacji. Korzystajac z rownan (3.197) 1 (3.198) znajdujemy

od razu

h
b — 5+ at
E=y5— (a+a')| (3.243)
. oo h|. N2 A At h . w2 2H
2:2mw( aT)(a+aT):2mw 2+(GT) +@L+@ T 2mw a2+(T) +ﬁ]
Ay £
(3.244)
oraz
R hwom
Pz =1 —5 (a—a)| (3.245)
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Cwiczenie 3.13 Obliczyé Srednig wartosé wychylenia z potozenia réwnowagi, $redniq warto$é pedu
1 Sredniq energie potencjalng jednowymiarowego oscylatora harmonicznego przy uzyciu formalizmu
drugiej kwantyzacyi.

Rozwiazanie 3.13 Korzystajgc z zaleznosci (3.228), (3.243), (3.244) 1 (3.245) dostajemy

() = % (n|a+al|n) = % (Vi (nln = 1) + Va1 {nln + 1)) =0, (3.246)
- % (Valn =) (nln = 2) + /(n + ) +2) (nln +2) +2n+1) = (3.247)

mw 2/’

skqd
kE(x?  mw?(2?) 1 E,
(V) 5 5 n + 5 5 (3.248)
Pozostaje jeszcze wyznaczyé
hw hw
() =i Tm (nla — atln) = i T”” <\/ﬁ (nln —1) — Va1 1 {n|n + 1>) ~0. (3.249)

W éwiczeniu (3.13) otrzymalismy oczywiscie takie same wyniki jak w podrozdziale 3.4.2, gdzie uzy-
liSmy formalizmu pierwszej kwantyzacji. Jak wida¢, druga kwantyzacja znakomicie upraszcza obli-
czanie wartodci $rednich.

Zwroémy uwage, ze uzywajac drugiej kwantyzacji, nigdzie nie operowalisémy jawna postacia funk-
cji falowej oscylatora — taka postac nie byta nam w ogoéle potrzebna, gdyz interesowalty nas wartosci
oczekiwane operatoréw i energie wlasne. Znalezienie jawnej postaci funkcji wymaga juz rozwiazania
rownania rozniczkowego, podobnie jak zrobiliSmy to w podrozdziale 3.4.2.W tym celu do réwna-
nia (3.235) wstawiamy jawna posta¢ operatora anihilacji (3.197). Oznaczajac |0) = ¢o(x), w wyniku
tej operacji uzyskujemy rownanie

mw
wo(x) = —?ﬂ/}o(x), (3.250)
ktorego ogolne rozwiazanie ma postac
m(/J.’I/'Z
’I,bg(.iﬁ) = NDG_ 2h (3251)

Pozostaje juz tylko wyznaczenie statej normalizacyjnej:

muw.

*mws? mh
L= (o) = N [ e do = [N T = o =
—00 mw

mw) ' (3.252)

h
Oznaczajac |n) = v¥,(x) i wstawiajac jawna postaé¢ operatora kreacji (3.198)do réwnania (3.242)
otrzymujemy wyrazenie na jawng postaé¢ funkcji falowych oscylatora harmonicznego:

() = —— (mw>%ﬂ(x+ii>ne”€f. (3.253)

7iv/2rnl \ R mw dx

Oczywiscie wyrazenia (3.253) oraz (3.181) sa tozsame.
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3.5 Rotator sztywny

3.5.1 Podstawy algebry momentu pedu

Czastka o masie m poruszajaca sie z predkoscia v i opisana wektorem wodzacym r posiada moment

pedu
l=rxp=rx(mv). (3.254)

Zajmijmy sie teraz ogélnym momentem pedu j danej czastki. Niech jego sktadowe spetniaja warunki
komutacyjne takie, jak w przypadku orbitalnego momentu pedu:

[z Jy) = th):
[jyajz] = Zhjz . (3255)
[jzaj$] = ihjy
Warunek (3.255) oznacza, ze stan kwantowy ukladu moze by¢ opisany przez co najwyzej jedna ze
sktadowych momentu pedu. Calkowity moment pedu wynosi oczywiscie

F==+0 0 (3.256)

Cwiczenie 3.14 Obliczy¢ komutator [, .).
Rozwigzanie 3.14 Obliczamy
[, 0e) = 72 + 75+ 353 Jal
= [72,Je) + (32, 2]
= Jyldys Ju) + Uy 32l + 32002, 3] + 32, Dl
= —Nj)y). — ihj.Jy + 1hj. )y + 1Ry
—0. (3.257)

Co oczywiste, wynik uzyskany w ¢wiczeniu (3.14) jest prawdziwy dla wszystkich sktadowych mo-
mentu pedu w przestrzeni izotropowe;j:

7,74) =0, q € {z;y; 2} (3.258)

Wobec tego mozna skonstruowaé stany |jm) takie, ze ich funkcja falowa jest jednoczesnie funkcja
wlasng operatorow kwadratu calkowitego momentu pedu 7% i jednej z jego sktadowych, np. 7.:

/\2 . 2 .
J2lim) = \R% [jm)
e ! . 3.259
{jz [jm) = mh |jm) (3.259)

Wartosci wlasne operatora hermitowskiego sg liczbami rzeczywistymi, stad wartosci wlasne kwadratu
operatora hermitowskiego sa nieujemne. Zatem operator )2 + jz = 7 — 72 ma nieujemne wartosci
wlasne spelniajace réwnanie wlasne

(G + 3y) lim) = (A —m*)* | jm) . (3.260)

Dla danego j musi zatem istnie¢ dolne i gorne ograniczenie na wartosci m: m € (Mupin; Mmax) -
Wprowadzmy teraz operatory postaci

{ It = Je iy (3.261)
Jo =]
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Cwiczenie 3.15 Obliczy¢ komutatory [j.,j+] i [3+,7-].
Rozwiazanie 3.15 Obliczamy
s Jx] = [z, 2] £ i)z, Jy) = ihJy £ hje = £hjs (3.262)

oraz
[j—l—aj—] = [ja: + ijyajm - ij] - _i[jmajy] + Z[jy,jx] - _2i[jxajy] = 2hjz- (3'263)

Oczywiscie operatory 7 i 74+ sa przemienne:

(7%, <] =0. (3.264)
Rozwazmy funkcje jy [jm). Zauwazmy, ze
P lim) = je i lgm) = Ah*J [jm) (3.269)
oraz
Jede lim) = (eds + [z, <)) [im) = (m £ )Ry [jm) (3.266)

tak wiec ju |jm) jest funkcja wlasna operatora j* z wartoScia wlasna A\;jh? i operatora j, z warto-
Scia wlasna (m 4 1)h. W wyniku dzialania operatora j. na funkcje [jm) otrzymujemy zatem, z
doktadnoscia do czynnika normalizacyjnego C., funkcje [jm + 1):

Jxlgm) = Celjm £ 1). (3.267)
Stad operatory 7y i j_ to operatory podnoszqcy i opuszczajgcy.

Cwiczenie 3.16 Wyrazic iloczyny j.j— i j_j. przez operatory j% i j..
Rozwigzanie 3.16 Rozpisujemy
j:l:jﬂF = (jx + ij)(jx + ij)
= j2 - ) F Z[jxajy]
=7 =P Eh.
=7 — .- T h). (3.268)
Poniewaz zakres wartosci, jakie moze przyjmowaé¢ m, jest ograniczony, stad musza by¢ spelnione

zaleznosci:
j—i— |jmmax> =0 (3269)

3o [jmmin) = 0. (3.270)

Dzialajac na rownania (3.269) i (3.270) odpowiednio operatorami j_ i j, oraz korzystajac z zalezno-
Sci (3.268) otrzymujemy

j—j—i- |jmmaX> = [)‘j - mmaX(mmaX + 1)]h2 |jmmaX> (3'271)

oraz
G+ 5= 17mmin) = [Aj = Manin (Manin — 1)]7? [ 770min) - (3.272)
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Laczac (3.269), (3.270), (3.271) oraz (3.272) otrzymujemy

_ 1) =
{ i] mmax<mmax + ) 0 = mmax(mmax —+ ]_) = mmin(mmin - 1) =

Y mmin(mmin - 1) =0
= (mmax + mmin)(mmax — Mpin + 1) = 07 (3273)

a poniewaz Mmax > Mmin, foOWnanie (3.273) jest spelnione wowczas, gdy
Mmax = —Momin- (3.274)
Jak wynika z réwnania (3.266), kolejne wartosci liczby m réznia sie o 1, zatem w ogélnosci
M — M € N U {01, (3.275)

co mozna zapisa¢ jako
n
Mmax — Mmin = 2J, ] = BL n € NU{0}. (3.276)

Z rownan (3.274) i (3.276) otrzymujemy
{ Mmax = (3.277)

zatem dla danego j, m przyjmuje 25 + 1 wartosci:
me{—j;—j+1;...:5—1;5} (3.278)
Z zaleznosci (3.273) 1 (3.277) wynika, ze
Aj=J(G+1). (3.279)

Teraz mozemy juz wyznaczy¢ stata normalizacyjna z rownania (3.267). W tym celu, korzystajac z
oczywistej zaleznosci
=z (3.280)

sprzegamy rownanie (3.267):
(Gmljz = (im £ 1| CL (3.281)

i obie strony tak uzyskanej zaleznosci mnozymy skalarnie przez odpowiednie strony réwnania (3.267).
Wykorzystujac zaleznosé (3.268) oraz ortonormalnosé funkeji [jm) otrzymujemy

|C<* = (jm| jzjs lim) = j(j + 1) — m(m £ 1)R?, (3.282)

wiec

Cy =+/3j(j+1) —m(m=+1)h. (3.283)

3.5.2 Funkcje falowe momentu pedu

W przypadku j = [ € NU {0} wygodnie jest przejs¢ z reprezentacji stanéow [jm) w abstrakcyjnej
(27 4+ 1)-wymiarowej przestrzeni wektorowej do reprezentacji tych stanéow wzgledem konkretnego
uktadu wspotrzednych. Najdogodniejszym uktadem jest sferyczny uktad wspotrzednych, zwiazany z
uktadem kartezjanskim zalezno$ciami:

x = rsinfcos ¢
y = rsinfsin ¢ (3.284)
z=rcosf
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skad tatwo otrzymaé zaleznosci odwrotne:

r=/12+y%+ 22

z

§ = arccos T (3.285)

_ y
¢ = arctan ¢

Cwiczenie 3.17 Znalezé postaé operatoréw le, Zy, I, i I we wspotrzednych sferycznych.

Rozwigzanie 3.17 Wyrazenia te znajdujemy korzystajac z postaci tych operatorow we wspotrzed-
nych kartezjaniskich, otrzymanych tak jak w éwiczeniu (2.1):

0
9z
(z2 —22) (3.286)

- : 0 0
l,. = ih (za—y —ya) =

o or o 000 I 0 o oro 000 0¢ 0
= ih [rcos@(ayar—i-ayag—l— 8y8¢> TSIHQSIH¢<3Z6T+8289+ azagb)}(&%?)

Aby przeksztatcié dalej wyrazenie (3.287), musimy obliczyé szereg pochodnych czqstkowych, na przy-
ktad

% — Yy — sin @ sin gb’ (3288)
ay /.ZUQ + y2 + 22
00 1 cos fsin ¢
- - = 3.289
5 — — (3.289)

etc. Ostatecznie otrzymujemy

Zz = 1h (sin qb% + cot f cos gb%)
I, = ih —am¢%—%a¢9$n¢%ﬁ . (3.290)
l. = —ihg;
oraz
1 9 9 1 02
O = a9 \Sinbz5 | + oo | 3.291
[$n989<$n 69)'%sm?ea¢4 (3.291)

Zagadnienie wtasne (3.259) w tym przypadku ma postacé

{ 2 |lm) = I(1+ 1)R? |lm) (3.292)

I |lm) = mh|lm)

Wprowadzajac oznaczenie Y;™(0; ¢) = |lm) i korzystaja z zaleznosci (3.290), (3.291) i (3.292) otrzy-
mujemy rownania rozniczkowe pozwalajace wyznaczyé funkcje falowe Y;™(0; ¢):

1 9 (. 0 I VO o
- {@% (sm%) +m—298752]¥l (0:0) = (1 + 1)Y,"(0: ¢) (3.293)
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Y, (0;
05 0) g ). (3.294)
oo
Przyjrzyjmy sie rownaniu (3.294). Latwo zauwazy¢, ze rownanie podobne:
d
. Zf) ~ mf (o) (3.295)
ma rozwigzania postaci
f(9) = Ae™?, (3.296)

gdzie A jest dowolna stala. W réwnaniu (3.294) wystepuje jednak funkcja dwoch zmiennych,
Y ™(0; ¢). Zauwazmy jednak, ze w obu réwnaniach wystepuje to samo dziatanie — rozniczkowanie
po zmiennej ¢. Rozwigzania rownania (3.294) beda mie¢ wiec posta¢ analogiczna do funkeji (3.296),
ale w tym rozwigzaniu musi pojawi¢ si¢ zaleznos¢ od zmiennej 0. Te zalezno$é mozna wprowadzi¢
tylko poprzez uzmiennienie stalej w rozwiazaniu (3.296). Uwzgledniajac ponadto zaleznosé od liczb
kwantowych [ i m, rozwiazania rownania (3.294) przyjmuja postac

Yi"(6;0) = O7(0) B (0), (3.297)

gdzie
®,,,(¢) = Ce™?, (3.298)

przy czym C' oznacza stata normalizacyjna, ktéra mozna wyznaczyé¢ z warunku

27 21 ] ) 1
* — (2 —ime¢ ime — 2 _ —
/0 D" (¢)D,(¢) dp = C /0 e dp = 2mCt =15 C = = (3.299)

Funkcja ®,,(¢) jako funkcja porzadna musi by¢ funkcja jednoznaczna, a wiec musi przyjmowac te
sama warto$¢ po obrocie o dowolng wielokrotnoé¢ kata pelego:

Cbm<¢ + 2]{371') — CI)m(QS), ke? = 6z'm(<;$-|—2k;7r) _ 6im¢ - 62ikm7r — 1=
= cos2kmm +isin2kmr =14 m € Z. (3.300)

A zatem periodyczny warunek brzegowy prowadzi do ograniczenia mozliwych wartosci liczby kwan-
towej m do zbioru liczb catkowitych. Tak wtasnie wynika z naszego zatozenia, a wiec potwierdza to
shusznos$¢ wyboru reprezentacji uczynionego na poczatku tego podrozdziatu. Ostatecznie,

1 .
B, () = \/—Q_We”w. (3.301)
Wstawiajac funkcje
1 )
Y™ (0; ) = o7 ()™ (3.302)

Var

do rownania (3.293) i korzystajac z zaleznosci

*PY"(0;0)  m?
o2 ¢

otrzymujemy réownanie rézniczkowe pozwalajace wyznaczy¢ funkcje ©7(0):

or(0)e™? (3.303)

1 d ood m? "
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Rozwigzania rownania (3.304) maja postaé
O (6) = N*P™ (cos 6), (3.305)

gdzie

m 204+ 1 (1 — |m|)!
p = A (3300

jest stala normalizacyjna,

m bt d™ Py()
P =(1—2%7 — (3.307)

jest stowarzyszonym wielomianem Legendre’a, zas

1 d'(z* - 1)

Pir) = o=

(3.308)

jest zwyktym wielomianem Legendre’a. Ostatecznie zatem funkcje falowe dla stanéw |Im) maja postaé

N ‘
Y™ (6; ¢) = ﬁf’llml(cosﬁ)e’m‘ﬁ . (3.309)

Sa to tzw. harmoniki sferyczne. Zauwazmy, ze zwykte wielomiany Legendre’a, a wiec i harmoniki
sferyczne, sa niezerowe tylko dla |m| < [. Fizycznie oznacza to, ze rzut wektora nie moze by¢
wiekszy od samego wektora. Potwierdza to wyniki, ktore uzyskaliémy w podrozdziale 3.5.1 dla liczb
kwantowych opisujacych rzut momentu pedu i catkowity moment pedu. Mozemy wiec stwierdzi¢, ze
dokonany przez nas wybor reprezentacji momentu pedu okazat sie prawidtowy. W tabeli 3.3 podano
przyktady kilku pierwszych harmonik sferycznych.

Tablica 3.3: Posta¢ harmonik sferycznych dla kilku wartosci [ i m

L m  Y"(0;9)
0 0 1
2/
1
1 0 - §COSQ
2V 7w
1 /3 ,
1 :l:l 5 §Sin Qeiw
1 /5
2.0 4 %(300520— 1)
1 /1 .
2 41 = —58in9(:os Heti?
2V 27w
1 /15 -
2 42 4/ —sin?het?
4V 27

Harmoniki sferyczne dla m # 0 sa funkcjami zespolonymi. Mozna jednak uzyskaé¢ z nich funkcje
rzeczywiste biorac odpowiednie kombinacje liniowe harmonik zespolonych. W ogoélnosci postepuje
sie zgodnie ze schematem

{ Y=y

R A R N 3.310
Y = LY -y (3:310)
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Tak uzyskane rzeczywiste funkcje mozna zwizualizowaé¢ wykreslajac na przyktad odpowiadajaca im
gestos¢ prawdopodobienstwa:

o (0:0) = (7(6:9))" 6 € {4 ). (3:311)

Wykresy kilku takich funkcji we wspotrzednych kartezjanskich przedstawiono na rysunkach 3.14-3.23.

Rysunek 3.14: Wykres funkcji p)

W przypadku poléwkowych wartosei liczby j nie mozna skonstruowaé funkeji falowych [jm) tak
jak w przypadku funkcji [lm). Mozna natomiast zbudowaé te funkcje wychodzac z funkcji falowych
dla j = s = 1 a wiec z funkcji spinowych pojedynczego elektronu. Funkcje te maja nastepujaca

postac: >
) = '%%> _ { ; ] (3.312)

!6>='% —%>= {(” (3.313)

Przy takim zapisie operatory sktadowych momentu pedu maja posta¢ macierzows:

R
Ja = 8q= 500 4 € {T3y; 2}, (3.314)
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Rysunek 3.17: Wykres funkeji pJ
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QRTI

e G

RN
F

i
]
wawu%ﬂ#& L
e
i
A LT .__w._-\_

o
e T T T
.oé&.«n

i ek
RETARig) )
_ﬁm«mmmmﬁ..ﬁ\
e
R o
f..ﬁ.gmwa s

i i
.w..m.m.- G

Wykres funkcji py*

Rysunek 3.18



88

S
L
e
i .&“‘:\\\
Bk

i
S

t
Tl
s

S
i
S

o
o

Rysunek 3.19: Wykres funkcji py~




3.5 Rotator sztywny

89

R
e
L

%

L
e

oz
e

Rysunek 3.20: Wykres funkcji p3"

g ttey)
ARy e
S



il
i

1

eeaARA R

90

il
il
il
f |I|.’ il
it

)
ol
‘\

e
e

iy
i
b

A
e

e
o

T

Tk

B

Eek
o

ok

s
B e

<

N

Wykres funkcji p3~

Rysunek 3.21



3.5 Rotator sztywny

91

Rysunek 3.22: Wykres funkcji p05
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Rysunek 3.23:

Wykres funkcji p%
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gdzie o, oznacza macierze Pauliego:

Jo 1
=110
o, = 3 _OZ} . (3.315)
10
=10 -1

Operatory podnoszenia i opuszczania momentu pedu maja wiec postac

§+—§x+i§y—h[8 (1)] (3.316)
i
§:§x—i§y:h{[1) 81 (3.317)
Operator kwadratu momentu pedu ma postaé
3 10
22 22 a2 a2 932
_sx+sy+sz—4h {O 1} (3.318)
Korzystajac z zaleznosci (3.312)—(3.318) uzyskujemy
(S:l0) =5 1) (5:18) =31
i O B
Szla) =5 |a s:18) =3 1P 3.319
Sla)=0 ) 5018 = hla) (3:319)
sl =nle) | 9 -0
$la) = gR?|a) | 8°|B) = {0*|B)

3.5.3 Sprzezenie dwéch wektoré6w momentu pedu w ujeciu mechaniki kwan-
towej

W mechanice klasycznej catkowity moment pedu uktadu ztozonego z poduktadéw o momentach pedu
odpowiednio j; i jo dany jest sumg wektorowa

j=j1+jo (3.320)

Moment pedu uzyskany wg rownania (3.320) zachowuje swoj charakter takze w ujeciu kwantowome-
chanicznym, w sensie spetnienia relacji komutacyjnych (3.255).

Cwiczenie 3.18 Obliczy¢ komutator sktadowych 3, i Jy operatora catkowitego momentu pedu (3.520).

Rozwiazanie 3.18 Korzystajac z zaleznosci (3.255), z faktu, iz sktadowe wektorow dodajg sie ska-
larnie oraz z przemiennosci operatorow z roznych przestrzeni, uzyskujemy

Ues Jyl = [0 4 Jos 1y + Joy] = D1z oyl + [1s Joy] + oz oyl + (D25 Joy] = ihj.. (3.321)
—_—— —— Y= ==

ihj1z 0 0 ihjaz
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W zaleznosci od wyboru zestawu przemiennych operatoréow (a wiec operatoréw majacych wspolny
zestaw funkcji wlasnych), dwucialowemu ukladowi mozna przypisa¢ dwa typy funkcji falowych.
Przy wyborze operatorow A = {7%;712;3; jo2} stany wlasne ukladu maja postaé |jimijoms) =
|71m1) |jame) 1 sa funkcjami wlasnymi tych operatorow:

2¢ |j1.m132.m2> = Jz(]z fl)h '131m132m2> = {1;2}’ (3'322)
Jiz |]1m1]2m2> =m;h |31m1]2m2)

Wektory wtasne |jimqjams) stanowia reprezentacje miesprzezong i rozpinaja (271 + 1)(2js + 1)-
wymiarowa przestrzen. Z kolei wybierajac zestaw operatorow B = {j%; 73; 7%; 7.}, gdzie

7=+ 22 (3.323)

stany wlasne uktadu mozemy zapisa¢ w postaci [jm) = |jij2jm), przy czym zagadnienia wlasne
maja postac
Jilgm) = 5i(Gi + D)I? | jm)
72 lgm) = 5(j + 1)ﬁ2 ljm)y i€ {1;2}. (3.324)
Jz lym) = mh|jm)
Wektory wlasne |[jm) stanowia reprezentacje sprzezong irozpinaja (2j+ 1)-wymiarows przestrzen dla

danego j. Poniewaz A = B (oba zbiory odpowiadaja tej samej liczbie obserwabli), obie reprezentacje
sa rownowazne i powiazane ze soba przez przeksztatcenia unitarne:

Ji J2
gm)y =D > (imagamaljm|jimagamaljm) [jimjams) (3.325)
mi1=—j1 ma=—j2
oraz
Ji+j2 J
imagama) = Y Y (imagemaljmljimaamaljm) [jm) (3.326)

Jj=lj1—j2| m=—j

gdzie (jimyjams|jm|jimjams|jm) € R to tzw. wspdtczynniki Clebscha-Gordana, w miejsce ktorych
czesto uzywa sie symboli 3-7 Wignera z uwagi na ich wicksza symetrie:

] ] ; —1)i1—J2—ms
( 7;];1 717752 73;’3 ) _ ( \/;7 %T <j1m1j2m2|j3 - m3|j1m1j2m2]j3 — m3> . (3327)
3.5.4 Separacja translacji dla uktadu dwéch czastek

Rozpatrzmy ruch uktadu dwoch czastek o masach m; i mo, ktérych potozenia opisuja wektory wo-
dzace r1 = (z1;y1;21) 1 r9 = (22;Ys; 22). Operator energii kinetycznej takiego ukladu ma postaé

h? h?

7 — i (3.328)
gdzie
0? 0? 0?

Zatem uktad opisywany jest przez sze$¢ wspotrzednych potozeniowych. Mozna jednak opisa¢ uktad
wprowadzajac trzy wspolrzedne srodka masy uktadu R = (X;Y; Z):

_ My + Mol

(3.330)
my + mo
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oraz trzy wspotrzedne wzgledne r = (z;y; 2):
r=r; —Is. (3.331)

Aby zapisa¢ hamiltionian w nowych wspotrzednych, musimy obliczy¢ drugie pochodne wystepujace
w laplasjanach (3.329). W tym celu obliczamy najpierw pierwsze pochodne wedtug receptury:

i_@X@ oY 0 328 3x8+8y2+828 0X 0 8953
or;, 010X 8x1 Y (9:151 (9Z Oxry0x O0r10y Ox10z O 0X (93(:1 (91:
my 0 0
_ “ Y 332
m1+m28X+8x’ (3.332)
0 0X 0 oYy 0 0z 0 ox 0 dy 0 0z 0 0X 0 dxr 0
— = + = + — + =+ — + + —
0xy 8952 0X 0xo Y 019 0z 0o oz 0xe Oy  Oxo 0z (9352 X 0xo or
o mq 0 0
= i dX o (3.333)
podobnie dla pozostatych wspotrzednych i nastepnie drugie pochodne:
o (Lm0 9N(_m 9 0 _
0x2  \my+my0X  Ox my +my0X  Ox)
2 92 2 2
maq 0 2m1 0 0
pr— . 4
(m1+m2> 8X2+m1+m28X8:c+8x2’ (3.334)
P (w9 0N w90 _
ora  \mi+me0X Ox my +moe0X  Ox
2 92 2 2
miy+mo ) 0X2  mqy+medX0x  Ox?

i znoéw analogicznie dla pozostalych wspotrzednych. Po podstawieniu drugich pochodnych (3.334)
i (3.335) do operatora (3.328) otrzymujemy

. h? h?
T=——Ar— —A,| :
S OR o (3.336)
gdzie
0? 0? 0?
AR = 3.337
R oxz T ave T oz (3.337)
o? o? 02
Ay = —+—+ =5, 3.338
0x? * Oy? + 022 ( )
M = my + ms jest catkowita masa uktadu, zas p jest masq zredukowang uktadu:
1 1 1
—-—=—+ —. (3.339)

% mq mo

Jesli uktad dwoch czastek porusza sie swobodnie w przestrzeni (czyli czastki ze soba nie oddziatuja,
V = 0), wowczas operator (3.336) jest hamiltonianem uktadu. Zauwazmy, ze mozna go zapisa¢ w
postaci

H = H, + H,, (3.340)
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gdzie H; zalezy od zestawu zmiennych (X;Y;Z), a Hy — od (z;y; 2). Jak wykazalismy w ¢wicze-
niu 3.6, oznacza to, iz catkowite rownanie Schrédingera dla tego uktadu:

A

Hy(R;r) = EY(R;1) (3.341)
mozna rozdzieli¢ na dwa réwnania:
Hi(R) = E1¢1(R) (3.342)
i A
HQ"L#Q(I‘) = EQwQ(r), (3343)
przy czym
Y(R;r) = 1 (R)a(r) (3.344)
oraz
E=F, + E,. (3.345)

Zauwazmy, ze rownanie (3.342) jest de facto réwnaniem Schrodingera dla czastki swobodnej o masie
m = mq + my opisanej wektorem wodzacym R. Réwnanie to opisuje zatem ruch translacyjny srodka
masy uktadu. Z kolei rownanie (3.343) opisuje ruch czastki o masie p opisanej wektorem wodzacym
r.

3.5.5 Obraz klasyczny rotatora sztywnego

Rotator sztywny jest uktadem dwodch czastek mogacych swobodnie rotowaé w przestrzeni przy zacho-
waniu statej odleglosci miedzy czastkami. Moment bezwtadnosci dla tego uktadu wzgledem Srodka
masy

I =myr} + myr3, (3.346)

przy czym
r=r;+re (3.347)

jest odlegloscia rotujacych czastek. r i 7o to odlegltosci czastki pierwszej i drugiej od srodka masy;,
wiec zachodzi

miry = Mears. (3348)
Z rownan (3.347) 1 (3.348) otrzymujemy

e (3.349)

ry = mlrilmr ’

za$ podstawiajac wynik (3.349) do wyrazenia (3.346) uzyskujemy réwnowazna definicje momentu
bezwladnosci wzgledem $rodka masy uktadu:

I =pr?|, (3.350)

gdzie p jest masa zredukowang obu czastek.
Moment pedu rotatora sztywnego jest sumag momentéw pedu obu czastek:

J= J1 + JQ = ml(rl X Vl) + mg(rg X Vg), (3351)

a poniewaz £ (r;; v;) = 5 oraz wektory J; i J; sg rownolegle, stad wyrazenie (3.351) przyjmuje postac

J = mirivy + mMaoT9oVs, (3352)
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a korzystajac z zaleznosci pomiedzy predkoscia liniowsa i katowa:
Vi = TiWw (3353)

uzyskujemy
J = (myr] + mery)w = Iw. (3.354)

Energia rotacji rotatora sztywnego jest suma energii kinetycznych obu rotujacych czastek:

mivi  moui  myri +moeri 5, Iw?  J?
_ W2 = _

E=T+T=— = . = 57 (3.355)

3.5.6 Obraz kwantowy rotatora sztywnego

Jak juz wiemy, rotator sztywny jest uktadem dwoch czastek mogacych wzajemnie obracaé sie przy
zachowaniu stalej odlegtosci miedzy czastkami. Hamiltonian takiego uktadu ma postac (3.328), i daje
sie rozdzieli¢ na czton opisujacy ruch translacyjny $rodka masy i czton opisujacy ruch wewnetrzny
obu czastek w uktadzie srodka mas. Poniewaz w ruchu translacyjnym nie ma dla nas nic ciekawego,
przeto zajmiemy sie tym drugim czlonem, a wiec bedziemy rozwiazywaé rownanie postaci (3.343).
W rownaniu (3.328) nie ma jednak zadnego ograniczenia na odlegtos¢é miedzy czastkami — uktad
ma wiec trzy stopnie swobody i funkcja bedaca rozwiazaniem réwnania (3.328) zalezy od trzech
wspotrzednych. W przypadku rotatora sztywnego na wspotrzedne naktadamy jednak wiez

2? +y? + 2% = r* = const. (3.356)

Poniewaz uktad bez wiezéw mial trzy stopnie swobody, zas obecnie na uktad natozony jest jeden
wiez, przeto uktad ma juz tylko dwa stopnie swobody i funkcja falowa tego uktadu zaleze¢ bedzie od
dwoch zmiennych. Réwnanie (3.328) w tym przypadku ma wiec postaé

- S—M Adly o B(E) = EO(E) (3.357)

gdzie T oznacza wspotrzedne katowe wektora r:
P = (6;9), (3.358)

bowiem najdogodniej jest narzuci¢ wiez statej odleglosci miedzy czastkami we wspodlrzednych sfe-
rycznych.

Cwiczenie 3.19 Wyrazi¢ laplasjan A, = aa—jg + 53—;2 + g—; we wspotrzednych sferycznych.

Rozwiazanie 3.19 Korzystajg ze zwigzku (3.285) musimy wyrazi¢ drugie pochodne wystepujgce w
laplasjanie we wspotrzednych sferycznych. W tym celu najpierw wyznaczamy pierwsze pochodne we-

dtug receptury: o ord 900 960
T

— = — — 3.359
0r  ozor 0200 0100 (3.359)

zas pochodne czgstkowe obliczylismy juz w rozdziale 3.5.2. Otrzymujemy
9 = sin 6 cos gbﬁ + cossing O _ sing O (3.360)

Ox or r 90  rsinf oo’

co pozwala nam obliczy¢ drugq pochodna:

0? 0 cosfsing 0 sing 0 0 cosfsing 0 sing 0
in 0 — — — — ind —t - — .
(sm COS¢87" * r 00  rsinf agb) (Sm COS¢87" * r d6  rsinf agzﬁ)
(3.361)

0x?
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Podobnie postepujemy dla pozostatych pochodnych czgstkowych. Po prostych, acz ucigzliwych, prze-
ksztatceniach otrzymujemy

110 0 1 0 0 1 H?
N A a0 0% )t Srgaa | 362
r? [87“ <T 87’) + sin 0 00 <S1n ag) - Sin298¢2} (3 36 )
Po narzuceniu wiezu statej odlegtosci laplasjan ma wiec postac
1 1 0 0 1 o2
AN S O (P > |
- r2 [sin 0 00 <sm 89) TS 8¢2} (3.363)

Teraz mozemy zapisa¢ juz hamiltonian rotatora sztywnego:

R0 0 1
L -y RS S 364
o1 Lmeae (Smeae> * sin298¢2} ’ (3:364)

gdzie I jest momentem bezwtadnosci rotatora, okreslonym rownaniem (3.350), oraz rownanie Schrodin-
gera:

h2

a2l

1 0 0 1 02
— [ sinf— —_— 0;0) = Ev(0;0). 3.365
Lin@@Q (sm 8«9) + sin293gb2} ¥(0; ¢) ¥(0;¢) ( )
Jest to rownanie analogiczne do rownania (3.293), rézni sie jedynie stala. Zatem zagadnieniu wla-
snemu (3.365) odpowiadaja takie same funkcje wlasne jak w przypadku réwnania (3.293), a wiec
harmoniki sferyczne, w przypadku rotatora sztywnego oznaczane zwyczajowo jako

[TM) =Y} (0 9) (3.366)
zas$ warto$¢ wlasna, czyli energia rotatora sztywnego, jest, podobnie jak moment pedu, kwantowana.

Mozemy ja obliczy¢ wstawiajac do wyrazenia klasycznego (3.355) wyrazenie kwantowe na kwadrat
momentu pedu:

JJI* = J(J + 1)k (3.367)
Uzyskujemy
E, = gj(J +1)=BJ(J+1)|, (3.368)
gdzie
2 2
= % = QZTQ (3.369)

jest statq rotacyjng. Oczywiscie liczby kwantowe J i M spelniaja zaleznosci
J e Nn{0} (3.370)

oraz

Me{-J,—J+1;...;J—1;J}, (3.371)

wiec dla danego J liczba M przyjmuje 2J + 1 wartosci. Oznacza to, ze dla danego J mamy do czy-
nienia z (2J + 1)-krotna degeneracja, gdyz w wyrazeniu na energie (3.368) wystepuje tylko zaleznosé
od J, za$ funkcja falowa zalezy od liczb J i M.
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3.6 Atom wodoru i jon wodoropodobny

3.6.1 Zagadnienie wlasne i liczby kwantowe

Hamiltonian dla atomu wodoru badz jonu wodoropodobnego, czyli uktadu ztozonego z elektronu o
masie my, opisanego wektorem wodzgcym ry, i punktowego jadra o tadunku Ze o masie ms, opisanego
wektorem wodzacym r, sktada sie z operatora energii kinetycznej uktadu [réwnanie (3.328)] oraz
operatora energii potencjalnej:

) B2 B2 .
Ho= ey = oA, V., (3.372)
gdzie
V= Ze? (3.373)

_471'60’1'1 - I'1’ ’

Dokonujac separacji translacji tak, jak zrobiliSmy to w rozdziale 3.5.4 i korzystajac z zaleznosci
r = |I'1 - I'1|, (3374)
mozemy zapisa¢ hamiltonian w uktadzie srodka mas:

R 2 Z2
[ N

2 e (3.375)

Poniewaz potencjal (3.373) jest sferycznie symetryczny, dogodnie jest przedstawi¢ hamiltonian (3.375)
we wspotrzednych sferycznych. Laczac (3.362) 1 (3.375) otrzymujemy

~ R [0 0 1 0 0 1 02 Ze?
H=-— e — 9 - : 3.376
2ur? {87‘ (T 87“) * sin 6 00 (sm 69) * sin208¢2} dmegr ( )
Porownujac uzyskane wyrazenie z wyrazeniem (3.291) tatwo zauwazy¢, ze hamiltonian daje sie przed-
stawi¢ w postaci
- o[ ,0 r oz
H=— — (r?= — 3.377
2pr? Or (T 07“) * 2ur?  Aweor’ ( )

gdzie 2 jest operatorem kwadratu momentu pedu.
Cwiczenie 3.20 Obliczyé komutatory [I:[, ZQ] 1 [ﬁ, l;]

Rozwigzanie 3.20 Aby obliczy¢ powyzsze komutatory, wystarczy przyjrzec si¢ wyrazeniom opisujq-
cym H [(3.377)], 12 [(3.291)] i I, [(3.290)]. Zawwazamy, ze w wyrazeniu opisujgcym H wspotrzedne
sferyczne (0; 9) wystepuja tylko w czesci zawierajgcej operator l2 zas w wyrazeniach opisujgcych 2
L, nie wystepuje zaleznosé od r. Wiedzgc ponadto, zZe operatory l2 il komutujq, od razu stwierdzamy,
ze pary operatorow f[, 12 oraz H, l; sq przemuienne, zalem

[ﬁ, P} ~0 (3.378)

[Hl] —0. (3.379)
Jak wynika z zaleznosci (3.378) i (3.379) mozemy stwierdzi¢, ze rozwiazania rownania Schrodingera

Hi(r;60;6) = Ed(r; 0; ) (3.380)
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sg takze funkcjami wlasnymi operatoréow 12 i 1,. Uktad funkcji wlasnych tych operatoréw juz znamy
z rozdzialu 3.5.2 — to harmoniki sferyczne. Calkowita funkcja falowa speliajaca rownanie (3.380)
musi wiec by¢ iloczynem harmonik sferycznych i jakiejs funkcji zaleznej od r. Jesli ponadto poziomy
energetyczne ponumerujemy indeksem n, szukang funkcje falowa mozna zapisa¢ w postaci iloczynu
czesei radialnej i czesci katowe;j:

UVnim (13 0; 8) = Rt (1)Y," (65 ¢). (3.381)
Oczywiscie zachodzi
72 S0 A) — 2 .0
{ lA 7/)nlm(7“a 07 gb) - l(l + 1)h ¢nlm(ra 95 gb) , (3382)
lz¢nlm(r; 6); ¢) = mh¢nlm(r; 9; ¢)
zatem hamiltonian uktadu mozna zapisa¢ w postaci
. R [0 0 Ze?
H=-— — (=) -1l+1)]| - : :
2pr? [87’ (T 87") I+ >} dmegr (3.383)

Podstawiajac do rownania (3.380) hamiltonian (3.383) i funkcje (3.381) i podzieleniu catosci obustron-
nie przez Y, (0; ¢) (mozemy to zrobi¢, bo hamiltonian nie zalezy od katow sferycznych) otrzymujemy
rownanie rézniczkowe pozwalajace wyznaczy¢ funkcje radialna:

R [o (,0 Ze?
— — — | =ll+1)| - R, =FE,Ry(r), 3.384

{ 2pur? {87" (r 07’) (t+ )} 47T€07’} (r) () ( )
przy czym w opisie funkcji radialnej opudciliSmy indeks m, bowiem w czesci operatorowej roéwna-
nia (3.384) liczba ta nie wystepuje. Rozwigzania rownania (3.384) dla stanéw zwiazanych maja
postac

27 _zr
Rur) = N 2251 (220 o, (3.3%)
nag
gdzie
4megh?
ay = — (3.386)
e
jest promieniem pierwszej orbity Bohra,
d"L,(z)
L'z) = ——— 3.387
n(w) = o (3.357)
jest stowarzyszonym wielomianem Laguerre’a, zas
dTL n €T
Lz) = e 2" (3.388)

jest zwyktym wielomianem Laguerre’a. Poziomy energetyczne dla stanéw zwiazanych sa skwanto-
wane:

Z%pet

B,=-2H |
8n2elh?

(3.389)

Funkcje falowe atomu wodoru oznacza sie czasem w uproszczony sposob jako |nlm). W tabeli 3.4
przedstawiono jawne postacie kilku funkeji falowych ¢, (7; 0; @), za$ na rysunku 3.24 — schemat
pozioméw energetycznych atomu wodoru.

Indeksy n, [ i m pojawiajace sie w wyrazeniach na funkcje falowe to liczby kwantowe, odpowied-
nio: gtowna, poboczna i magnetyczna. Nie moga one przyjmowaé¢ dowolnych wartosci, a tylko $cisle

okreslone:
neN

le(On-1NZ . (3.390)
me (=l 1)NZ
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Tablica 3.4: Postaé¢ funkcji falowych jonu wodoropodobnego dla kilku wartosci n, [ i m
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Rysunek 3.24: Schemat pozioméw energetycznych atomu wodoru
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Ograniczenie mozliwych wartosci [ wynika bezposrednio z postaci wielomianéw Laguerre’a. 7 réw-
nan (3.387) i (3.388) wynika, ze L, (z) i LI"(z) sa wielomianami stopni odpowiednio n i n —m, zatem
wielomian L (x) nie znika dla m < n. W przypadku funkcji radialnej warunek ten przyjmuje postaé
2141 < n+l, czylil <n—1. Warunek ten mozna otrzymac tez w nieco odmienny sposéb. Oczywiste
jest, ze radialna energia kinetyczna?® nie moze by¢ ujemna, wiec to samo stwierdzenie jest prawdziwe
takze dla jej wartosci sredniej. W ogoélnosci energia elektronu znajdujacego sie w odlegtosci r od
jadra jest suma radialnej energii kinetycznej T;.q, energii kinetycznej rotacji

N (l+ 1)k
Tt = — = —— 3.391
T2 2ma? (3.391)
gdzie |1| oznacza dlugos¢é wektora momentu pedu elektronu i energii potencjalne;
Ze?
V=- . 3.392
4megr ( )
Wktad dwoch ostatnich udzialéw do energii elektronu wynosi
I(I+1)R? Ze?
U(r) = tr1) ‘ (3.393)

2mir? Aregr’

Warto zauwazy¢, ze U(r) jest tez potencjatem efektywnym wystepujacym w hamiltonianie (3.383)
z ta roznica, ze w wyrazeniu na U(r) wystepuje masa elektronu m zamiast masy zredukowanej p
uktadu elektron-proton, ale liczby te sa sobie niemalze réwne z uwagi na to, ze masa protonu jest
znacznie wieksza od masy elektronu.?

200
)0 ——
el ——
=2

150 \ 3 ——

100 \ \\\

50

> \
2
< 0
S
-50 /

-100 /

-150 /

-200

0 1 2 3

ra,

Rysunek 3.25: Postaé¢ funkcji U(r) dla kilku wartosci liczby kwantowej [

Cwiczenie 3.21 Wyznaczyé minimum funkcji U(r).

2Jest to energia zwiagzana ze zmiang w czasie odleglosci elektronu od jadra.
3W dalszej czesci bedziemy zaktadaé m = p.
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Rozwiazanie 3.21 Obliczamy pierwszq i drugq pochodng funkcji U(r):
I(1+1)R? Ze?
+

mr3 4dregr?

Ul(r)=-

(3.394)

3+ 1)k Ze?

4

U'(r) =

(3.395)

mr 2megrs’

Odlegtosé, dla ktorej funkcja U(r) ma minimum, wyznaczamy z warunkow U'(rpm) =04 U (rmn) <
0. Otrzymujemy
AU + 1)meoh?

Zaktadajge m = p i korzystajgc ze wzordw (3.393) i (3.389) otrzymujemy
Z%me? E,

Umin:U min) — — = . 3.397
(rain) = — g DRz ~ 10+ 1) (3:397)

Co oczywiste, warto$é¢ srednia potencjatu efektywnego musi by¢ wieksza od jego najmniejszej warto-
ci. Stad dla energii catkowitej elektronu zachodzi

En = (Traa) + (U) 2 (Trad) + Usnin, (3.398)
zatem B I
(Trad) € (03 Ep — Unin)) = By — Upin = n—; —~ ﬁ > 0. (3.399)
Poniewaz E; < 0, otrzymujemy
% _ ﬁ <0, (3.400)

co prowadzi do warunku [(I 4+ 1) < n?, ktory w zbiorze NU {0} jest spetniony dla I < n — 1.
Poniewaz energia zalezna jest tylko od liczby kwantowej n, jest ona zdegenerowana.

Cwiczenie 3.22 Wyznaczyé stopieni degeneracji energii dla danego n.

Rozwiazanie 3.22 Jak wynika z warunkéw (3.390), dla danego n liczba kwantowa 1 przyjmugje n

wartosci: 1 € {0;1;...;n — 1}, a dla danego 1 liczba kwantowa m przyjmuje 21 + 1 wartosci: m €
{=l;=l+1;...;1=1;1}. Stopien degeneracji energii wynosi zatem
n—1
d, = (204 1). (3.401)

l

Il
=)

Zavwazmy, ze wyrazenie (3.401) jest sumagn pierwszych wyrazow ciggu arytmetycznego (153;5;7;...),
a wiec opisanego przez liczby

a; = 1
{ d=apy —ap =2 ° (3.402)
n-ty wyraz tego ciqgu wWYnosi
ap=a;+dn—1)=2n—-1, (3.403)
a suma n jego poczgtkowych wyrazow
S, = M = n?, (3.404)

wiec

d, = n?. (3.405)
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3.6.2 Orbitale

Funkcje falowe 1,,;,, to orbitale, oznaczane zazwyczaj symbolem
1y (Dm, (3.406)

gdzie ~(I) jest tradycyjnym oznaczeniem pobocznej liczby kwantowej [ (tab. 3.5). W przypadku

Tablica 3.5: Oznaczenie liczby [ w symbolu orbitalu
1]0 1 2 3 4

vl)‘spdfg

[ = 0 pomija sie liczbe m. Dla przejrzystosci notacji w dalszej czesci ogblne symboliczne oznaczenia
orbitali (3.406) bedziemy podawa¢ w kecie:

Y (Dm = Iny(Om) (3.407)

oznaczenia szczegdtowe, jak 2p,, pozostawiajac na wolnosci. W tab. 3.6 podano przyktady symbo-
licznych oznaczen orbitali.

Tablica 3.6: Przyktady symbolicznych oznaczen orbitali

¢nlm nvy <l>m
Yoo 1s

Ya11 2p;
P31 3d_y
V432 4f,

Dla m # 0 orbitale sa funkcjami zespolonymi. Mozna jednakze stworzy¢ z nich orbitale rzeczy-
wiste — jako kombinacje liniowe orbitali zespolonych. Przyktadami takich kombinacji sa orbitale:

7" C (/) .

z kolei dla rzeczywistego orbitalu 2p, stosuje sie zamiennie oznaczenie 2p,. W ogoélnosci dla m > 0 z
pary zespolonych orbitali

{1 Om) 1)) } (3.410)
tworzy sie pare orbitali rzeczywistych

{ 1m0}, In7(0s) } (3.411)

zgodnie z konwencja

L ny(D)) + [ny(D)_n) ), m nieparzyste
() = { T (3.412)
7m0 -m) = ny(Dm) ), m parzyste,
——= Iny(l)m) — |ny(l)_n) |, m nieparzyste
(1190w = 1 0)-n) ) s

[ny(Dm) + [ny(D)-m) ), m parzyste.

(D) = (
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Indeksy a i b rozrozniajace uzyskane orbitale sa zwykle przyjmowane w postaci kombinacji wspot-
rzednych kartezjariskich zwiazanych z orientacja orbitali w przestrzeni.
Zauwazmy, ze z ukladu zagadnieri wtasnych dla orbitali (3.410):

H ny(D)m) = En [ny(1)£m) (3.414)
P ny(D)am) = 11+ DR [ny (D) m) (3.415)
L ny (D) £m) = ER 0y (1) £m) (3.416)

i kombinacji (3.412) oraz (3.413) wynika, ze orbitale rzeczywiste (3.411) sa funkcjami wlasnymi
operatorow Hi lAQ, ale juz nie operatora L.

Wizualizacja orbitali polega na przedstawieniu konturéw ich powierzchni granicznych. Kontury
takie sa zbiorem wszystkich punktéw przestrzeni, ktérym odpowiada arbitralnie zadana wartoscé
modutu orbitalu ¢:

|p(r, 8, 0)] =€, (3.417)

co mozna zapisa¢ rownowaznie we wspotrzednych kartezjanskich
lp(z,y,2)| = €, (3.418)
sa to wiec wykresy funkcji uwiklane;

F(x,y,2) = |p(z,y,2)| — e =0. (3.419)

_3
Na rysunkach przedstawiono kontury graniczne kilku orbitali atomu wodoru dla e = 0,01 a, *. Warto
zZwroci¢ uwage na wzrost rozmiaréw orbitali (w sensie rozrastania sie konturéw dla tej samej wartosci
€) w miare wzrostu liczby kwantowej n.

Cwiczenie 3.23 Znaleié powierzchnie weztowq dla orbitalu 3d,2 atomu wodoru.
Rozwigzanie 3.23 Wystarczy rozwazyc te cze$é orbitalu, ktora moze zmieniac znak:
f(r;0;¢) =r*(3cos§* — 1). (3.420)
Zapiszmy funkcje f we wspotrzednych kartezjanskich:
flzyy;2) =322 —r? =222 — 2% — 92 (3.421)

Powierzchnia weztowa jest zbiorem tych punktow, dla ktorych warto$¢ orbitalu jest zerowa 1 w oto-
czeniu ktorych warto$é ta zmienia znak. Punkty tej powierzchni wyznaczamy z réwnania

2 2
I ;“y. (3.422)

2,2
f(:v;y;z):O@:zzzx +Y

Tak wiec powierzchnig weztowq orbitalu 3d,2 jest stozek eliptyczny opisany réwnaniem x* +y? = 222
Jego wykres wraz z orbitalem 3d.2 przedstawiono na rysunku 3.32.

3.6.3 Radialna gesto$é prawdopodobienstwa

Radialna gestosc prawdopodobienstwa okresla prawdopodobieristwo znalezienia elektronu w odlegtosci
r od jadra niezaleznie od katow sferycznych i jest dana wzorem

T 2
put(r) = /0 /0 i (1 0: ) 272 sin 0 d6d, (3.423)
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Rysunek 3.26: Kontur orbitalu 1s atomu wodoru
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Rysunek 3.27: Kontur orbitalu 2p, atomu wodoru
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Rysunek 3.28: Kontur orbitalu 2p, atomu wodoru
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Rysunek 3.29: Kontur orbitalu 2p, atomu wodoru
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yla -10 -10

Rysunek 3.31: Kontur orbitalu 3d,2_,» atomu wodoru

Y
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y,a -10 -10

Rysunek 3.32: Powierzchnia weztowa dla orbitalu 3d.» wraz z konturem orbitalu
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Rysunek 3.33: Radialna gesto$¢ prawdopodobienistwa dla orbitalu 1s atomu wodoru
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pzo(r)/m2

Rysunek 3.34: Radialna gestos¢ prawdopodobienistwa dla orbitalu 2s atomu wodoru

Py (r)/m2

Rysunek 3.35: Radialna gestos¢ prawdopodobienstwa dla orbitalu 2p atomu wodoru
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Rysunek 3.36: Radialna gestos¢ prawdopodobienistwa dla orbitalu 3s atomu wodoru
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Rysunek 3.37: Radialna gestos¢ prawdopodobienstwa dla orbitalu 3p atomu wodoru
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Rysunek 3.38: Radialna gestos¢ prawdopodobienistwa dla orbitalu 3d atomu wodoru

a poniewaz sktadowa radialna funkcji falowej jest rzeczywista, wzor (3.423) przyjmuje postac

pu(r) = *R2 / / 1Y,™(0; ¢)|? sin § dOdp = r* R2,. (3.424)

Na rysunkach 3.33-3.38 przedstawiono wykresy radialnej gesto$ci prawdopodobienstwa dla kilku
wartosci n i [.

Cwiczenie 3.24 Wyznaczyé najbardziej prawdopodobng i oczekiwang odlegtosé elektronu na orbitalu
2p atomu wodoru.

Rozwiazanie 3.24 Odlegtosé najbardziej prawdopodobng znajdujemy wyznaczajge maksimum ra-
dialnej gestosci prawdopodobienstwa dla orbitalu 2p:

1 T T
51 =rte w0 = Nrie w. (3.425)
g

pa1(r) =

Obliczamy

Py (r) = Nr? <4 - L) e % (3.426)

2
Py (r) = Nr? [12 e + (i) ] e . (3.427)

Odlegto$é Tmaz, dla ktorej funkcja pai(r) ma maksimum, wyznaczamy z warunkow phy(rmaz) = 0 1
P (Pmaz) < 0. Otrzymugjemy

Tmaz = 4@0. (3428)
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Obliczamy teraz warto$¢ oczekiwang odlegtosci:

00 T 2w
(r) = (Ya10|7[th210) = / / / [9910(7; 0; @) |r® sin 6 drdfdp =

/ / / S¢ 0 sin f cos® 0 drdfdg = (3.429)
327ra0

/ rPe a0 dr/ sin @ cos® QdQ/ do.
Obliczamy catke

" 5 [ t=—cosf, dt =sinfdb N
/081n9<30$ 0d9_{6’:0:>t:—1,8:7r:>t:1 = —1t dt—3. (3.430)

Z kolei korzystajgc ze wzoru (1.132) obliczamy metodq rézniczkowania po parametrach catke
> 120
/ e dy = — (3.431)
0 Q@

Wiec ostatecznie

(r) = 5ao. (3.432)

Tak wiec (1) > Tmax, co jest intuicyjnie zrozumiate, jesli spojrzeé na rozktad radialnej gestosci praw-
dopodobieristwa dla orbitalu 2p (rysunek 3.35).

Cwiczenie 3.25 Obliczyé Sredniq wartosé energii kinetycznej elektronu znajdujgcego sie w stanie
podstawowym dla jonu wodoropodobnego.

Rozwigzanie 3.25 Poniewaz

_
r=_2, (3.433)
stqd
_ )
(1) = (3.434)
Obliczamy zatem
p7) = <¢100’ﬁ2|¢100> = —1? (Y100 Ar|¥100) (3.435)

Poniewaz funkcja falowa stanu podstawowego nie zalezy od kgtow sferycznych, stad w laplasjanie (3.336)
mozemy pomingé cztony zawierajgce rozniczkowanie po kgtach. Tak wiec

Ud [ ydnoo(r)] 1 (Z\i1d(, 2\ 1 (Z\?(2 Z\ _z
Brimlr) = QdT[TT Vi \a ey G °>__ﬁ w) \r a)

Wstawiajac (3.436) do (3.436) otrzymujemy

00 T 21 7 4 00 7 2 azr
— 2 / / / Wi (1) Axthroo(r)r? sin 6 drdfdg = 42 (—) / <2r . —r> e dr,
0 o Jo ap 0 Qo

a po wykonaniu prostego catkowania korzystajgc z zaleznosci (1.132) otrzymugjemy
Zh\*
(p?) = (—> ) (3.438)
Qo
Korzystajac ze wzorow (3.386), (3.434) i (3.438) otrzymujemy ostatecznie
Z*met

T)=———=—-F,. 3.439
(T) = S (3.439)
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Cwiczenie 3.26 Wyznaczyc sredni ped elektronu w stanie podstawowym jonu wodoropodobnego.

Rozwiazanie 3.26 Poniewaz ped jest wielkosciq wektorowq, musimy obliczyc Srednie wszystkich
sktadowych wektora pedu. Musimy ponadto zapisaé operatory sktadowych pedu we wspotrzednych
sferycznych — postepujemy tak samo, jak w ¢wiczeniu 3.17. Mozna dodatkowo wykorzystaé fakt, ze
funkcja falowa 1109 nie zalezy od kqgtow sferycznych, zatem wystarczy rozwazyc tylko czesé operatorow
zawierajqcq rozniczkowanie po r:

zhg diprgo(r)

Pgthroo(r) = — o0 ar ¢ € {z;y; 2}. (3.440)
Obliczamy kolejne pochodne:
a—; = % =sinfsin¢
oy = ¢ =sinfcosg . (3.441)
% z = cosf

Sredniq wartosé sktadowych pedu wyznaczamy z zaleinosci

00 T 2
(pg) = (100|Pg|V100) = /0 /0 i Voo (1) Dgthr00(r)r? sin 0 drdfdg. (3.442)

Z wyrazen (3.441) wynika, zZe we wzorze (3.442) dla wszystkich sktadowych pedu pojawiq sie zerowe
catks

2w 27 ™
/ sin g d¢ = / cospdgp = / sinf cosfdf = 0, (3.443)
0 0 0

zatem Srednie warto$ci wszystkich sktadowych pedu sq zerowe:

(pz) = (py) = (pz) =0 (3.444)

1 to samo dotyczy Sredniej wartoSci pedu:

{p) = \/(1%:)2 + ()" + (p2)" =0. (3.445)

3.6.4 Jednostki atomowe

Jak zauwazyliSmy w poprzednich podrozdziatach, obliczajac rézne wartosci oczekiwane dla atomu
wodoru mamy w ogoélnosci do czynienia z do$¢ niewygodnymi, z uwagi na pietrowos$é¢ statych, cal-
kami. Pojawilta sie wiec potrzeba wprowadzenia dogodniejszego uktadu jednostek, pozwalajacego
na prostszy i klarowniejszy zapis wyrazen, nie tylko dla atomu wodoru, ale i pozostatych atomow.
WprowadZzmy nowsa zmienna bezwymiarowa 7 taka, ze

r=\%, (3.446)

wowczas

_82+82+82_ 0? n 0? n o7 1
02 Oy 022 00022 0w)?2  O\Z)r N\
Oczywiste jest, ze A ma wymiar dlugosci. Zapiszmy réwnanie Schrodingera dla atomu wodoru z
hamiltonianem (3.375) w nowych zmiennych:

(_%A@ - @) v (V%) = B (7). (3.448)

A

A, (3.447)

.%?.
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Dobierzmy stala A tak, by wspotczynniki przy czesci kinetycznej i potencjalnej hamiltonianu byty
jednakowe i réwne statej &, majacej wymiar energii, to znaczy

h? e?

— = = &, 3.449
UAZ  Ameg h ( )
skad otrzymujemy
4regh?
A= T (3.450)
e
a zatem A jest po prostu zredukowanym promieniem Bohra:
A = ao. (3.451)
Wprowadzajac bezwymiarows zmienna proporcjonalna do energii,
E
E=— 3.452
- (3452

otrzymujemy rownanie Schrodingera dla atomu wodoru w jednostkach atomowych:

(L 2o (@) -eo(9

gdzie qﬁ(%?) jest bezwymiarowa funkcjg falowa. Hamiltonian w jednostkach atomowych dla atomu
wodoru ma wiec postac

(3.453)

1
7!
Postac¢ funkcji falowej w jednostkach atomowych znajdujemy z warunku normalizacji funkcji ¢:
L= (uly) = [wwumar=x [ v (6F) e (\E) ¢d = [ o (6F)] Mo (\F) @
r Vi 7
(3.455)

(3.454)

. 1

czyli

& (g?) — Gz (aog?) . (3.456)

Oczywiscie funkcja falowa w jednostkach atomowych jest takze unormowana, co wynika bezposrednio
z przeksztatcen (3.455). Jednostki atomowe to wiec bezwymiarowe zmienne proporcjonalne do
zmiennych wymiarowych. Na przyklad chcac uzyskaé¢ warto$é energii w danych jednostkach, E,
majac jej warto$¢ w jednostkach atomowych, &, musimy te warto$¢ przemnozy¢ przez wspotczynnik
proporcjonalnosci dla energii, ktérym w tym przypadku jest &;:

E=&6&. (3.457)

Wspotezynniki proporcjonalnosci dla pozostatych jednostek tworzymy wyrazajac je przez wspotczyn-
niki proporcjonalnosci dla energii i dtugosci, czyli przez &, i ag. &, jest czesto uzywang jednostka

energii i nosi nazwe hartree (h):
4

je
h 4e2h? (3.458)

Wspoétezynnik proporcjonalnosci dla czasu, .7, mozemy znalezé ze wspolczynnika dla energii. W
jednostkach SI mamy [h] = J - s, zatem

I AN
T y ( > ) . (3.459)

W dalszej czedci jednostki atomowe bedziemy oznaczaé¢ tymi samymi symbolami co jednostki wymia-
rowe, sygnalizujac, ze obliczenia bedziemy prowadzi¢ w jednostkach atomowych.
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Cwiczenie 3.27 Wyrazi¢ energie n-tego stanu jonu wodoropodobnego i funkcje falowq dla stanu 2pg
atomu wodoru w jednostkach atomowych.

Rozwiazanie 3.27 Wstawiajgc (3.381) do réwnania (3.457) uzyskujemy

E 72
Ep=—=——, 3.460
5}1 2n? ( )
w szczegolnosci dla atomu wodoru & = —%. Funkcja dla stanu 2py atomu wodoru ma postac
aro(r) ! fe” 7 (3.461)
210\F) = ———=57r costve <. .
4v2ra?
Korzystajgc z zaleznosci (3.456) uzyskujemy
$210(Z) = K cosbe 2. (3.462)

44/ 21



Rozdzial 4

Przyblizone metody rozwiagzywania
rownania Schrodingera

Roéwnanie Schrodingera mozemy rozwiazaé analitycznie w bardzo niewielu przypadkach, omawianych
w poprzednich rozdziatach. Stad niezbedne stato sie opracowanie metod stuzacych przynajmniej do
podania przyblizonych rozwiazan tegoz rownania. W ponizszych podrozdziatach oméwimy dwie takie
metody.

4.1 Rachunek zaburzen Rayleigha-Schrodingera

Interesuje nas rozwigzanie zagadnienia wtasnego

H [Un) = En|tn) (4.1)

w przypadku, gdy hamiltonian uktadu daje sie rozseparowaé na sume
H=Hy+7V, (4.2)
gdzie H, jest niezaburzonym hamiltonianem, ktérego widmo jest znane:
Holu) = B0 ). (4.3)

za$ zaburzenie ¥V jest mate w poréwnaniu z Hy i jest operatorem hermitowskim.

Skoro zaburzenie jest mate, spodziewamy sie, ze doktadna funkcja falowa i energia jest zblizona
do znanej funkcji i energii niezaburzonych. Rachunek zaburzen jest procedura, ktora pozwala na
wyznaczanie kolejnych poprawek do funkeji i energii niezaburzonych tak, by po ich dodawaniu stawaly
sie coraz blizsze rzeczywistej funkcji i energii. W tym celu wprowadzamy parametr porzadkowy A,
ktory bedzie regulowal wielko$¢ zaburzenia, a wiec uzmienniamy hamiltonian:

H(\) = Hy+ \V, (4.4)

przy czym na koricu przyjmiemy A = 1, aby réwnanie (4.4) byto identyczne z (4.2). Skoro hamiltonian
uktadu stal sie zalezny od parametru A, a wiec oden zaleza tez funkcja falowa i energia. Rownanie
Schrodingera (4.1) mozemy wiec zapisa¢ w postaci

HN) [n(A) = Ba(A) [(N)) - (4.5)

Nie znamy oczywiscie zaleznosci funkcji falowej ani energii od A, ale mozemy je rozwina¢ w szereg
Taylora wokot punktu A = 0:

[Ba(0) = SN (60 = o) + A D)+ 22 [ + .. (4.6)
=0
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Z NEOD = EO L AEW 4+ N2E®) (4.7)
gdzie
{ > 1 9% (V)
k! 8>\k (4 8)
(k) _ 1 90*E.(V) ' '
B = 5

Zakladamy teraz, ze niezaburzona funkcja falowa jest unormowana:

(WPNe) =1 (4.9)

oraz, ze doktadna funkcja falowa jest suma niezaburzonej funkcji i funkcji ortogonalnych do nieza-
burzonej funkcji, czyli

(WD) = 1. (4.10)

Warunek (4.10) oznacza normalizacje posrednig doktadnej funkcji falowej. Nie powoduje on starty
ogblnosci naszych rozwazan. Poprawek szukamy co prawda w podprzestrzeni prostopadtej do funkeji
niezaburzonej, ale i tak jesteSmy w stanie utworzyé¢ kazdy wektor tej przestrzeni, bowiem mamy
do dyspozycji cata podprzestrzen prostopadla (przy uzyciu ktorej mozemy tworzy¢ tylko wektory
prostopadte do niezaburzonej funkeji) i funkcje niezaburzong (a wiec teraz mozemy utworzy¢ dowolny
wektor z przestrzeni). Normalizacja posrednia jest wygodna, powoduje bowiem zerowanie sie wielu
calek w dalszej czesci wyprowadzenia. Laczac tenze warunek i rozwiniecie (4.6) otrzymujemy ponadto

(PP = Sor. (4.11)
Wstawiajac rozwiniecia (4.6) i (4.7) z hamiltonianem (4.4) do rownania (4.1) otrzymujemy
Z)\Z (Ho +\V) |9y = ZZX*JE ) (4.12)
=0 7=0

Poniewaz rownanie (4.12) musi by¢ spelnione dla kazdej mozliwej wartosci A, wyrazenia stojace przy
odpowiednich potegach A po obu stronach tego rownania musza by¢ sobie réwne. Na przyktad, z
warunku réownosci wyrazow stojacych przy A%, Al i A? otrzymujemy kolejno réwnania:

Ho|9?) = B [0). (4.13)

a wiec po prostu réwnanie Schrodingera dla funkcji niezaburzonej,

Hy [ Oy + ED [0 (4.14)
1
Ho|p@) + 7 [pV) = EQ [¢@) + ED |y D) + B [0} (4.15)

W ogolnosci z poréwnania wyrazéow przy A¥ (k > 0) otrzymujemy

Hy |p®)y + 7

k
7%(LI<:—1)> — Z E7(Ii) |w7gk—i)> ' (4.16)
i=0

. Skorzystamy przy tym z

Chcemy znalezé wynik mnozenia skalarnego rownania (4.16) przez <¢7(10)

hermitowskosci hamiltonianu i zaleznosci (4.11), dzieki czemu wyznaczamy iloczyny

(9] ui0) = (P[0 ) = B w0t =0 (417)
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oraz

k k—1
ZEni)¢gk—i)> =N " g0 <¢ (0) W z)> +Ek <¢(O)|¢ > =E®, (4.18)

- —_——— ———
=0 0 1

W konicu uzyskujemy wyrazenie na k-ta poprawke do energii,

EY = <1/f,§°> 4 ¢§f—1)> , (4.19)
a w szczegolnoscei
ED = (p]7 |p®) (4.20)
i
2) _ <¢7<10> o ;1)>' (4.21)

Jesli wiec chcemy obliczy¢ druga poprawke do energii, musimy znaé¢ pierwsza poprawke do funkcji
falowej. Skorzystamy tu ze znajomosci widma operatora Hy: funkcje wlasne tego operatora tworza
baze przestrzeni wektorowej, do ktoérej nalezy takze doktadna funkcja falowa uktadu oraz poprawki.
Zatem pierwsza poprawke mozemy rozwing¢ w bazie funkcji wtasnych niezaburzonego hamiltonianu:

=Y ,§°)> . (4.22)
k=0
Pojawia sie jednak problem: zatozyliémy uprzednio, ze funkcje 1/1%1)> i %(10)> sa ortogonalne. Wsta-

wiajac rozwiniecie (4.22) do warunku (4.11) uzyskujemy

T

Oznacza to, ze w sumie (4.22) znika czton dla k = n, zatem wzor (4.22) mozemy zapisa¢ w postaci

|¢7(7,1)> = Z Ckn

k#n

,(f)> . (4.24)

Wstawiajac wyrazenie (4.24) do réwnania (4.14) otrzymujemy

> i (Ho — B) ‘w,g°>> =Y (B - EY) \w,gO>> = (BD = 7) [o). (4.25)
k#n k#n

Mnozac skalarnie rownanie (4.25) przez < ,(79)‘, m # n, otrzymujemy wyrazenie pozwalajace wyzna-

czy¢ nieznane wspotcezynniki:

(0) 7/ s
<E,(10)’ - Eﬁg)>. (4.26)

Zatem pierwsza poprawke do funkcji falowej mozemy obliczy¢ ze wzoru

B ;/Jno > )¢,§°>>. (4.27)

Cmn =

i) = Z<

k#n
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bLaczac (4.21) i (4.27) mozemy juz obliczy¢ druga poprawke do energii:

~ ~ ~ 2
o (P (00 o ()
E® = Z 0 0 - o) O (4.28)
k#n En” — Ek k#n En’ — Ek

Zauwazmy, ze do obliczenia pierwszej i drugiej poprawki catkowicie wystarcza nam znajomosé¢ widma
niezaburzonego hamiltonianu i zaburzenia. W ogoélnoéci naszym celem jest wyrazenie kolejnych
poprawek do energii poprzez energie wtasne Hj i elementy macierzowe

Y= (0|7 |0l (4.29)

zaburzenia z funkcjami wtasnymi H,. Zrobilidmy to juz dla pierwszej,

EW =9, (4.30)
i drugiej,
E® — i _al® (4.31)
VT B

poprawki do energii. Znajdziemy jeszcze wyrazenie na trzecig poprawke do energii. 7 zalezno-

Sci (4.19) wynika, ze
3) = <ng0> ¥ z/;,<f>>. (4.32)

Tok postepowania jest analogiczny jak przy wyprowadzeniu wzoru na druga poprawke. Najpierw

rozwijamy nieznang funkcje 77/}7(12)> w bazie funkcji wlasnych niezaburzonego hamiltonianu, podobnie
jak w rownaniu (4.24):
[02) =D din
k#n

przy czym znéw suma nie obejmuje cztonu k = n. Wstawiajac rozwiniecia (4.33) i (4.27) do réwna-
nia (4.15) uzyskujemy

> (1o~ 1) \wzi°>> P18 = S (B 0) o) =

o), (4.33)

(4.34)
(1) 2
= (B~ 7) S o ) + B A2
k#n
Aby wyznaczy¢ nieznane wspotezynniki dy,,, mnozymy rownanie (4.34) skalarnie przez <2/17(n) ,
Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy
“//nn
o (1)
1 VinVom E Vi
Dy = PP n (4.35)

(0) (0) (0) 0 2"

Tak wiec druga poprawka do funkcji falowej dana jest wzorem

7/1@17/
ZZ( 5O _ g )(ESP) PR ) ”f/nnZ
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Wstawiajac poprawke (4.36) do réwnania (4.32) uzyskujemy ogdlny wzoér na trzecig poprawke do
energii:

o0 o0 00 2
B =22 ©) ﬂﬁf %l%g» oy~ P > o 2| (4.37)
k#n l#n <En - E; ) (En - L ) hm (ET(Lo) _ E,iO)>

Cwiczenie 4.1 Obliczy¢ pierwszq i drugg poprawke do energii dla jednowymiarowego oscylatora har-
moniczneqo umieszczonego w jednorodnym polu magnetycznym o natezeniu F. Wynik porownaé ze
Scistq warto$ciq energi.

Rozwigzanie 4.1 Hamiltonian oscylatora w polu elektrycznym ma postaé

. n2 k 2
H=2r 422 opa (4.38)

Hamiltonian (4.38) mozemy zapisa¢ w nieco innej postaci:

~D ~9 2 2
Py k[ 5 2eF P2k eF eF
H==% 1 _ S =z 4 - ) =
+ (w x + 5 x 2 2

2m 2 k 2m
(4.39)
P2k eF\>  e2F?
=—+=-|lv——F— ] — )
2m 2 k 2k
Wprowadzmy teraz nowa zmienna
el
=r— —, 4.40
¢g=z-— (4.40)
co odpowiada przesunieciu zmiennej x. Oczywiscie
d d
—=— 4.41
dg dx ( )
Zapiszmy hamiltonian (4.38) w nowej zmiennej:
52 2 2 172
. k F
F=to KT € (4.42)

om0 2 2%

Skorzystajmy teraz z oczywistego faktu: jesli zachodzi A |¢) = a4, to (A +b)|¢p) = (a + b) [¥).
Hamiltonian (4.38) ma posta¢ taka jak hamiltonian (3.199) niezaburzonego oscylatora, rozni sie tylko
nazwa zmiennej i jest przesuniety o
e?F?
2k
Tak wiec jego funkcje wlasne (@n) uzyskujemy z funkcji wlasnych oscylatora bez pola przez translacje
zmiennej:

AE = —

(4.43)

~ eF
Bule) = tnla) =t (2= 7). (4.44)
za$ energie otrzymujemy przesuwajac energie oscylatora bez pola (E,) o AE:
~ e? 2 1 e? 2
E,=FE,———=hw - - . 4.45
2% (" i 2) 2%k (4.45)

Jest to Scista warto$é energii oscylatora w polu elektrycznym. Obecnie sprawdzimy, czy formalizm
rachunku zaburzen pozwoli uzyska¢ podobny wynik. Jako zaburzenie przyjmujemy

¥ = —eFu. (4.46)



4.1 Rachunek zaburzen Rayleigha-Schrodingera 125

Zapiszmy operator zaburzenia w drugiej kwantyzacji: korzystajac z zaleznosci (3.243) otrzymujemy

N h
YV = —eF

(a+a'). (4.47)

Zmajdziemy teraz ogblne wyrazenie na elementy macierzowe zaburzenia z funkcjami wtasnymi oscy-

latora (|n)):
Vi = <k‘”/;‘n> = —eF\/% <k;|d-|—&T n) =

= —eFU%(ﬁ(/ﬂn— 1>+\/n—+1<k:|n+1>> = (4.48)

| h
= —eF/—— (\/ﬁék,n—l +vn—+ 16k,n+1>-
2mw

Tak wiec jedyne niezerowe elementy macierzowe to

| nh
7/',74_1’,,1 = —eF m (449)

1)h
A—— (nt+ Dh (4.50)
2mw

Od razu dostajemy wzory na pierwsza i druga poprawke do energii:
B = Yn =0, (4.51)
5@ _ Viim Viim _ ne’F?*  (n+1)e*F? _ e2F? _ _62F2' (4.52)

n E,—FE,1 FE,—FE,1 2mw? 2muw? 2muw? 2k
A wiec juz druga poprawka daje Scista wartosé energii:

E,=E,+EY +E® (4.53)

Cwiczenie 4.2 Obliczyé¢ pierwszq poprawke do energii elektronu w stanie podstawowym jonu wo-
doropodobnego wynikajgcq z relatywistycznej zmiany masy elektronu poruszajgcego sie z predkoScig

v
mo

m=——" (4.54)

gdzie mgy jest masq spoczynkowq elektronu.
Rozwigzanie 4.2 FEnergia kinetyczna elektronu wynosi
T = mc*. (4.55)

Obliczmy wyrazenie

1 v? m2v?c?
T? — (moc®)? = (m? — md)c* = mic! < — 1] =mi =2 = m*v?c? = p*c?,
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zatem

2
T = \/m3ct + p>c® = moc®y |1+ #. (4.57)
0

FEnergie kinetyczng mozna wiec potraktowaé jako funkcje pedu i rozwingé jg w szereq Taylora (1.115)
wzgledem p = 0. Ograniczajgc rozwiniecie do cztonow kwadratowych w p (czyli do czwartej pochodnej
T wzgledem p) uzyskujemy

s D p*

T = — . 4.58
@fﬁmﬁ( Smgca) (4.58)
Tep ~—

To Ty

Jak wynika z wyrazenia (4.58), Ty, jest energiq spoczynkowq elektronu (jest to nieistotna dla nas
wielkos¢, bowiem wybor zera na skali energii jest dowolny i mozemy wybraé zero wlasnie w moc?),
a Ty jest nierelatywistyczng energiq kinetyczng elektronu [operator tej energii wystepuje w hamilto-
nianie (3.377)]. A wiec Ty jest relatywistyczng poprawkq do energii kinetycznej elektronu. Mozemy
wiec zapisac operator zaburzenia jako

~d

VA A (4.59)

8mic?’

Przy obliczeniu poprawki do energii mozemy skorzystaé z hermitowskosci operatora p?:

. 1 . 1 . .
B = <¢100 Hyy ¢100> T 8mie (100|B* [t100) = = 55 (P*r00|p*¥100) =
mac 8myc
B (4.60)
(Aol Avbioo) |
Smic? (Arth100| Arth100)
Wyrazenie Avibroo(r) obliczylismy juz w réwnaniu (3.436). Tak wiec
h4 7 5 00 T 21 9 VA 2 _ozr
E,fl) _ — (_) / / (_ — —) ¢ o g2 sin @ drdfd¢ =
8mmges \ ag 0o Jo T Qo
(4.61)
47

0
I SAN Z\? 2z, 5741
:——32 <—> / [4——T+ (_) T2 e Ci) d?”:—m
2mge= \ ao 0 ag ag 8myca

Korzystajgce z wyrazen (3.386), (3.389) i (4.61) mozemy zapisaé pierwszq poprawke do energii jako

5 012
B = - 5] 4.62
Cwiczenie 4.3 Dla stanu podstawowego jonu wodoropodobnego znaleié poprawke pierwszego rzedu
spowodowang skonczonymi rozmiarami jadra atomowego. Potraktowac jadro atomowe jako jednorod-
nie natadowang kule o promieniu R.

Rozwigzanie 4.3 Niepunktowosé jadra powoduje zmiane oddziatywania z elektronem. Aby wyzna-
czyc postaé funkcyjng tego oddziatywania, korzystamy z prawa Gaussa:

1
j{E(r) -dS=— [ p(r)dV, (4.63)
s € Jv
gdzie E(r) jest natezeniem pola elektrostatycznego w danym punkcie, zas p(r) — gestoscig tadunku

elektrycznego. Poniewaz mamy do czynienia z jednorodnie natadowang kulg, wiec zaleznosci wekto-
rowe sprowadzajq sie do zaleznosci radialnych i prawo Gaussa przyjmuje postaé

1 r T 2 4 T 1 r
4rr?E(r) = —/ / / p(r)r® sin 0 drdfde = —W/ p(r)r*dr = E(r) = —2/ p(r)r? dr.
€ Jo Jo Jo € Jo €’ Jo
(4.64)
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Gestosé tadunku dla kuli jednorodnie natadowanej o tadunku Ze i promieniu R, czyli objetosci %’KR3,
WYNost oczywiscie
3Ze

= . 4.
o) = o (1.65)
Aby uzyskaé zaleznosé E(r), musimy rozwazyé dwa przypadki: v € (0;R) i v > R. Dlar € (0; R)
otrzymugjemy
3Ze " Zer
E(r)= ——— 2dr = —— 4.66
() dregr? R? / rar AregR3’ ( )
za$ dla r > R mamy'
3Ze R Ze
Er)=——— 2dr = ) 4.67
(r) dregr?R? / rar 4drregr? ( )
Potencjatl elektrostatyczny w danym punkcie wynosi
VA 2
—d= + Oy, r € (0, R)
— B dr = 8meg R3 ’ ) ) 4.
/ (r)dr { 47TZ€0T+02,T>R (4.68)
Zaktadajgc, ze potencjal elektrostatyczny znika w nieskoriczonosci, wyznaczamy statg Cy:
lim ¢(r) =0« Cy =0, (4.69)

r—00
zas statg Cy — z warunku zszycia potencjatu elektrostatycznego na powierzchni kuli o promieniu R:

B Ze _ Ze N _ 3Ze
8meg R e dregR e SmegR

(4.70)

Szukany potencjat oddziatywania obliczamy z zaleznosci

V(r) = —ep(r) = { 8”60R <3 B _> ;7€ {0 R), (4.71)

Ze .5 R,

B dmeqr’

Zaburzenie obliczamy jako rdznice wyznaczonego potencjatu oddziatywania i zwyktego potencjatu ku-
lombowskiego:

V'(r)=V(r) — ¥.(r), (4.72)
przy czym oczywiscie
yi(r) = - 2¢ (4.73)
c )= — . .
4megr

Zaburzenie wynosi zatem

V/(r) = { ;fﬂo [;jR (3-%) -1 ren (4.74)
,r>R.

Poprawka do energii stanu podstawowego w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen wynosi

2 Zr
B = /// L) — | e sin@drdfde =
(1100 V' (r)|th100) = 47r poye: Y7 3 72 r| e e sinfdrdfde
Z%? [ [3r? 2Zrd
= — —_—— — — aqp .
Weoag/o 2R 2R3 ")e "

!Tym razem catkujemy w granicach od 0 do R, bowiem caly tadunek jadra jest zawarty w kuli o promieniu R.

(4.75)
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_2Zr
Poniewaz & 2 ~ 107 ° mozemy zatozyé, ze dla r € (0; R) zachodzi e @0 =1 i wéwczas

Z4€2 R 37”2 7,4 Z4€2R2
O _ / T T g 2 4.76
! meoay Jo \2R 2R3 h)e 10megal (4.76)
Korzystajac z zaleznosci (3.386), (3.389) i (4.76) otrzymujemy
by 4 (ZR\?
EY = - (—) EY, (4.77)
Qo

4.2 Metoda wariacyjna

4.2.1 Zasada wariacyjna

Jesli nie znamy rozwiazan rownania Schrédingera

wowczas mozemy w ogolnosci postuzyé sie metodg wariacyjng. W metodzie tej wybieramy porzadna
funkcje probng ¢ zalezng od tego samego zestawu zmiennych co funkcja 1, i obliczamy wartos¢
srednig hamiltonianu z tg funkcja:

o)
€= ———". (4.79)
(elo)
Zasada wariacyjna stwierdza, ze
EZEo/\EZE(]{:}QS:’(ﬂo. (480)

Dowod zasady wariacyjnej jest prosty. Od razu widaé, ze jesli wzia¢ ¢ = 1)y, woéwczas z roéwna-
nia (4.79) otrzymujemy € = Ey. Rozwinmy funkcje probna ¢ w bazie funkcji whasnych hamiltonianu:

=S e i), (4.81)

przy czym oczywiscie zachodzi

(rltn) = O (4.82)

Zalozmy, ze funkcja |¢) jest znormalizowana:
(@lg) =1=> > =1. (4.83)
k=0

Z wyrazen (4.78), (4.79), (4.81) i (4.83) otrzymujemy

iic € <¢k‘H‘¢l> ZZ%C!E!(M = Z [ (4.84)

k=0 1=0 k=0 =0

tak wiec

[e.e]

e—Ey= Z\ck\ Ek—EOZm = |l (Bx — Eo) > 0. (4.85)
k= k=
0 1 0
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W praktyce wprowadza sie do funkcji probnej ¢ pewien zestaw parametrow wariacyjnych {ci;co; ... ;¢p},
zatem jesli funkcja [¢,) zalezy od m wspotrzednych: ¥,(q1;qe;- . .;qm), to funkcja ¢ zalezy juz
od m + p wspolrzednych: &(q1;qo;. .. ;qm;c1;¢;...5¢,). Obliczajac € zgodnie z wzorem (4.79),
wykonujemy catkowanie po wspotrzednych {qi;qo;...;¢,}, zatem e jest funkcja p wspolrzednych:
€(c1;c;...5¢p). Naszym celem jest znalezienie minimum tej funkcji. Optymalne wartosci parame-
trow wariacyjnych mozna wyznaczy¢ z warunku znikania pochodnych czastkowych w ekstremum:

Oelerioni %) _ e 1. py AN, (4.86)
¢

Wyrazenie (4.86) jest ukladem p réwnan algebraicznych, najczesciej nieliniowych. Co wiecej, jest
tylko warunkiem koniecznym wystepowania ekstremum funkcji €(cy; co;. .. 5 ¢p), zas znalezienie mini-
mum globalnego tej funkcji jest juz zagadnieniem zupetnie nietrywialnym. Jesli oznaczymy zestaw
parametrow minimalizujacych wartos¢ funkcji e(ci;co;...:¢p) przez {€1;6s;. .. 6,}, wowczas naj-
lepszym przyblizeniem funkeji stanu podstawowego jest funkcja ¢(q1; qo; - - -5 Gm; 61;6s; .. .1 6,), zas
najlepszym przyblizeniem energii tego stanu jest liczba €(61;%; .. .;%,).

Cwiczenie 4.4 Przy uzyciu metody waritacyjnej oszacowacé energie stanu podstawowego atomu wo-
doru uzywagjgc funkcji prébnej (¢ > 0)

o(r;¢) = N(c)e . (4.87)
Obliczenia przeprowadzié w jednostkach atomowych.

Rozwigzanie 4.4 Zaczynamy od znalezienia statej normalizacyjne; funkcji probne;:

00 m 2 oo
1= (¢|¢) = |N(c)|2/ / / r2e” " sin 0 drdfdo = 47r|N(c)|2/ r2e " dr =
B 0 (4.88)

= SINOP? = N() = \/g

Znajdujemy teraz wynik dziatania hamiltonianu (3.454) na funkcje prébng. Zauwazmy przy tym,
ze funkcja probna nie zalezy jawnie od wspotrzednych kgtowych, zatem wystarczy rozwazyé dziatanie
czesci radialnej hamiltonianu:

Hofric) = 55 { ol C’} oo
—c (1 - 5) o(r:) — To(r:0) (4.89)

= (C; L %2> ¢(r;c).

Teraz wyznaczamy warto$é Sredniq hamiltonianu:

e(c) = <¢(H‘¢> = 4¢3 /OOO {(c - ?} e~ dr = ¢ (g -1). (4.90)

Wyznaczamy ekstremum energii:
€le)=0c=% =1, (4.91)
a zatem ]
& =¢€(%) = 5 (4.92)

Otrzymalismy wiec doktadng energie stanu podstawowego atomu wodoru. Wynika to z wyboru funkcji
probnej — w tym przypadku uzylismy, z doktadnosciq do parametru wariacyjnego ¢, doktadnej funkcji
falowej stanu podstawowego.
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Cwiczenie 4.5 Przy uzyciu metody wariacyjnej oszacowaé energie stanu podstawowego atomu wo-
doru uzywajgce funkeji probnej (¢ > 0)

2

o(r;¢) = N(c)e . (4.93)
Obliczenia przeprowadzié w jednostkach atomowych.
Rozwigzanie 4.5 Zaczynamy od znalezienia statej normalizacyjne; funkcji probney:
0 s 2w [e%¢)
1= {(¢|o) = |N(c)|2/ / / r?e 2" sin 0 drdfd¢ = 47r|N(c)|2/ r2e 2" dr =
o Jo Jo 0 (4.94)

3
2

:<U|N@F¢N@:(%f.

2¢ 7r

Podobnie jak w zadaniu 4.4 dziatamy hamiltonianem na funkcje probng, ktora takze mie zalezy od
wspotrzednych kgtowych:

co o ld | ydé(rie)] 1, N L/ Lo 92 1 :
Hi(r;c) = s [r T] —;gb(r,c) = ¢(3—2cr?)¢(r; c) — ;gzﬁ(r,c) = <30 —2c*r® — ;) qb((:,gc;).

Teraz wyznaczamy warto$é sredniq hamiltonianu:

. 2c3 [ 2 2
€(c) = <¢‘H‘¢> =84/ i/ (3er® —2¢*r* —r) e dr = Se_9/% (4.96)
T Jo 2 T

Wyznaczamy ekstremum energii: Wyznaczamy ekstremum energii:

o) =0t = > (4.97)
9

a zatem 4
E =€) =——~ —0,424. 4.98

Tym razem uzyskalismy energie nieco wiekszq od doktadnej energii stanu podstawowego.

4.2.1.1 Stan podstawowy atomu helu

Obecnie przy uzyciu metody wariacyjnej sprobujemy oszacowaé energie stanu podstawowego atomu
helu. Obliczenia dla uproszczenia bedziemy prowadzi¢ w jednostkach atomowych. W tym celu
musimy zastanowi¢ sie nad wyborem funkcji probnej. Zacznijmy od zapisania hamiltonianu dla

atomu helu: 1 1 5 5 1
H=Ti+ T+ Vi+Va+Vig=—sAn = SA, — — = — + —. (4.99)
2 2 ™ T2 T12
Zauwazmy, ze jesli w hamiltonianie (4.99) pominaé¢ czlon opisujacy oddzialywanie dwoch elektronow,
5, wowezas funkcja wlasng operatora (4.99) bylby iloczyn funkcji falowych dla jonu wodoropodob-
nego (Z = 2):
o(r1;12) = th100(r1)100(r2) = Ne 201772), (4.100)

Ta obserwacja uzasadnia, iz jako funkcje probng mozemy przyjac
O(r1519; Z) = p(r1; Z)p(r9; Z) = N(Z)e 71472, (4.101)

gdzie
o(r; Z) =n(Z)e 7" (4.102)
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oraz N(Z) =n*(Z). Z traktujemy jako parametr wariacyjny (Z > 0) — zobaczymy, jaki wplyw na
wartos¢ Z ma oddziatywanie Vi5. Zaczynamy od znalezienia stalej normalizacyjnej funkcji probnej.
W tym celu wystarczy znormalizowaé¢ funkcje ¢:

1= (plp) =|n(Z |2/ lo(r; Z)|* d*r = |n(Z |2/ / / 2 sin Qe 22" drdfdep =
(4.103)
= 4n|n(Z )|2/O rle 24" dr = Z3|n( W= n*2)=NZ ):?

Poniewaz funkcja probna nie zalezny jawnie od wspotrzednych katowych zadnego z elektronéow, wy-
starczy rozwazy¢ dzialanie tylko czesci radialnej laplasjanéw na te funkcje. Skorzystamy teraz z
zaleznosci (4.101) i (4.102), z ktorych wynika, ze wartos¢ oczekiwana jednoelektronowego operatora
G =G (r;) z catkowita funkcja falowa jest rowna jego wartosci oczekiwanej z funkcja . Ponadto
nazwa zmiennej, po ktorej catkujemy, nie ma znaczenia przy obliczaniu calek oznaczonych, wiec
mozemy zapisac:

(566} = el - (el 10

Korzystajac z zaleznosci (4.104) obliczamy kolejne wartosci oczekiwane operatorow jednoelektrono-
wych wchodzacych w sktad hamiltonianu (4.99):

(8|72]) = ([Ts]0) =~ telare) = ~2n /Ooo o(r. Z)% [TQM} .

dr
0 d de=%"
=277 A dr = 4.105
/0 ¢ dr (T dr ) " ( )
o] 2 2
:4Z4/ <7“—Z—T> e 2 dr = Z—,
0 2 2
Y ’ 1 3 e —2Zr
<§Z5 Vi ¢> = <<Z5 Va gz5> =—-2(¢p Sle)= —8Z re " dr = —27. (4.106)
0

Pozostaje jeszcze obliczenie wartosci Sredniej operatora dwuelektronowego Vis. Najpierw wyzna-

czamy catke dwueletronowa
—a(ri+r2) 20 2
Sz = / / Prdr, = T (4.107)
R3 JR3 T12 «

(#Vielo) = (Z3) L= Z+ drdrs = (4.108)

Ostatecznie otrzymujemy

a wiec

«(2) =27 (z - %) . (4.10)

Znajdujemy minimum funkcji (4.109):

27 27

"Z2)y=2(Z-—=)= =% =—. 4.11
€(Z) ( 16) 0< Z 16 (4.110)
Zatem energie stanu podstawowego przyblizamy liczba
729
E=¢e2)= ~ —2.848. (4.111)

256
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Zauwazmy, ze w wyniku wariacji parametru Z otrzymaliSmy warto$¢ 2 = % = 1.6875. Tymczasem
opisywalismy atom helu, dla ktérego oczywiscie Z = 2. Fizycznie mozna to uzasadni¢ tym, ze kazdy
elektron zastania czesciowo jadro przed drugim, a wiec drugi elektron "widzi"tylko czes¢ tadunku
jadra. Zjawisko to nazywa sie ekranowaniem jgdra. Mozemy wiec powiedzieé¢, ze kazdy elektron w
atomie helu widzi tylko tadunek efektywny

Zog = & = 1.6875 (4.112)

zamiast catkowitego tadunku jadra, Z = 2.

4.2.2 Metoda Ritza

Metoda Ritza jest metoda wariacyjna, w ktorej wystepuja liniowe parametry wariacyjne. W me-
todzie tej funkcje probna zaktadamy w postaci kombinacji liniowej p znanych funkcji porzadnych,
niekoniecznie unormowanych:

p
¢ =) Xk (4.113)
k=1
Wstawiajac (4.113) do (4.79) otrzymujemy
PP R
Z ZCZCZ <Xk H Xz>
k=1 1=
e= "1 . (4.114)
Z ZCZCI <Xk‘Xl>
k=1 I=1
Wprowadzajac oznaczenia
Hy = <Xk‘H’Xl> (4.115)
i
Skl = <Xk‘Xl> (4.116)

dla catek nakrywania, mozemy zapisa¢ rownanie (4.114) w postaci

p p
ES
E E CkClHkl

k=1 I=1

e= Ll =5 (4.117)
DD ciaSu
k=1 I=1

Zatem e jest funkcja p zmiennych i naszym celem jest znéw znalezienie minimum tej funkcji. Po-
niewaz w réownaniu (4.117) wystepuja dwa zestawy zmiennych niezaleznych: {ci;cq;...;¢,} oraz
{el; ¢35 .55}, mozemy rozpatrzyé warunek znikania pochodnych czastkowych oddzielnie dla obu
zestawOw wspotrzednych uzyskujac ten sam wynik. Dla zestawu zmiennych sprzezonych warunek
ten ma postac

Oe
oct

7

= 0. (4.118)

Z warunkow (4.117) i (4.118) otrzymujemy

p p p p p
GZCZHil - FZClSil ZCzHil - EZCISﬂ ZCI(HN - GSil)
=1 I=1 =1 =1 I=1

G2 - G - G

—0, (4.119)
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skad otrzymujemy

3

Cl<Hil — 657;[) =0,7¢€ <1;p> A N. (4120)
=1
Wyrazenie (4.120) jest uktadem p liniowych rownan jednorodnych, ktéry mozna przedstawi¢ w formie
macierzowe;j:

(H—€eS)c = 0. (4.121)

Uktad (4.120) posiada wiec rozwiazania nietrywialne (niezerowe) tylko wtedy, gdy wyznacznik tego
réwnania (tzw. wyznacznik wiekowy lub sekularny) jest zerem:

|H — eS| =0, (4.122)
lub zapisujac jawnie macierze
Hyp —eSt Hiyp—€Si2 ... Hyp— €Sy,
Hy, — €So1 Ha — €S9 . H2p — €S2p —0 (4'123)
H, _ eSp1 Hpo - eSp2 . H, _ eSpp

Rownanie (4.123) prowadzi do wielomianu p-tego stopnia ze wzgledu na e. Wielomian ten, z uwagi
na hermitowsko§¢ operatora H, posiada p pierwiastkow rzeczywistych e, i € {1;p} N N. Jesli upo-
rzadkowaé je w kolejnosci rosnace;j:

€1 S €9 S c. S €p, (4124)

wowcezas €; jest gornym przyblizeniem energii ¢-tego stanu, E;. W ogdlnosci zachodzi

Jest to tzw. twierdzenie MacDonalda-Undheima-Hylleraasa-Lowdina.



Rozdzial 5

Uklady wieloelektronowe

5.1 Atomy

5.1.1 Symetria fukncji falowej ukltadéw wieloelektronowych

Jak wiemy z rozdzialow 2.2.5 i 2.2.6, funkcja falowa uktadu N-elektronowego zalezy od 4N wspot-
rzednych z przestrzeni konfiguracyjno-spinowej i jest antysymetryczna ze wzgledu na zamiane wspot-
rzednych dwoch elektronow. W ogolnosci jednak nie znamy jawnej postaci tej funkcji. Mozna jed-
nak skonstuowaé antysymetryczng funkcje N-elektronowa w tzw. przyblizeniu jednoelektronowym.
Przyblizenie to polega na przyporzadkowaniu kazdemu elektronowi funkcji jednoelektronowej, tzw.
spinorbitalu. Spinorbital jest funkcja jednoelektronowa w tym sensie, ze zalezy od wspotrzednych
jednego elektronu:

P(w;) = P(ri;07). (5.1)

Spinorbitale zazwyczaj zaklada sie w postaci iloczynu czesci przestrzennej (zaleznej od wspohrzednych
z przestrzeni konfiguracyjnej), czyli tzw. orbitalu, i czesci spinowej, przy czym stosuje sie nastepujaca
konwencje:
Pok—1(ri;03) = pr(ri)(o;)
' ke N. 5.2
{ ¢2k(ri;0z’) = @k(ri)ﬁ(ai) ( )

Funkcje spinowe moga przyjmowaé¢ dwie wartosci, 0 lub 1, w my$l wzoru

{BE §i§ %1 . (5.3)

5.1.2 Przyblizenie Hartree

Hamiltonian atomu N-elektronowego o liczbie porzadkowej Z przy zalozeniu niekoriczonej masy
jadra®l ma postaé

A g N N o4 N
H=— Ay, A 4
2m - 47T60 ( ;rz +Z Z rl—r]|) (5:4)

=1 j=1+1
Wprowadzajac jednoelektronowy operator

A h? Ze?
hi = 1A, — 2C (5.5)

r; )
2m 4meor;

!Przy takim zalozeniu w hamiltonianie znika czlon energii kinetycznej jadra.
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mozemy zapisa¢ hamiltonian (5.4) w postaci

H = Z 471'60 Z Z - rj| (5.6)

Czlon opisujacy odpychanie elektronéw, czyli drugi czton hamiltonianu (5.6), uniemozliwia $ciste
rozwigzanie réwnania Schrodingera. Traktujac go jako zaburzenie otrzymujemy

N
By = b (5.7)
i=1

Zatozmy, ze znamy funkcje wltasne operatoréow jednoelektronowych:

~

hipi(r;) = €pi(r;), (5.8)

czyli orbitale. W przyblizeniu Hartree funkcje falowa uktadu N-eletronowego zakltadamy w postaci

O(Wi; Wos .. ;W) = O1(W1)pa(W2) ... On(Wn). (5.9)

Zauwazmy, ze funkcja (5.9) jest funkcja wlasna operatora (5.7) przy zatozeniu postaci spinorbitali w
mysl wzoru (5.2). laczac (5.9) i (5.2) otrzymujemy bowiem

p1(r1)a(or)pi(re)Blog) ... @g(I‘N—l)Oﬁ(UN—l) g( ~)B(on), N parzyste
p1(ri)a(or)ei(re)B(o2) . '-W%(rN—l)ﬁ(UN 1)¢L(rN)a(0N), N nieparzyste °
) (5.10)
Rozpatrujac dzialanie operatora (5.7) na funkcje (5.10) nalezy zauwazy¢, ze operator h; dziata tylko
na orbital zawierajacy wspotrzedne i-tego elektronu i nie dziala na funkcje spinowe. Na przyktad

O(wi;wo ... wy) = {

;11901(1"1) = e1p1(r1) (5.11)

oraz A A
hap1(r2) = hipi(r1) = e101(r1) = €101(r2), (5.12)

bowiem nazwa wspolrzednej wystepujacej w réwnaniu operatorowym typu (5.8) nie ma zadnego
znaczenia. Zatem energia uktadu opisanego funkcja falowa (5.10) wynosi

2| +ea+. %> N parzyste

E = (5.13)

2(€ + € +. L) + €nii, N nieparzyste ‘

Niestety, funkcja Hartree jest bardzo ztym przyblizeniem rzeczywistos$ci. Zauwazmy, ze odpowiada-
jaca jej gesto$é¢ prawdopodobienstwa wynosi

p(Wi; Wi wy) = [B(Wiswoi .. w) [P = [or (W) da(wa)|* . [on(wa)|? =

= p1(W1)p2(W2) ... pn (W), (5.14)

jest zatem iloczynem gestosci prawdopodobienstw dla kolejnych elektronéw. Oznacza to, ze w przy-
blizeniu Hartree elektrony sa od siebie niezalezne, a wiec w ogodle ze soba nie oddzialuja, co jest
oczywistym nonsensem, bowiem elektrony odpychaja sie wzajemnie z sita dana prawem Coulomba,
zatem ich wzajemne potozenia sa skorelowane. Ponadto funkcja Hartree nie jest antysymetryczna ze
wzgledu na zamiane wspolrzednych dwooch elektrondéw, wiec nie bierze pod uwage nierozroéznialnosci
identyczncyh czastek, obowiazujacej w mechanice kwantowe;j.
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5.1.3 Wyznacznik Slatera

Antysymetryczna funkcja falowa ukladu N-elektonowego moze by¢ podana w postaci wyznacznika

Slatera:
pr1(wi)  ¢1(wa) ... di(Wy)
1| ¢2(wi)  ¢a(wa) ... ¢a(wy)

O(wy;Wa; .. ;W) = —

Vi (5.15)

¢N(.W1) ¢N('W2) ¢N(;’VN)

Istotnie, zamiana wspotrzednych dwoch elektronéw oznacza przestawienie dwoch kolumn w wyznacz-
niku Slatera, a wiec zmiane jego znaku. Funkcje falows (5.15) mozna réwniez zapisa¢ w postaci

B(Wi, Wa, ..., Wy) = \/MM(gbl(wl)gbg(WQ) . ¢N(WN)), (5.16)

gdzie & jest antysymetryzatorem (1.27).

Funkcja falowa (5.15) posiada jeszcze jedna bardzo istotna wlasnosé. Zauwazmy, ze jesli dwa
elektrony umiescimy na tym samym spinorbitalu?, wéwczas w wyznaczniku Slatera pojawig sie dwa
identyczne rzedy, a zatem wyznacznik bedzie zerem. Oznacza to, ze co najwyzej jeden elektron moze
zajmowaé dany spinorbital. Moéwimy, ze funkcja falowa w postaci wyznacznika Slatera uwzglednia
korelacje elektronéw o spinach réwnoleglych. Efekt ten nosi nazwe korelacji wymiennej albo korelacy
Pauliego. Funkcja falowa (5.15) nie uwzglednia jednak korelacji ruchu elektronéw o przeciwnych
spinach, czyli tzw. korelacji Coulomba.

5.1.4 Atom helu

Dla uktadu dwuelektronowego funkcja falowa (5.15) ma postac

L | ¢i(wi) ¢i(wo) 1 ( )
— = — w wWy) — O1(W wi) ). 5.17
V2 | $2(w1) Pa(W2) V2 P1(W1)02(W2) = d1(Wa)ga(w1) ( )
W przypadku atomu helu w stanie podstawowym jako orbital wchodzacy w sktad spinorbitali ¢
i ¢o mozemy wybra¢ orbital 1s jonu wodoropodnego. Jest to o tyle uzasadnione, ze w wyniku
jonizacji atomu helu otrzymujemy jon wodoropodobny o Z = 2. Zgodnie z wzorem (5.2), spinorbitale
tworzymy nastepujaco:

(I)(Wl; Wg) =

¢1(ri; 04) = 1s(r;)a(o;)
{ Go(ri;04) = 1s(r;) B(o;) (5.18)

Wstawiajac spinorbitale (5.18) do fukncji (5.17) uzyskujemy

1
(w1 wy) = Els(rl)ls(rg)(a(al)ﬁ(@) ~ Blo)aloz)). (5.19)
Funkcje (5.19) mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czesci przestrzennej, ®, i spinowej, €2
@(Wl;WQ) = @(rl,rg)ﬂ(al,ag), (520)
gdzie
O (ry;12) = 1s(ry)1s(rs) (5.21)

(01, 5) (a(al)ﬁ(ag) - ﬁ(al)a(ag)). (5.22)

1
V2

2Czyli na przyklad przyjmiemy, ze ¢y = ¢s.
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Funkcja przestrzenna jest symetryczna, zas spinowa — antysymetryczna ze wzgledu na zamiane wspot-
rzednych dwoch elektronéw, zatem funkcja catkowita, bedaca ich iloczynem, jest antysymetryczna.
Funkcja spinowa jest funkcja wlasng operatorow kwadratu spinu, 52, i skladowej zetowej spinu, S..
Aby sie o tym przekonaé, nalezy na te funkcje podziataé¢ tymi operatorami. Na podstawie zalez-
nosci (3.319) wiemy juz, jak na funkcje spinowe dziataja jednoelektronowe operatory sktadowych i
kwadratu spinu. W przypadku atomu helu mamy jednak do czynienia z dwoma elektronami. Spin
jest wielkoscig wektorows, zatem w przypadku dodawania spinéw wielu elektronéw mozemy dodawaé
algebraicznie tylko sktadowe poszczegdlnych spinéw. Mozna ponadto skorzystac¢ z faktu, ze operatory
te speliaja zaleznosé (3.268), skad otrzymujemy

5?2 =5,5 + 5% hS., (5.23)

gdzie X X )
Sy =5, £1iS,. (5.24)

Tak wiec operatory kwadratu i sktadowej zetowej spinu dla uktadu dwoch elektronéw maja postaé

~

S = (814 + 524 ) (81— + 82 ) + (812 + 82.)" — A(81z + 82.) = (5.25)
= (814 + 824 ) (81 + 8o ) + 87, + 55, + 281,89, — I(31. + 82 '

‘gz = §1z + =§2z; (526)
gdzie 5;1 oznacza operator podnoszenia lub opuszczania spinu i-tego elektronu, a 5;, jest operatorem
g-tej sktadowej spinu i-tego elektronu, a wiec dziata na funkcje spinowa zawierajaca wspotrzedna
0;. Dziatanie tych operatoréw na funkcje spinowe jest analogiczne jak w przypadku operatoréow
jednoelektronowych:

S2Q0(01; 09) = S(S + 1)h*Q(0y; o) (5.27)
ng(Ul; 09) = MghQ)(o1; 03). (5.28)
Dla zilustrowania sposobu dziatania tych operatoréw na funkcje spinowe obliczmy kolejno

A

Sa(01)B(02) = 1 (a(01)B(02) + Blor)a(ow) )+

2 h2 h2

T a(o1)B(o2) + Z@(Ul)ﬂ(fh) - 504(01)5(02) = (5.29)

= n? ( B(o2) + B(or)a (%));

$28(cn) ( Blo2) + Blov)alo) )+

2 bloatos) + 2o )0tor) ~ & plor)aton) = (530

= (alon)Blo) + ﬂ(m)am)),
S.a(o1)B(os) = ga(al)ﬁ(@) - ga(al)ﬁ(ag) =0 (5.31)
S.8(01)a(oy) = —gﬂ(al)a(ag) + gﬁ(al)a(ag) = 0. (5.32)

Otrzymujemy wiec K
S?Q(o1;02) =0 (5.33)
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S.Q(0y;04) = 0. (5.34)

Funkcji falowej (5.19) odpowiadaja zatem kwantowe liczby spinowe S = 01 Mg = 0. W ogolnosci
funkcji falowej opisanej liczba spinowa S przypisujemy multipletowosé

ds =25 +1 (5.35)

i w zaleznosci od wartosci wyrazenia (5.35) mowimy o funkcji singletowej (ds = 1), dubletowej
(ds = 2), trypletowej dg = 3, kwartetowej (ds = 4) itd. Funkcja falowa (5.19) opisuje oczywiscie
stan singletowy.

Rozpatrzmy teraz atom helu w stanie wzbudzonym. Po oderwaniu elektronu otrzymujemy oczy-
wiscie jon wodoropodobny He™, ktérego stany energetyczne juz znamy. Chcemy teraz z powrotem
wprowadzié¢ elektron do tego jonu, ale tak, by uzyska¢ atom w stanie wzbudzonym. Musimy wiec
umiesci¢ elektron na orbitalu lezacym powyzej orbitalu 1s. Zaldézmy, ze umieszczamy elektron na
orbitalu 2s. Ten przypadek rézni sie od poprzedniego takze tym, ze oba elektrony moga mie¢ do-
wolny spin (w gore lub w dot), gdyz znajduja sie na réznych orbitalach. Spinorbitale wchodzace w
sktad funkeji falowej (5.17) mozemy zatem skonstruowaé na dwa sposoby kazdy, mamy zatem cztery
mozliwe funkcje falowe:

Uy (wy;wy) = ’ 383 z ‘
(5.36)
( s(ry)2s(r )—2srllsr2)a
W) — 1 Is(r)a(or)  1s(ra)a(o) |
Do(W1;Wa) = 9 ' 2s(rq)B(01) 2s(rg)B(o2) ’ B (5.37)
| .
- — <1s(r1)25(r2)a(01)ﬁ(02) - ZS(rl)ls(rg)B(al)oz(aQ))
- | 1s(r1)B(o1) 1s(r2)B(o2) | _
O3 (wy; wa) 2' 2s(r1)a(oq)  2s(rg)a(oz) ‘ (5.38)
: .
- —2<1s(r1)25(r2)ﬁ(01)a(02) — 25(r1)1s(r2) )5(02))
Uy (wy: wa) = 1| Is(r1)B(o1)  1s(r2)B(02) ‘ _
) \/§ 2S(I‘1)ﬁ(0’1) 2S(r2>ﬁ((72) (539)

- % <IS(I'1>28(I‘2) — 28(1“1)18(1'2)>5(01)5(02)~

Dziatajac operatorami kwadratu i sktadowej zetowej spinu na funkcje spinowe zawarte w funkcjach
v, 1 U, otrzymujemy

~

S%a(o))a(os) = 2ha(oy)a(oy), (5.40)

~

S.a(oy)a(oy) = ha(or)a(os), (5.41)

N

S2ﬁ(0'1)6(0'2) = 2h2ﬁ(01)6(02) (542)
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S.8(01)B(02) = —hB(01)B(02). (5.43)

Funkcji ¥, odpowiadajg zatem liczby S =11 Mg = 1, za$ funkcji Uy — liczby S =11 Mg = —1, tak
wiec funkcje te opisuja stany trypletowe. Z kolei na podstawie rownan (5.29)—(5.32) i (5.37)—(5.38)
widzimy, ze funkcje @, i 5 nie s funkcjami wlasnymi operatora S2, ale sg juz funkcjami wlasnymi
operatora S‘Z;

S’Z(I)Q(Wl; WQ) = gzq)g(Wl;Wg) = 0. (544)

Funkcjom &, i &5 odpowiadaja takie same obsadzenia orbitali przez elektrony, a zatem odpowiadajaca
im energia jest taka sama. Funkcje te sa wiec zdegenerowane, stad mozemy uzy¢ ich kombinacji.
Stworzmy nastepujace funkcje:

Wy (Wi wy) = %(‘PQ(WEWQ + ¢3(W1§W2)) - (5.45)
= %(1s(r1)2s(r2) - 28(1“1)18(1”2)) (04(01)5(02) + 5(01)04(‘72))

Us(wy; wo) = %<¢2(W1;W2) - ¢3(W1§W2)) = (5.46)

= %(1s(r1)2s(r2) + 28(1‘1>1S(I'2)) (Oé(m)ﬁ(@) - 5(01)04(02))

Jak wynika z rownan (5.29)—(5.32) i (5.45)—(5.46), funkcji ¥y odpowiadaja liczby S =11 Mg = 0,
za$ funkcji U3 — liczby S =01 Mg = 0.
Oznaczajac funkcje spinowe jako 2910, mozemy zapisaé¢ funkcje falowe dla stanéw trypleto-
wych w postaci
‘IITl(W1;W2) = q)asym(I'l; 1'2) SQ1(01; 02)
Urrg(W1; Wa) = Py (r1512) *Qo(01;00) (5.47)
‘I’TS(Wl;WQ) = (basym(rl; 1'2) 3971(013 02)
gdzie
1
Doym(ry;T :—(1sr 2s(ry) — 2s(r 1sr> 5.48
ym(T'15T2) 7 (r1)2s(ra) — 2s(ry)1s(r2) (5.48)

jest asymetryczng funkcjg przestrzenna, za$ funkcje spinowe

391(01;02) = afoy)a(oy)
(013 02) = &5 ((01)B(02) + Blor)ale2)) (5.49)
3971(01;02) = B(01)B(02)

sa symetryczne, co zapewnia antysymetrycznos¢ funkeji catkowitej. Funkcje Wy 1 Upg sa jedno-
wyznacznikowe, za$ funkcja W1y — dwuwyznacznikowa, zostata bowiem utworzona przez kombinacje
liniowa dwoch funkeji jednowyznacznikowych. Funkcje falows dla stanu singletowego mozemy zapisac
W postaci

\I[s(Wl;WQ) = @sym(rl;rg) 090(0'1;0'2), (550)
gdzie )
Qy(ry;re) = E(ls(rl)Qs(rg) + 2s(r1)1s(r2)> (5.51)

jest symetryczng funkcja przestrzenna, zas funkcja spinowa

000 (01: 72) = % (a(02)8(02) — Blor)alo)) (5.52)
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jest antysymetryczna i tym samym caltkowita funkcja falowa — réwniez. Funkcja Vg jest dwuwyznacz-
nikowa. Warto zwroci¢ uwage, ze w przypadku uktadu dwuelektronowego, atomu helu, mozliwe byto
przedstawienie funkeji falowej w postaci illoczynu czesci przestrzennej (symetrycznej dla stanow single-
towych i antysymetrycznej dla stanéw trypletowych) i czesci spinowej (antysymetrycznej dla stanow
singletowych i symetrycznej dla stanéw trypletowych). W przypadku uktadéw trojelektronowych i
wieckszych nie jest to w ogdélnosci mozliwe.

5.1.5 Atomy wieloelektronowe. Model wodorowy i uklad okresowy

W atomie N-elektronowym na ruchy poszczegélnych elektronéw wplywa sita przyciagania dodatnio
natadowanego jadra oraz sity miedzyelektronowego odpychania kulombowskiego. Traktujac oddzia-
lywanie miedzyelektronowe jako zaburzenie, otrzymujemy hamiltonian niezaburzony taki, jak w row-
naniu (5.7). Rozwiazaniami rownania Schrédingera z hamiltonianem elektronowym (5.5) sa funkcje
falowe dla jonu wodoropodobnego:

itnstsm: (T35 055 63) = Eitbnt,m, (vi; 035 67). (5.53)

Korzystajac z zaleznosci (3.412) i (3.413) z zespolonych (w ogolnosci) funkcji ¢,,,1,m, (orbitali ze-
spolonych) mozemy utworzy¢ funkcje rzeczywiste p; (orbitale rzeczywiste), ktore sa takze funkcjami
wlasnymi operatoréow hi, spelniajacymi rownanie (5.8). Z kolei z funkcji ¢;, korzystajac z zalez-
nosci (5.2) mozemy utworzyé spinorbitale ¢;. Jednakze stosujac funkcje wodoropodobne do opisu
atomow wieloelektronowych, musimy wprowadzi¢ do nich pena poprawke. Rozpatrzmy dla przyktadu
otowiu (Z = 82) i elektron, ktory zajmie najwyzszy energetycznie orbital. Elektron ten bedzie od-
dzialtywal z jadrem atomowym i z pozostatlymi 81 elektronami. Zauwazmy jednak, ze oddziatywanie
tego elektronu z jadrem w poréwnaniu z oddizatywaniem, jakie odczuwa elektron potozony najnize;j
(a wiec na orbitalu 1s) jest duzo stabsze. Moéwimy, ze elektron ten jest ekranowany przez pozostate
elektrony i efektywnie oddczuwa nizszy tadunek jadra anizeli Ze. Stad w orbitalach wodoropodob-
nych dla atoméw wieloelektronowych stosuje sie pewien tadunek efektywny w miejsce rzeczywistego
tadunku jadra. tadunek efektywny wyznacza sie zwykle przy uzyciu metody wariacyjnej. Takie
podejscie oznacza ponadto zniesienie degeneracji orbitalnej — energia orbitalna staje sie zalezna od
liczb kwantowych n i [. Liczba kwantowa [ opisuje orbitalny moment pedu elektronu. Elektrony o
mniejszych momentach pedu docieraja blizej jadra, zatem odczuwaja silniejszy wpltyw jadra. Zatem
przy ustalonych wartosciach tych liczb degeneracja wynosi 2(20 + 1), bowiem nalezy uwzgledni¢ jesz-
cze degeneracje ze wzgledu na spinowa liczbe kwantowa mg. Degeneracja orbitalna jest dodatkowo
znoszona przez uwzglednienie poprawki na oddziatywanie elektronow:

N—-1 N

>y i, (5.54)

T‘.A
i=1 j=i+1 Y

‘A/:

02
4meg

gdzie
/rij = |I‘7; — I‘j|. (555)

Energia orbitalna dla ustalonej gléwnej liczby kwantowej n rosnie ze wzrostem pobocznej liczby kwan-
towej [. Tak wiec orbitale uporzadkowane wedlug rosnacej energii orbitalnej tworza ciag (1s; 2s; 2p; 3s; 3p; 3d; .
Zbioér wszystkich orbitali danego atomu opisanych tg sama wartoscig liczby kwantowej n tworzy po-
wtoke, zas podzbior powloki zawierajacy orbitale o ustalonej wartosci liczby kwantowej [ tworzy
podpowtoke. W miare wzrostu n poczawszy od jednosci mamy kolejno powtoki K, L, M, N i dalsze,
za$ w miare wzrostu [ poczawszy od zera otrzymujemy kolejno podpowtoki s, p, d, f i dalsze.

Jak wiemy z rozdziatu 5.1.2, funkcja

D1(W1)Pa(Wa) ... dn (W) = @1(r1)pa(r2) ... o (rN)Q(0o1; 09; .. . s 0N), (5.56)
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gdzie
N
K= [—w : (5.57)
2
a Q(o1;02;...;0n) jest funkcja zawierajaca iloczyny odpowiednich funkcji spinowych, o badz £,

dla poszczegolnych elektronéow jest funkcja wlasna operatora niezaburzonego Hy, ale funkcja ta ma
powazng wade — nie jest antysymetryczna ze wzgledu na permutacje elektronéw. Nietrudno zauwazyc¢,
ze funkcja utworzona przez antysymetryzacje funkeji (5.56):

(I)(Wl; Wo, ... ,WN) = \/mszf(gpl(rl)goz(m) Ce SOK(rN)Q(O_l; g2; ... ;O‘N)> (558)

jest takze funkcja wlasna operatora Hy z wartosciag wlasng dana réwnaniem (5.13). Okreslenie
konfiguracji danego atomu polega na przyporzadkowaniu obsadzen poszczegdlnym orbitalom, przy
czym dany orbital (czyli funkcja przestrzenna) moze opisywaé co najwyzej dwa elektrony. Dany
orbital jest obsadzony, jesli wystepuje w wyznaczniku Slatera. Orbitale obsadzane sg w miare wzrostu
ich energii, przy czym obsadzenia podaje sie z doktadnoscig do podpowtok. Konfiguracje elektronowe
dla kilku poczatkowych atomoéw uktadu okresowego sg zatem nastepujace:

H: (1s)*, Na: (1s)%(2s)%(2p)°(3s)*,
He: (1s)?, Mg: (1s)*(2s)*(2p)°(3s)?,

Li: (1s)(2s)!, Al: (15)%(25)%(2p)%(3s)%(3p)*,

Be: (1s)%(2s)?, Si: (1s)%(2s)%(2p)°%(3s)%(3p)?,

B: (1s)*(25)*(2p)", P: (1s)%(25)*(2p)"(35)*(3p)°,

C: (15)2(29)2(2p)°, S (15)2(25)2(2p)°(35)2(3p),

N: (1s)%(2s)*(2p)°, CL: (1s)*(25)*(2p)"(3s)*(3p)°,

0: (1s)%(2s)*(2p)*, Ar: (15)%(28)%(2p)°(3s)?(3p)°,

F: (15)(25)(2p)", K: (19)%(25)%(2p)° (352 (3p)° (45),
Ne: (1s)*(2s)*(2p)°, Ca: (1s)%(2s)%(2p)°(3s)?(3p)°(4s)?

Jesli wszystkie podpowtoki atomu sg catkowicie wypelnione elektronami, atom jest wowczas zamknie-
topowtokowy, w przeciwnym razie, gdy wystepuja podpowtoki niecatkowicie wypelnione elektronami,
atom jest otwartopowtokowy.

5.1.6 Termy atomowe

Kazdy elektron w atomie posiada dwa rodzaje momentu pedu, orbitalny i spinowy. Momenty pedu
poszczegdlnych elektronéw sumuja sie wektorowo do catkowitego orbitalnego (L) i spinowego (S)
momentu pedu atomu, a te z kolei — do caltkowitego elektronowego moment pedu (J),

J=L+S. (5.59)

Taki schemat dodawania wektoréw momentu pedu nazywa sie sprzezeniem Russella-Saundersa. Po-
niewaz dodawanie wielkosci wektorowych jest de facto algebraicznym dodawaniem ich sktadowych,

Jq = Lq + Sq)q € {x,y,z}, (560)
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przeto operatory sktadowych, i w konsekwencji kwadratow poszczegélnych rodzajéow momentu pedu,
uktadu N elektronéw atomu maja postac

, ¢ € {z;y; 2} (5.61)

+

o2 2

x Y

N
J= T2+ I+ T2

\

Hamiltonian atomu N-elektronowego (5.4) jest bezspinowy, zatem operatory H 1% L, 5% 8., J*i
J, tworza uktad przemiennych operatoréw. Funkcja wlasna hamiltonianiu jest jednoczesnie funkcja
wtasng wszystkich tych operatoréw, tab. 5.1. Funkcje falowg mozemy wiec opisa¢ przez podanie liczb

Tablica 5.1: Operatory i ich wartosci wlasne w dziataniu na funkcje ®(wy;wo;...;wy)

operator wartos¢ wlasna

H E
12 L(L + 1)h?
L. M.k
52 S(S +1)h?
S, Mgh
J? J(J + 1)h?
J. M;h

kwantowych L, My, S, Mg i M;.
Zapisujac konfiguracje elektronowa danego atomu X, kazdemu elektronowi przypisujemy okreslone
wartosci liczb kwantowych n i [, a wiec podajac obsadzenie Ny z doktadnoscia do podpowtok ngy(ly):

X,:<n¢7(h)>Ni<ngv(b)> ...(anby(h%m))Aw“b, (5.62)

gdzie oznaczenia pobocznej liczby kwantowej [ podane sa w tab. 3.5, a Ny, oznacza liczbe obsadzo-
nych podpowtok. Np. dla atomu wegla,

C: (1s)* (29)* (2p)* (5.63)
~— ~ =

ny =1, ng =2, n3=2,
l1=0, la=0, I3=1,
v(h) =s, v(l2) =s, v(l3) = p,
Ni=2 Ny=2 N3=2

No

Jednakze konfiguracja elektronowa (5.62) nie definiuje jednoznacznie funkeji wyznacznikowej (5.15),
bowiem dana podpowtoka n;vy(l;), opisana liczbami kwantowymi ny i Iy, sktada sie z 2(2[; + 1) sta-
néw roznigeych sie wartosciami liczb kwantowych m i m,. A wiec Ny, elektronom podpowtoki mozna
przypisa¢ 2(2l + 1) stany, oczywiscie bez powtorzen, aby speliony byt zakaz Pauliego. Mozna to

uczyni¢ na
J@:(%%k+n> (5.64)
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sposobow. Tak wiec ustalonej konfiguracji elektronowej (5.62) odpowiada Ny wyznacznikow

{@a}Nd“, (5.65)

a=1

gdzie

_ ]ﬁ (2<2l]’if: 1>>. (5.66)

Zauwazmy, ze podpowloki obsadzone w catosci daja jednostkowy wktad do iloczynu (5.66), bowiem
w ich przypadku

Ny =220 +1) = M =1, (5.67)

wiec dla atoméw zamknietopowlokowych Ny = 1. W ogdlnosci (5.66) mozemy przepisa¢ w postaci

1, atomy zamknietopowtokowe,
= 22l + 1
Naet H ( (20 + )), atomy otwartopowtokowe, (5.68)
Ny
kes
gdzie § jest zbiorem numeréw podpowtok otwartych, ktorych jest
I8]] = Namy™ < Neun, (5.69)
przy czym dla atomoéw zamknietopowtokowych
§=a. (5.70)

W tab. 5.2 podano przyktady konfiguracji elektronowych i odpowiadajacych im liczb wyznaczni-
kow. Kazdy sposrod Ngew wyznacznikow (5.65) odpowiadajacych konfiguracji elektronowej (5.62)

Tablica 5.2: Liczba wyznacznikow odpowiadajaca konfiguracjom elektronowym

atom konfiguracja elektronowa podpowloki otwarte NOE™  Nge

H (1s)* 1s 1 2

s (18)1(29)! s, 25 2 2.2=4
(1s)*(2p)* 1s,2p 2 2-6=12

C [He](2s)%(2p)? 2p 1 15

N [Hel(25)2(2p)? 2p 1 20

0) [He](2s)*(2p)* 2p 1 15

przyporzadkowuje N elektronom atomu peten zestawu liczb kwantowych:?

N Ndet
{cba : {niaaliaamia:msm} } 9 (571)
=1

a=1

3Rozpatrujemy tutaj orbitale zespolone, a wiec bedace funkcjami wlasnymi operatora l,.
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przy czym np. n;, oznacza gléwna liczbe kwantowa n dla i-go elektronu w a-tym wyznaczniku.
Kazdemu wyznacznikowi odpowiadaja wiec liczby

M, = me, (5.72)

Ms, =Y " my,, (5.73)

opisujacych rzuty catkowitego orbitalnego i spinowego momentu pedu elektronéw. Poniewaz w ogol-
nosci
Mp,e{-L,—-L+1,...,L—1,L} (5.74)

Mse{-S,—S+1,...,8—1,8}, (5.75)

z zestawu uzyskanych par liczb kwantowych M, (5.72) i Mg (5.73) mozna wydedukowaé pary liczb
kwantowych L i S, a tym samym wartosci orbitalnego i spinowego momentu pedu elektronéw:

Ndet Nterm
{MLG, Mga} — {Lb, Mb}b , (5.76)
a= =1
przy czym oczywiscie
Nterm S Ndet- (577)

Kazda para liczb L i S okresla term.
Podsumujmy wiec dotychczasowa hierarchie:

e konfiguracji elektronowej (5.62) odpowiada Nge; wyznacznikow (5.65),
e kazdemu wyznacznikowi odpowiada para liczb kwantowych M (5.72) i Mg (5.73),
e Ny parom liczb My i Mg odpowiada Niemm par liczb L i S, czyli termow.

Term jest zatem zbiorem funkcji wyznacznikowych odpowiadajacych ustalonym liczbom kwanto-
wym L i S. Term zapisujemy w postaci

2H10(L), (5.78)

gdzie 25 + 1 jest multipletowoscig termu, zas O(L) — literowym oznaczeniem opisujacym wartosé
liczby kwantowej L (tab. 5.3). Z zaleznosci (5.74) i (5.75) wynika, ze degeneracja termu, czyli liczba

Tablica 5.3: Oznaczenie liczby L w symbolu termu
L |01 2 3 4

OIL)|S P D F G

funkcji wyznacznikowych Slatera odpowiadajacych danemu termowi, wynosi
drs = (2L +1)(25 + 1). (5.79)

Liczbe (5.79) nazywamy tez wagq statystyczng termu, utozsamiajac kazda funkcje wyznacznikowsa
z mikrostanem realizujacym dany term. Energie wyznacznikéw odpowiadajacych danemu termowi,
czyli wartosci oczekiwane tych wyznacznikow z hamiltonianem (5.6), sa identyczne w obrebie termu,
stad wtasnie méwimy o jego degeneracji.
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Dopiero uwzglednienie oddziatywania spin-orbita, tzn. oddzialywania miedzy elektronowym or-
bitalnym i spinowym momentem magnetycznym, prowadzi do czeSciowego zniesienia degeneracji o
obrebie termu przez wprowadzenie zaleznosci energii od wypadkowego momentu pedu elektronéow,

Wypadkowy moment pedu elektronéw jest suma catkowitego momentu orbitalnego i spinowego,
rown. (5.59). Przy ustalonych wartosciach momentéw L i S, liczba ich mozliwych rzutéw na o$ z
wynosi, odpowiednio, 2L + 11 25 4+ 1. Przyjmijmy, ze calkowity moment pedu (5.59) opisany jest

liczba J taka, ze
Il =+J(J+ 1)k (5.80)

a mozliwe rzuty na os z, czyli po prostu sktadowe z-owe, dane sa zaleznoscia

J, = Mjh, (5.81)
przy czym liczba
Mye{-J—-J+1,....,J—1,J}, (5.82)
przyjmuje wiec
dy=2J+1 (5.83)

wartosci. Poniewaz sktadowe wektorow dodaja sie algebraicznie, stad dla kazdej pary (5.74) i (5.75)
zachodzi
M; = My, + Ms. (5.84)
Takich par mamy oczywiscie
dps = (2L +1)(25 + 1). (5.85)

Zastanowmy sie, jakie sa mozliwe wartosci wektora (5.59).
Biorac maksymalne wartosci liczb Mp i Mg, czyli L i S, uzyskujemy maksymalng wartos¢
liczby M i zarazem maksymalna wartoéc¢ liczby J:

(MJ)max = Jmax =L+ S (586)
Liczba J przyjmuje wartosci kolejno o 1 mniejsze az do warto$ci minimalnej Jy;,, zatem przyjmuje

NJ = Jmax - Jmin +1

wartosci. Kazdej wartosci liczby J odpowiada d; [rown. (5.83)] liczb M; danych zaleznoscia (5.84).
Sumaryczna liczba wartosci przyjmowanych przez liczbe M ; wynosi

Jmax Jmax
Y ody= ) (27+1)
J=Jmin J=Jmin
Jmax
=2 Z J+ N,
J=Jmin

min + Jmax>Nj + NJ
min + Jmax ‘I’ 1>NJ
min + Jmax + 1) <Jmax - Jmin + 1)

= (4
= (4
(
(s + 1% o ) (oo 1= i)
(
(

Jmax + 1) - Jim

min

L+S+ 1) .y (5.88)
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i jest rowna liczbie par (5.85), a wiec

2
<L +5+ 1) —J2 = (2L +1)(2S + 1) (5.90)
skad uzyskujemy
Toin = (L = S)? (5.91)
i tym samym
Jmin = | L — S|. (5.92)
Wstawiajac uzyskany wynik (5.92) do (5.87) dostajemy
254+1, L>S
Ny =2t B2 (5.93)
2L+1, L<S,
co mozemy zapisa¢ sprytniej w postaci
Ny =min (2L,25) + 1. (5.94)

Dla ustalonych wartosci orbitalnego L i spinowego S momentu pedu, catkowity moment pedu J

przyjmuje zatem N; [(5.94)] wartosci okreslonych liczba kwantows,

Je{|L—S|,|L—S|+1,...,L+S—1,L+s}, (5.95)
Dany term (5.78) o degeneracji dps [rown. (5.79) | sklada sie zatem z N [rown. (5.94)] poziomdw

25H10(L);, (5.96)

kazdy o degeneracji d; [réwn. (5.83)].

Atom wodoru w stanie podstawowym ma konfiguracje (1s)!, a zatem L =1 =0i S = s = %,
skad otrzymujemy J = % Zatem poziomem stanu podstawowego atomu wodoru jest %Sy /a.
Atom helu w stanie podstawowym ma konfiguracje (1s)?. Poniewaz [} = Iy = 0, stad L = 0,
a poniewaz spiny obu elektronéw sa przeciwnie skierowane, otrzymujemy S = 0, zatem J = 0.
Dla stanu podstawowego atomu helu otrzymujemy poziom *S.

Atom berylu w stanie podstawowym ma konfiguracje (1s)*(2s)?. Wszystkie elektrony tego
atomu maja zerowy orbitalny moment pedu i w ramach podpowtok — przeciwnie skierowane
spiny. Zachodzi wiec L =0, S = 01i J = 0, skad otrzymujemy poziom !Sj.

Atom neonu w stanie podstawowym ma konfiguracje (1s)?(2s)?(2p)°. Wiemy juz, ze elektrony
podpowtok 1s i 2s nie wnosza zadnego wktadu do momentu pedu. Musimy wiec rozpatrzy¢ pod-
powtoke 2p. Konfiguracje tej podpowloki mozemy zapisa¢ jako (2p_1)?(2po)?(2p1)?. Nietrudno

zauwazy¢, ze dla elektronow z podpowtoki 2p (a wiec elektronéw od piatego do dziesiatego)
10

10

zachodzi Zmi = sti = 0, podpowloka ta jest w calodci obsadzona elektronami. Mamy
i=5 i=5

wiec J = 0 i tym samym poziomem podstawowym atomu neonu jest 'S.

Podsumowujac, stwierdzamy, ze elektrony z zamknietych podpowlok daja zerowy wktad do
momentu pedu atomu, zatem przy ustalaniu pozioméw wystarczy ograniczy¢ sie do podpowtok
otwartych.
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e Atom boru w stanie podstawowym ma konfiguracje (1s)%(2s)?(2p)'. Niezerowy wklad do mo-
mentu pedu wnosi elektron z podpowltoki 2p (piaty elektron): L =103 =115 = s5 = %, skad
otrzymujemy J € {1, 3}, Otrzymujemy wiec poziomy 2Py /5 i 2P3/5. Degeneracja termu *P, do

ktorego naleza te poziomy, wynosi d; 1= 6.

e Atom wegla w stanie podstawowym ma konfiguracje (1s)?(2s)?(2p)?, wiec niezerowy wklad
do momentu pedu pochodzi od elektronéw z podpowtoki 2p. W sktad tej podpowtoki wcho-
dza trzy orbitale, 2p_1, 2po i 2p1, a wiec sze$é spinorbitali*, i podpowloka ta jest obsadzona
przez dwa elektrony. Uwzgledniajac zakaz Pauliego, dwa elektrony mozna przyporzadkowac
szedciu spinorbitalom na Nge = (g) = 15 sposobdw, ktore rozpisujemy w tabeli 5.4. Algorytm

Tablica 5.4: Mozliwe przyporzadkowania elektronéw spinorbitalom dla konfiguracji p?

P T T T T T T vl

Po i 1 T Tt v !
= ! Tt V[ T[T v
My, 2 0 |—-2]1 0 |—-1|1 0 |—-11]1 0 |—-11]1 0 | —1
Mg 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0O | —-1|-1|-1
(Zestaw |A|A | A B |B|B|A|[B|A[B|[C|B[B[B]|B|

znajdowania termoéw i poziomow jest nastepujacy:

— odnajdujemy najwieksza wartosé rzutu orbitalnego momentu pedu i odpowiadajaca tej
wartos$ci najwieksza warto$é rzutu spinowego momentu pedu. W tym przypadku jest to
zestaw (Mp; Mg) = (2;0). Zgodnie z wzorami (5.74) i (5.75) stwierdzamy, ze tym warto-
$ciom rzutéw odpowiadaja liczby kwantowe L = 21 S = 0. Odpowiada to termowi 'D o
degeneracji doy = 5, zatem z tabeli 5.4 musimy wykresli¢ pie¢ zestawow liczb kwantowych
odpowiadajacych liczbom kwantowym L = 2 i S = 0, a wiec pary (2;0), (1;0), (0;0),
(—=1;0) i (—2;0). Pary te w tabeli 5.4 oznaczono jako A.

— czynnosci opisane wyzej powtarzamy az do wykreslenia wszystkich mozliwych zestawow
z tabeli 5.4. W tym wypadku otrzymujemy zestaw (Mp; Mg) = (1;1), co odpowiada
liczbom L = 11i S = 1. Tym samym znajdujemy term 3P zdegenerowany d,; = 9-krotnie,
wykreslamy wiec z tabeli 5.4 dziewieé zestawow: (1;1), (1;0), (1;—1), (0;1), (0;0), (0; —1),
(—1;1), (—1;0) i (—1; —1). Zestawy te w tabeli 5.4 oznaczono jako B.

— pozostal juz tylko jeden zestaw (Mp; Mg) = (0;0), czyli L = 01 S = 0. Odpowiada to
termowi 'S o degeneracji dyy = 1, wykreslamy wiec ostatni zestaw, (0;0), oznaczony jako

C.
— dla kazdego termu wypisujemy jego poziomy.
Tak wiec konfiguracji (1s)?(2s)?(2p)? atomu wegla odpowiadaja poziomy Dy, 3P, 3Py, 3Py i
1Sg. W celu wyznaczenia poziomu podstawowego, a wiec poziomu o najnizszej energii, postu-
gujemy sie requtami Hunda dla atomow:
(1) term podstawowy ma najwieksza mozliwg multipletowosé,

(2) sposrod termow o tej samej multipletowosci najnizsza energie posiada term, ktéremu od-
powiada najwieksza wartosé liczby kwantowej L,

4W ogoélnosci podpowloka opisana dang liczba kwantowa [ sktada sie z 21 + 1 orbitali, czyli 4] + 2 spinorbitali.
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(3) jesli podpowloka jest zapelniona mniej niz w potowie, wowczas najnizsza energie posiada
poziom opisany liczba kwantowa J = |L — S|, w przeciwnym razie jest to poziom opisany
liczba J = L+ S.

Stosujac reguty Hunda do atomu wegla stwierdzamy, Ze poziomem podstawowym jest 3Pg.

e Rozpatrzmy teraz stan wzbudzony atomu helu, ktéremu odpowiada konfiguracja (1s)!(2p)?.
Zauwazmy, ze w tym przypadku mamy do czynienia z elektronami nalezacymi do réznych
podpowtok: podpowtoki 1s, ztozonej z dwoch spinorbitali, i podpowtoki 2p, ztozonej z szesciu
spinorbitali. W tym przypadku dwa niercwnowazne elektrony mozna przyporzadkowaé¢ osmiu

spinorbitalom na Ny = (f) ((15) = 12 sposobdw, ktore rozpisujemy w tabeli 5.5. Postepujemy

Tablica 5.5: Mozliwe przyporzadkowania elektronéw spinorbitalom dla konfiguracji (1s)*(2p)?

o | 1 ] T !

2p0 T ! 1 !

2 T ! T ]
Is AR R
My, 1 0|1-1]1 0|1-1]1 0 |-1]1 0 | -1
Mg 1 1 1 0 0 0 0 0 0O [-1]—-1]-1
Zestaw |A [A|A[A|A|[A|[B[B|B[A[A]A|

wedlug tego samego algorytmu, jak w przypadku atomu wegla:

— najwicksza wartos¢ rzutu orbitalnego momentu pedu i odpowiadajaca jej najwicksza war-
tos$¢ rzutu spinowego momentu pedu tworza zestaw (Mp; Mg) = (1;1), a wiec L = 11
= 1, co odpowiada termowi *P o degeneracji d;; = 9. Skreslamy wiec 9 zestawow
(My; Ms): (1;1), (1;0), (1;—1), (0;1), (0;0), (0; =1), (=1;1), (—=1;0) i (—1; —1), oznaczo-
nych jako A.

— z pozostalych zestawow najwieksze rzuty momentéw pedu tworza pare (1;0), co odpowiada
liczbom L =118 = 0. Znajdujemy wiec term 'P, ktéremu odpowiadaja dig = 3 zestawy
rzutow: (1;0), (0;0) i (—1;0), oznaczone w tabeli jako B.

Konfiguracji (1s)!(2p)! helu odpowiadaja wiec termy Py, *Py, 3Py i 'Py. Zgodnie z regutami
Hunda poziomem podstawowym jest 3Py.
Poziomy dla wzbudzonej konfiguracji helu mozna wyznaczyé¢ w inny, tatwiejszy sposéb. Zwroémy
uwage, ze poziomy wynikajace z konfiguracji (1s)*(2p)! sa wynikiem dodawania pozioméw od-
powiadajacych konfiguracjom (1s)! i (2p)!. Pierwsza konfiguracja opisuje na przyklad stan
podstawowy atomu wodoru, wiec odpowiada jej poziom 2S; ;. Druga konfiguracja opisuje na
przyktad stan podstawowy atomu boru i odpowiadaja jej poziomy Py /s i *Pys.
W ogolnosci wynikiem dodawania poziomow 251+1O(Ly) 5, 1 2°271O(Ly) 4, sa poziomy 291O(L)
takie, ze

Le{|Li= Lol |Ly = Lol + 1, Ly + Ly = 1, Ly + La },

Se \Sl—52\,\51—52\+1,...,51+52—1,51+52}, (5.97)
Je |L—5|,|L—S|+1,...,L+S—1,L+S}.

Z dodania pozioméw ?Sy/2, *Py/2 1 ?P3jp otrzymujemy poziomy *Py, *Py, Py 1 'Py, a wiec
rezultat jest taki sam jak przy uzyciu algorytmu tabelkowego.
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5.1.7 Momenty magnetyczne atomow

Wiemy juz, ze atom posiada, pochodzace od elektronéw, orbitalny i spinowy moment pedu, ktore
sumuja sie wektorowo do catkowitego elektronowego momentu pedu (5.59). Poniewaz elektronowe
momenty pedu wiaza sie z ruchem elektronéw, a wiec natadowanych czastek, powoduja powstanie
odpowiednich momentow magnetycznych, proporcjonalnych do momentéw pedu:

KL = _% > (598)
pg = —BHBg (5.99)
h
gdzie
eh
= 5.100
HB 2. ( )

jest magnetonem Bohra, a czynniki Landégo dla orbitalnego i spinowego momentu magnetycznego to
bezwymiarowe liczby,

g =1, (5.101)
gs =2.0023. .. ~ 2, (5.102)

tak wiec spinowy moment pedu daje proporcjonalnie 2-krotnie wiekszy wktad niz orbitalny moment
pedu do catkowitego elektronowego momentu magnetycznego,

By = M + ps. (5.103)

Z (5.98) oraz (5.99) znajdujemy dlugosci wektoroéw i ich rzutow:

pr = gL(L+ 1)ps, ( )
pr. = —qMrpug, (5.105)
ps = gs5(S + 1) g, (5.106)
ps. = —gsMspz, ( )

przy czym nalezy zwrocié uwage na minusy w (5.105) i (5.107).

Calkowity elektronowy moment magnetyczny (5.103) jest niemierzalny z uwagi na szybka precesje
wektora p; wokot kierunku wyznaczonego przez wektor catkowitego elektronowego momentu pedu J,
przez co obserwowalny jest rzut wektora g ;:

py = —psJcosy, (5.108)
gdzie
A J
jest wersorem wektora J, a ¢’ — katem miedzy wektorami p; i —J, przy czym
o € [0, g) — cosy >0, (5.110)

Na rys. 5.1 pokazano zwigzki miedzy wektorami momentu pedu i momentéw magnetycznych.
Aby wyznaczy¢ kat ¢, obliczmy iloczyn skalarny

py - (=J) = ps|| I cos ¢’ (5.111)
= —(pur+ps) - (L+S) (5.112)
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Rysunek 5.1: Momenty pedu i momenty magnetyczne dla poziomu 3D,

Wstawiajac jawne wyrazenia na wartosci momentéw pedu (5.80) i korzystajac z zaleznosci (5.98)
i (5.99), uzyskujemy

ps - S = —gsS(S + 1)ush, (5.114)
pr-S = —%L .S, (5.115)
ps - L= —gsgBL .S, (5.116)
2
919s
[ - ps = lthL-S (5.117)
Z (5.59) uzyskujemy
1 30* = ILJI* + |[S|* + 2L - S. (5.118)
Wstawiajac jawne wyrazenia (5.80) na momenty pedu do (5.118), dostajemy
2L - S
J(J+1)=LL+1)+S(S+1)+ o (5.119)
skad
1
L.S= §(J(J+1) CL(L+1) —S(S+1))h2. (5.120)

Z (5.120) mozemy wyznaczy¢ kat miedzy wektorami L i S, i, jak wynika z (5.98) i (5.99), jednoczesnie
miedzy wektorami gy, i pg:
L-S
IL[[[[S]]
J(J+1)—L(L+1)—-S(S+1)

RN EDECE R (5-121)

p = acos

zob. tab. 5.6.

Tablica 5.6: Katy miedzy wektorami L i S dla pozioméw termu D
J ¢
1 150° (rys. 5.1)
2 106°47

3 5h4°44’

Z kolei z (5.103) dostajemy
Wo = pi + ps + 20 - s (5.122)
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co po skorzystaniu z (5.98), (5.99), (5.117) oraz (5.120) pozwala nam znalez¢ wartosé¢ catkowitego
elektronowego momentu magnetycznego,

Hy = \/g?L(L +1)+g25(S+1)+ gzgs<J(J +1)—L(L+1)—S(S+ 1)>,UB

= \/gzgsJ(J +1)+ (95 — 9) (gsS(S +1) —gL(L+ 1)>,UB- (5.123)

Podkreslamy jednak jeszcze raz, ze wielkos¢ (5.123) jest niedostepna eksperymentalnie.
Cierpliwie kolejno zbierajac (5.111), (5.112), (5.113), (5.114), (5.115), (5.116) oraz (5.120), uzy-
skujemy zaleznosé

(g1 +9s)J(J+1)+ (95 — a1) (S(S +1)— L(L+ 1))
2[|J|

g cos ' = psh (5.124)

Przez analogie do (5.98) i (5.99), wprowadzmy teraz czynnik Landégo g; dla catkowitego elektro-
nowego momentu magnetycznego, i zapiszmy wektor (5.108) w postaci

@ = —g"gBJ, (5.125)

co jest jak najbardziej uprawnione z uwagi na antyrownolegtos¢ wektorow p’; i J (rys. 5.1). Za-
uwazmy, ze dla pary wektoréw p; i J nie mogliby$my przyja¢ analogicznego zaltozenia.

Wartosé oczekiwana catkowitego elektronowego momentu magnetycznego, czyli dtugosé wek-
tora (5.125), zgodnie z (5.80), (5.108) i (5.110) wynosi

Wy =g/ J(J+ 1)up (5.126)
= pycosy (5.127)

co w polaczeniu z (5.80) i (5.124) pozwala nam wyznaczy¢ czynnik Landégo:

97 = % (gz + 95 + (95 — gz)S(S +;()J_+L1<)L ki 1>> : (5.128)
Poprawnos¢ uzyskanego wyrazenia mozemy sprawdzi¢ dla szczegdlnych przypadkow:
e S=0 = J=L = g;=yg,
e =0 = J=5 = g5 =9s.
W ogoélnosci
97 € 91, 9s]- (5.129)

Przyblizona wartos¢ czynnika (5.128) znajdujemy wstawiajac Scista wartosé (5.101) i przyblizong
wartos¢ (5.102):
3 S(S+1)—L(L+1)

~ 2 . 5.130
A S 5 (5.130)

Z (5.81) otrzymujemy sktadowe z-owe wektora (5.125):

/ _gJPJB

= =22, (5.131)
= —gs M ps. (5.132)
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Z (5.131) wynika, ze dla ustalonej liczby M, z-owe sktadowe (5.81) wektora J i (5.132) wektora ',
maja przeciwne znaki:

Sy, <0. (5.133)
Minimalna i maksymalna warto$¢ sktadowej (5.132):
My=J = u), = (1)), .. = —9s s, (5.134)
My=—J = . = (1)), .. = 977 1B, (5.135)
pry czym oczywiscie
(/J/{Iz)min = (Milz)max' (5136)

Poniewaz liczba M przebiega zakres podany w (5.82), a wiec taki sam, jak liczba —M;, w
wyrazeniu (5.132) mogliby$my pominaé¢ znak “—”, jednakze musimy pamietaé, ze liczba M; odnosi
si¢ do rzutu wektora J, nie — wektora p’;, i my tej konwencji bedziemy sie kurczowo trzymac.

5.1.8 Widma atomowe

Pomiedzy poziomami atoméw (5.96) moga zachodzi¢ przejscia widmowe, ktére mozna obserwowaé
spektroskopowo. O mozliwosci zachodzenia przej$¢ miedzy poziomami decyduja reguty wyboru. W
przypadku pozioméw atomowych (5.96) przejscie

25HO(L) ; =X o) (5.137)
jest dozwolone, gdy

AL € {-1,0,1},0 4 0,
AS =0, (5.138)
AJ € {~1,0,1},0 4 0,

gdzie np.
AL=1L"—L. (5.139)

W przeciwnym razie przejécie jest wzbronione. Terminologia ta, wynikajaca z teorii, jest nieco nie-
fortunna, bo sugeruje, ze przejécia zabronione przejscia nie zachodza, tymczasem przejécia te zwykle
maja bardzo mala intensywnosé, ale pojawiaja sie w widmach.

Eksperymentalne dane spektroskopowe dla wszystkich atoméw dostepne sa na stronie [1].

5.1.8.1 Dublet sodowy

Przyktadem widma atomowego znanego z codziennego zycia jest linia D sodu, tzw. dublet sodowy.
Konfiguracji podstawowej atomu sodu,

Na : [Ne](3s)*, (5.140)
odpowiada poziom 2S; 5. Konfiguracji wzbudzonej,
Na* : [Ne|(3p)’, (5.141)

odpowiadaja dwa poziomy: ?Py s i *Py/5. Zgodnie z regutami wyboru (5.138) uzyskujemy dwa moz-
liwe przejscia, czyli dwie linie widmowe:
2P3/2 —>2 81/2, (5142)
P12 =7 S1)0. (5.143)
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Zgodnie z danymi eksperymentalnymi na stronie [1], energie pozioméw 2Py /2 1 2p, /2 wzgledem po-
ziomu podstawowego 2S; 5 wyrazone w liczbach falowe wynosza odpowiednio

71 = 16956.17025(4) cm ™,
7y = 16973.366 19(5) cm ™,

zatem
E; =2.1023eV,
Ey =2.1044 eV,
a odpowiadajace im dtugosci fal
A1 = 589.76 nm,
Ay = 589.16 nm,

wiec

Av =17.196cm™ !,
AE = 0.0021 eV,
AN = —0.60 nm.

A wiec linie dubletu sodowego sa oddalone o mniej niz 1 nm, zatem w do$wiadczeniach o malej
rozdzielczosci beda widoczne jako pojedyncza linia.

5.1.9 Atomy w polu magnetycznym

Na magnes o momencie magnetycznym g umieszczony w jednorodnym polu magnetycznym o induk-
cji B dziala moment sity

T=pnXxXB, (5.144)

a energie potencjalna magnesu zwiagzana z oddziatywaniem z polem wynosi

V=-up-B (5.145)
= —pBcosé, (5.146)

gdzie 0 jest katem miedzy wektorami p i B. Zauwazmy, ze przy ustalonych dhugosciach wektorow
momentu i pola magnetycznego, minimum energii potencjalnej,

Vmin = —[LB, (5147)
osiagane jest dla rownoleglej (f = 0), a maksimum,
Vinax = 11, (5.148)

dla antyrownoleglej (6 = ) orientacji wektorow p i B.
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5.1.9.1 Stlabe pola magnetyczne: efekt Zeemana

Jak pamietamy, poziomy atomowe (5.96), opisane liczbami kwantowymi L, S i J, sa dj-krotnie
[rown. (5.83)] zdegenerowane z uwagi na d; mozliwe rzuty catkowitego momentu pedu J na o§ z.
Poniewaz w nieobecnosci pol zewnetrznych przestrzen jest izotropowa, rézne rzuty wektora J, a tym
samym rozne rzuty wektora catkowitego momentu magnetycznego p s, a tym samym rézne rzuty jego
rzutu p’; [roéwn. (5.125) | nie prowadza do zmiany energii atomu.

Jednakze umieszczenie atomu w zewnetrznym polu magnetycznym wprowadza anizotropie prze-
strzeni, 1 z (5.145) wynika, Ze energia atomu zalezy wowczas od orientacji wektora p; wzgledem
zewnetrznego pola B, ktore staje sie wowczas wyszezegdlnionym kierunkiem z, zatem

0
B=|0 (5.149)
B,

Musimy jednak zaznaczy¢, ze rozwazamy stabe zewnetrzne pole magnetyczne, bowiem silne pole
prowadzi do zerwania sprzezenia spin-orbita (rozdz. 5.1.9.2).

7 uwagi na szybka precesje wektora p; wokot kierunku wektora J, wkitad do energii potencjal-
nej (5.145) daje rzut p; [rown. (5.125)] tego wektora:

V=—u, B (5.150)
=~ B. (5.151)

co w polaczeniu z (5.132) daje
Vi, = 9sMppB:, (5.152)

przy czym w energii potencjalnej jawnie zapisaliémy zaleznos¢ od liczby kwantowej M ;. Najnizsza
wartos¢ (5.152) wynosi

- gJJPJBBzy Bz > OyMJ = _J7 lu/Jz = ('u{]z>max’

5.153
gJJ,UBBz, Bz < OvMJ = Jv /Li]z = (M&z)min’ ( )

(VMJ)min = {

zatem przyjecie B, > (0 oznacza, ze energia ro$nie ze wzrostem M, i jest to w zasadzie jedyna
spotykana konwencja, wiec i my tak przyjmiemy.

Zatem w zewnetrznym polu magnetycznym zostaje zniesiona degeneracja poziomu (5.96) i jego
rozszczepienie na dj standéw roéznigcych sie liczba kwantowa M ;. Rozszczepienie, a wiec odlegtosé
miedzy sasiednimi stanami, zgodnie z (5.152) wynosi

Miedzy stanami moga zachodzi¢ przejscia optyczne zgodnie z regutami wyboru (5.138), przy dodat-
kowej regule
AM; € {-1,0,1}. (5.155)

W tab. 5.7 podano parametry rozszczepienia dubletu sodowego obliczone wg (5.128) i (5.154).

Tablica 5.7: Rozszczepienie zeemanowskie pozioméw sodu w polu magnetycznym B = 0.1T

poziom L S J dj g AE /peV

81 0 3 102 2.0023 1159
P 1 5 2 2 0.6659  3.85
Pyp 1 5 3 4 1.3341 7.72
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5.1.9.2 Silne pola magnetyczne: efekt Paschena-Backa

Silne pole magnetyczne to pole powodujace rozprzezenie sprzezenia spin-orbita, a wiec granica silnego
pola jest tym wyzsza, im wickszy atom. W silnym polu momenty magnetyczne L i S precesuja
niezaleznie wokot kierunku pola, wiec energia oddziatywania (5.145) zalezy od rzutow tych wektorow
na wyrozniony kierunek, czyli na kierunek pola:

V=—(pur+ps)-B (5.156)
= —(pr. +ps.), B. (5.157)

co w potaczeniu z (5.105) 1 (5.107) daje mozliwe wartosci energii potencjalne;
Varpus = (M + goMs) g B.. (5.158)

Zauwazmy jeszcze, ze w (5.156) i (5.157) mozna formalnie wprowadzi¢ wektor p; (5.103) i jego
sktadowa g, ale liczby kwantowe J i M nie sa dobryms liczbami kwantowymi, w przeciwienstwie
do liczb My, i M.

Tak wiec w silnym polu magnetycznym nastepuje rozprzezenie N; [rown. (5.94)] pozioméw (5.96)
do odpowiadajacego im termu (5.78) i dalej do rozszczepienia termu na dyg stanéw opisanych licz-
bami M i Mg. Reguly wyboru przejs¢ miedzy stanami sg nastepujace:

AM; € {—1, 0, 1},

5.159
AMg = 0. ( )

5.2 Czasteczki

5.2.1 Rozdzielenie ruchu jader i elektronéw dla czasteczki dwuatomowej

Rozwazmy dwuatomowa molekule ztozona z jader a i b o masach M, i M, opisanych wektorami
wodzacymi R, i Ry oraz N elektronéw opisanych wektorami t;>. Hamiltonian tego uktadu ma
postac

. 12 72 12 .
H=-"Ag ——Ar —— > A, +V, 1
oM, B on, TR T o Zl SV (5160)
gdzie
e 7.7 N ( Z, 7, ) X 1
V= — + + . 5.161
47’(’60 |Ra—Rb| zzl |Ra—tz‘| |Rb—tz‘| i1 j;l |'Ci—tj| ( )

W tym przypadku, podobnie jak w rodziale 3.5.4, mozemy dokonaé separacji ruchu srodka masy
ukladu wprowadzajac nowe wspoélrzedne: trzy wspotrzedne srodka masy czasteczki®

_ MaRa + MbRb +m sz\il T;

R M

(5.162)

gdzie
M =M, + My, +nm (5.163)

v = (20 %; 25).
R = (X;Y; 2).
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jest masa czasteczki, trzy wspotrzedne wektora taczacego obydwa jadra
R=R,-R, (5.164)

oraz 3n wspolrzednych elektronéow wzgledem srodka wiazania

R, + R,

r,=1v, — 5

(5.165)

Aby wyrazi¢ hamiltonian (5.160) w nowych wspolrzednych, musimy wykonaé¢ proste, acz nieco uciaz-
liwe, rézniczkowanie metoda taricuchowa:

0 _ 99 090 0209 09X 0 OO 070
0X, 0X,0X ' 0X,0Y 0X,02  0X,0X  0X,0Y @ 0X,0Z

+i Or; 0 Oy 9 Du 9 _
0X, 0x;  0X,0y;  0X,0z) (5.166)

i=1

M, 9
T M oX 6_X__Zaxz

skad od razu dostajemy
o M, 0 0 1 0

90X, MOX 90X 240

(5.167)
i podobnie dla pochodnych po wspoétrzednych Y,, Z,, Y, i Z,. Pozostaja jeszcze pochodne po wspot-

rzednych elektronowych:

8_8%i+8yi+8_23+8Xi+8Yi+6Zi+
0Z; 0Z;0X 02;0Y 02,02 0Z;0X 02;0Y 0%2;0Z

N
an 8 8y] 8 82j a o
+; (&% o, " 02,0y, 02,05 ) (5.168)
_mo 9
MOX " oz

i podobnie dla pochodnych po wspotrzednych %; i Z;. Teraz mozemy obliczy¢ drugie pochodne:

o2 M, O M, 0 0 1<~ 0
8X3_<M896 a_X__Z@xz><Max+a_X_§;a$i)—

2
M\ P oM, O° 0 o M, d )
:(M) axz T axe (Zax,) M 0X0X 8X26x,_Mﬁzaxi’
(

O (Mo 0 1Nn 0N (MO 9 1y 0
X} MOX 9X 24209x )\ MIX 90X 2,18@- a

2
M2 92 2 1[N o oM, 2 0 <L 9
W) et et O SR (9 SR
M) ox2 " 9x? " 4\ & o, M OXOX | OX 2= 9r, M 0X 2~ 0,
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8_2— 224_ 0 ﬁi+ 0 —(E)Qa_2+a_2+2_m6—2 (5171)
022 C\MIX Oz MOX  0ox; )] \M/ 9X? dz? M 90Xz )
i podobnie dla pozostaltych wspotrzednych. Wstawiajac (5.169), (5.170) 1 (5.171) do hamiltonianu (5.160)
uzyskujemy hamiltonian w nowych wspotrzednych:

. h? K2 K2 11 al
= —gdm - D A ——A—- I Iy (. vy (5,172
LA, z VDA zvl 5 (3~ 3 Ve Ve 172
" N = Y
T I‘{’O bil v

przy czym z zaleznosei (5.162), (5.164) i (5.165) od razu uzyskujemy zaleznosci pozwalajace zapisac
operator V' w nowych wspoétrzednych:

R, — Ry| = R
lr; —tj| = |r; — 1}

(5.173)
Ro —v| =[5 — 1y

IRy — | = |3 +1i

W hamiltonianie (5.172) Tin jest operatorem energii kinetycznej srodka masy czasteczki, nie zawiera
wiec niczego interesujacego z naszego punktu widzenia. Zauwazmy, ze dla M, — oo i M, — oo,
H = H,, tak wiec H, jest operatorem energii elektronéw w czasteczce z nieskonczenie ciezkimi ja-
drami. Czton H’ jest operatorem energii kinetycznej zwigzanej ze zmiana dtugosci wektora R (czyli
z oscylacjami) lub ze zmiana jego kierunku (czyli z rotacjami). Ostatni czlon, H", opisuje sprze-
zenie ruchu jader i elektronéw. Zaniedbujac te poprawke, bedziemy wiec zajmowaé sie rownaniem
Schrodingera z operatorem

H=H,+H. (5.174)
Elektronowe rownanie Schrodingera opisuje energie elektronéw w polu nieskoniczenie cigzkich jader,
jest to wiec réwanie operatorowe z hamiltonianem Hy. W hamiltonianie tym (konkretnie — w

jego czlonie potencjalnym) wystepuje zaleznosé od odleglosci miedzyjadrowej R, zatem rozwiazania
tego roéwnania, oprocz wspotrzednych poszczegodlnych elektrondéw, musza zawiera¢ takze odlegtosé
miedzyjadrowa. W praktyce réwnanie to rozwiazuje sie dla danego R, ktory w takim podejsciu staje
sie parametrem tego réwnania, samo rowanie ma zas postac

Hor(risra;. .5y R) = ER(R)Yy(r1; 15 ... ;Tys R) (5.175)

i jest rozwigzywane przy ustalonej geometrii molekuty. Zaktadamy ponadto, ze funkcje vy sa rzeczy-
wiste. Poszukujemy teraz rozwigzan rownania Schréodingera z catkowitym hamiltonianem:

fI\IJ(rl;rQ; ...;ry;R) = EU(ry;re; ... ;N R). (5.176)

Rozwiazania rownania (5.176) mozemy zapisa¢ przy uzyciu rozwiazan réwnania (5.175):
U(ry;re;...;r;R) = ch(rl; ry...;rn; R) f(R). (5.177)
c=0

Poniewaz jadra sa znacznie ciezsze od elektronéw (a wiec maja znacznie wieksza bezwladnosé),
uzasadnione jest zalozenie, ze elektrony dostosowuja swe potozenie do aktualnej geometrii jader
btyskawicznie, bez strat energii, czyli adiabatycznie. W ujeciu formalnym przyblizenie to, czyli tzw.
przyblizenie adiabatyczne, ma postacé

U(ry;ro;...;ry; R) = Up(ry;ro; .. s ry; R) fr(R), (5.178)
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a wiec jest ograniczeniem rozwiniecia (5.177) do zaledwie jednego cztonu. baczac (5.174), (5.176)
i (5.178) uzyskujemy rownanie Schrodingera w przyblizeniu adiabatycznym:

(ﬁo + ﬁ/>¢k(r1; ro;.. ;TN ) fi(R) = Eg(risros. .. i R) fi(R). (5.179)
W dalszej czesci rozwazan potrzebna nam bedzie wartos¢ wyrazenia Arig(ri;ra;...;ry; R) fr(R).

Korzystajac z zaleznosci
Ar = VRVR (5.180)

i z faktu, ze operator Vg jest wektorowym operatorem zawierajacym pierwsze pochodne, mozemy
zapisaé

ARYg(r1;1e; .. 51N R) fe(R) = VRVRY(r15 125 .51 R) fr(R) =
= VR[fL(R)VRYy(r1;T0;5 .. ;TN R) + Yp(risre; .oy R) VR fir(R)] =
= Yr(ri;rs. . TN R)ARfi(R) + fe(R)Artp(ris o ..y rv; R)+
+ 2VRYk(r1;12; .. s R) VR fi(R).

(5.181)
Poniewaz pochodna funkcji stalej jest zerem, zachodzi
Vrl =0, (5.182)
zas korzystajac z warunku normalizacji funkcji ¢y
(| relvnlvn) =1 (5.183)
uzyskujemy
VR (e rlvoevn) = (VY [V VRYR[VK) + (k| VRIYR[VE VRIYR) = 2 <¢k|vR|¢k|¢k|vR|¢kz5:1§4)

Mnozac rownanie (5.179) skalarnie przez (| (a wiec catkujac je po wspohrzednych elektronowych,
nie zas po wspohrzednej jadrowej R) i korzystajac z zaleznosci (5.175), (5.181) i (5.184) uzyskujemy
rownanie Schrodingera dla ruchu jgder:

o B+ BU(R) + Hiy ()| (R) = BA(R), (5.185)

gdzie
Hi(R) = <¢k|Hl|¢k‘¢kz|ﬁ,|¢k> (5.186)

jest cztonem opisujacym wpltyw ruchu jader na energie elektronowa. Zauwazmy, ze czes¢ operatorowa
rowania (5.185) sklada sie z operatora energii kinetycznej jader oraz operatora energii potencjalnej
dla ruchu jader:

Ur(R) = EY(R) + H;,(R). (5.187)
Z zaleznosci (5.172) i (5.186) wynika, ze
1
iy (R) ~ L (5.188)

jest to wiec mata liczba. W przyblizeniu Borna-Oppenheimera zaktadamy
Hiy(R) =0, (5.189)

co oznacza, iz energia potencjalna dla ruchu jader jest tylko energia elektronowa E}(R).
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Naszym celem jest znalezienie rozwiazan réwnania Schrodingera dla ruchu jader:

A+ OB (R) = EA(R). (5.190)

Zauwazmy, ze operator energii potencjalnej w rownaniu (5.190) jest sferycznie symetryczny (zalezy
tylko od skladowej radialnej wektora R). Mamy do czynienia z sytuacja podobna, jak w przypadku
atomu wodoru. Domyslamy sie, ze 1 w tym wypadku mozemy sfaktoryzowa¢ szukana funkcje fr(R)
na czesci katowa i radialna. Okazuje sie, ze rozwiazania rownania (5.190) mozna zapisa¢ w postaci

xk(R)
7

Wstawiaja funkcje (5.191) do rownania (5.190) i wyrazajac laplasjan Ar we wspotrzednych sferycz-
nych [wzor (3.362)] otrzymujemy

{ i {a <R2 0 ) L0 (me%) PR } +Uk(R)}Y(0;¢)Xk(R) — By (0:0) ).

fe(R) =Y (6;9) (5.191)

" 2uR? |OR OR sin 6 00 sin? 0 9¢? R R
(5.192)
Musimy wiec obliczyé¢ wyrazenie
d [ odxR)]_ d ., PR

Wstawiajac wynik (5.193) do réwnania (5.192) i dzielac calosé obustronnie przez funkje (5.191)
otrzymujemy

h2{ L Px(R), 1 [1 a(smeﬁ)Jr 1 aZ]Y(Q;qb)}—i-Uk(R):E,

2 xx(R) dR? Y (0; ¢)R? sin 6 90 00 sin? § 0¢?
(5.194)
Po prostych przeksztalceniach réwnanie (5.194) mozna zapisa¢ w postaci
R* d*xx(R) 2uR? 1 1 9 9, 1 02
- — k=~ |——F55; |sinf— —— | Y (6; 1
T s i ey [smeae (Smeae) * sm2ea¢2] (6;9), (5.195)

czyli takiej, w ktorej lewa strona zalezy od zmiennej R, prawa zas — od zmiennych 6 i ¢. Poniewaz
rownanie (5.195) musi by¢ spetnione dla wszystkich mozliwych wartosci tych zmiennych, oznacza to,
ze obie strony tego réwnania sa rowne pewnej staltej, ktora oznaczymy przez A. Z réwnania (5.195)
otrzymujemy wiec dwa réwnania odpowiednio dla funkcji katowej i radialnej. Rownanie na funkcje
katowa ma postaé
1 0 0 1 02

—— [sinf—= | + ——===| Y (0;9) = \Y(0;0). 5.196

[sin@@@ ( i 89) sin290¢2} (6:9) (6:9) ( )
Rownanie (5.196) ma taka sama posta¢ jak rownanie (3.293) dla rotatora sztywnego. Zatem poszu-
kiwane funkcje Y to po prostu harmoniki sferyczne, zas

A= —J(J+1), J e NU{0}, (5.197)

gdzie J jest liczba kwantowa rotacji. Korzystajac z zaleznosci (5.195) i (5.197) otrzymujemy réwnanie
pozwalajace wyznaczy¢ czesé radialng funkcji falowej (5.191):

h? d?

——— 4+ Vi (R v (R) = ErpiXeos (R), 5.198

2,udR2+ k()| Xk (R) ko X ko (I2) ( )

gdzie
h2

2uR?

Vis(R) = Up(R) + J(J + 1) (5.199)
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Rownanie (5.198) opisuje ruch zwiagzany ze zmiang odleglosci miedzyjadrowej, a wiec oscylacje. Za-
uwazmy, ze potencjal (5.199), w ktorym zachodza oscylacje, sktada sie z potencjatu Uy (R), otrzy-
manego w wyniku rozwiazania elektronowego réwnania Schrodingera, zaleznego od liczby k, oraz
potencjatu odsrodkowego (rotacyjnego), zaleznego od liczby J. Poniewaz rownanie (5.198) ma wiele
rozwiazan dla ustalonych wartosci liczb ki J, stad wprowadzilismy liczbe v, numerujaca te rozwiaza-
nia. W ogolnosci potencjal Ux(R) dany jest w postaci numerycznej, stad rowanie (5.198) rozwiazuje
sie numerycznie. Jednakze dla matych wychylen z potozenia réwnowagi mozna rozwina¢ potencjat
Ur(R) w szereg Taylora wzgledem polozenia réwnowagi R. (czyli wartosci R, dla ktorej potencjat
ten ma minimum):

Ur(R) = Up(R,) + {d(];ém] (R— R,) + {%};ﬁ)} (R—R.)*+.... (5.200)
R. Re

0

Zaniedbujac dalsze cztony w rozwinieciu (5.200) i wprowadzajac stala sitowa:

d*Ux(R)
k= 5.201
B (5.201)
otrzymujemy
1
Up(R) = Up(R.) + 5lc(R — R,)%. (5.202)
Poniewaz dla matych wychylen z polozenia réwnowagi zachodzi ponadto
h? h?
1)——= =~ 1)—— 2
J(J + )2uR2 J(J + )2uRg’ (5.203)
mozemy zalozy¢, ze potencjal dla oscylacji ma postaé
Vis(R) = Up(R.) + J(J + 1) il +1k:(R—R)2 (5.204)
kJ — Uk e QMRE 9 e) - .
Przy takim zalozeniu réwnanie (5.198) przyjmuje postac
h? d? 1 9
—Zd—m + §]€<R — Re) XkUJ(R> = (CJWkaJ(R), (5205)
gdzie
h2
Ey = Eypy — . 1 . 2
.y [Uk(R)+J(J+ )2MR§] (5.206)
Wprowadzajac zmienng © = R — R,, rownanie (5.205) mozna zapisa¢ w postaci
n:d? ka?

Rownanie (5.207) jest tozsame z rownaniem (3.141) dla oscylatora harmonicznego. Na podstawie
réwnania (3.178) otrzymujemy wiec

1
€, = huy (v + 5) , (5.208)

gdzie vy jest czestoscig drgan zerowych. Wprowadzajac stala rotacyjna:

h2

= 5.209
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catkowita energie czasteczki mozemy zapisac¢ jako

1
Evs(R) = Ug(R) + hiyg (v + —) +BJ(J+1). (5.210)
N—— 2 N———’
Ezl T E;ot

Energia ta jest wiec suma energii elektronowej, Y, oscylacyjnej, E%¢, i rotacyjnej, E%*.

5.2.2 Wprowadzenie do teorii orbitali molekularnych

Hamiltonian czasteczki ztozonej z N elektronéw, opisanych wektorami wodzacymi r;, i M jader o
liczbach porzadkowych Z,, opisanych wektorami wodzacymi R, przy zatozeniu nieskoniczonej masy
jader ma posta¢ analogiczna jak w wyrazeniu (5.4) i dany jest wzorem

R h2 N ZZﬁ N—-1 N 1
o s (DY AT sy )

i=1 a=1 f=a+1 a=1 i=1 i=1 j=i+1

Hamiltonian (5.211) mozna zapisa¢ w postaci analogicznej do wyrazenia (5.6):

ZoaZ
I = Zh +47r€0 (Z > R %ﬁ‘ Z Z —r]|> (5.212)

1 f=a+1 =1 j= z+1
gdzie
R h? e? M Z
h; = ——A,, - 5.213
2m al Areg Z R, —1i| ( )

Jesli rozwigzujemy réwanie Schrodingera dla ustaloneJ geometrii jader, wowczas czlon opisujacy
kulombowskie odpychanie jader jest staly i wchodzi addytywnie do energii otrzymanej w wyniku
rozwiazania tego rownania. Mozna wiec rozwiazywacé rowanie Schrodingera z hamiltonianem

2

L  ZuZs
H=H-V, =% 5.214
¥ 47'('60 Z Z _RB‘ ( )

a=1 B= +1

Aby uzyskaé energie catkowita w takim wypadku, nalezy do energii elektronowej € uzyskanej w
wyniku rozwiazania réwania Schrodingera z hamiltonianem (5.214) doda¢ czton Vj;:

E=¢&+Vj (5.215)

Podobienstwo hamiltonianu (5.212) opisujacego czasteczke z hamiltonianem (5.6) opisujacym atom
oznacza, iz przyblizenie jednoeletronowe mozna zastosowaé¢ réwniez w przypadku czasteczek. Przy-
blizenie to w odniesieniu do czasteczek oznacza, ze kazdemu elektronowi przyporzadkowujemy jed-
noelektronowa funkcje zwang spinorbitalem molekularnym. Spinorbitale molekularne tworzymy po-
dobnie jak spinorbitale dla atomoéw, korzystajac z wyrazen (5.1) i (5.2). Zatem funkcje falowa dla
czasteczki mozemy zatozyé w postaci wyznacznika Slatera (5.15), z tym, ze wyznacznik ten tworzony
jest przez spinorbitale molekularne.

5.2.3 Jon HJ

Jon HJ sktada sie z dwoch jader (oznaczmy je jako a i b) i jednego elektronu. Wprowadzajac
oznaczenia
r,=R,—r
ry, = Rb —Tr s (5216)
R=R,— Ry
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hamiltonian (5.214) przyjmuje postac

A 2 2
Ao _PA e (1+l), (5.217)

r
2m deg \Tq  Th

zas czton odpychania miedzyjadrowego wynosi

62

Za 47T€0R.

(5.218)

Tq Tp

Qe b
+ R +

Rysunek 5.2: Definicja odleglosci w drobinie Hy

Do rozwigzania réwania Schrodingera z hamiltonianem (5.217) mozemy uzy¢ metody wariacyjnej.
Problemem jest jednak wyboér funkeji probnej. Mozna jednakze zauwazy¢, ze w sytuacji, gdy elektron
znajduje sie w poblizu protonu a, musi on by¢ opisany funkcja falowa podobng do funkcji falowe;
atomu wodoru scentrowanej na tym protonie, gdyz oddziatywaniem z protonem b jest wowczas duzo
stabsze niz z protonem a. Analogicznie, jesli elektron znjaduje sie w poblizu potonu b, jest on
opisany funkcja falowa zblizona do funkcji falowej atomu wodoru scentrowanej na protonie b. Zanim
przejdziemy do dalszych rozwazan, musimy uscisli¢ pojecie scentrowania orbitalu.

Centrum orbitalu oznacza punkt w uktadzie wspotrzednych, wzgledem ktérego mierzone sa wspot-
rzedne elektronu opisanego tym orbitalem. W przypadku atomoéw jest to zawsze poczatek uktadu
wspohrzednych (0;0;0), gdyz tam znajduje sie jadro. Jesli dany orbital

x(r) = x(x;y; 2) (5.219)

ma by¢ scentrowany na jadrze i o wspotrzednych R; = (X;;Y;; Z;) wzgledem poczatku uktadu wspot-
rzednych, wowczas argument tego orbitalu ulega przesunieciu (translacji) o ten wektor, zatem orbital
scentrowany na tym jadrze otrzymujemy przez translacje orbitalu (5.219). W wyniku operacji trans-
lacji otrzymujemy orbital scentrowany na danym jadrze, a wiec inna funkcje — oznaczmy ja jako ;.
Operacje translacji mozna przedstawi¢ przy uzyciu operatora translacji o wektor R, T(Ri):

~

Xi(r) =T(Ri)x(r) = x(r = Ry) = x(z — Xy;y = Yis 2 — Z;). (5.220)

Wracajac do jonu Hy, mozemy stwierdzi¢, ze funkcja prébng powinna byé¢ kombinacja funkcji
falowych dla atomu wodoru scentrowanych na protonach a i b, czyli orbitali x, 1 x:

o(r;cr;e9) = c1x(r — Ry) + cax(r — Ry) = c1xa(r) + caxp(r) (5.221)

Mozemy ponadto zalozy¢, ze uzywamy orbitali rzeczywistych. A zatem poszukiwang funkcje, czyli
orbital molekularny, przedstawilismy w postaci kombinacji liniowej orbitali atomowych. W ogdlnosci
metode polegajaca na tworzeniu orbitali molekularnych przez kombinacje liniowe orbitali atomowych
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oznacza sie skrotem LCAO MO (ang. linear combination of atomic orbitals — molecular orbitals).
Obliczajac funkcjonal energii funkcji probnej (5.221) z hamiltonianem (5.217) otrzymujemy
C% + C%)Haa + 2c1c9H gy B F

(
€= — 5.222
¢t 4 3+ 2¢1¢25a G’ ( )

gdzie wprowadzilismy oznaczenia

Haa = /X(F—Ra)‘HX(r_Ra) d3r = <Xa|ﬁ|Xa

r

i) = [ =R Exr—Re) ' = (wl |l )

r

(5.223)
z uwagi na rownowaznos¢ obu protonéow,
Heoy = /X(r—Ra)ﬁX(r—Rb) &Pr = <Xa|]:]|Xb xalmxb> = /x(r—Rb)ﬁX(r—Ra) d’r = <xb|1':flxa xblfllxa>
' ' (5.224)
z uwagi na hermitowskos¢ hamiltonianu i
S = [ (e = Rl = Ra) ' = (abalvali)- (5.225)
Poniewaz translacja jest operacja liniowa, zachodzi
Arxa(r) = Ar_r, Xa(r) = A, x(rs) = Apx(r) (5.226)
oraz
1 3 1 3 1 3 1 3
Xl xa@) d'r = [ xr)—xr) d'r = [ x(r)x(r) dr = [ x@)xmdr. (5.227)

Na podstawie zaleznosci (3.375), (3.389), (5.217), (5.223), (5.226) oraz (5.227) otrzymujemy
1

Tp

2
Haa = EH - ‘ <Xa

4deq

xa> : (5.228)

gdzie Fy jest energia elektronu w atomie wodoru. Catki H,, i H,, maja wymiar energii i sa ujemne.
Sap jest tzw. catkq nakrywania orbitali scentrowanych na protonach a i b. Wyznaczamy teraz minima
energii ze wzgledu na parametry wariacyjne ¢y i co:

% . (261Haa + QCgHab>G — F(2C1 -+ 2625a5>
801 N G?

(5.229)
ClHaa + CZHab - 8(01 + C2Sab)
= 2 — 0,
G
skad otrzymujemy
(Haa — 8)01 + (-Hab - ESab)CQ = 0. (5230)
Analogicznie z warunku
o0&
— =0 5.231
% (5.231)
otrzymujemy
(Hab — (C:Sab)cl + (Haa — 8)02 =0. (5232)

Rownania (5.230) 1 (5.232) tworza uktad rownan jednorodnych, ktory ma nietrywialne rozwiazania
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz tego uktadu jest osobliwa:

Haa - 8 Hab - 8Sab

Hetes. Ho_el|=0 (5.233)
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Pierwiastki rownania wiekowego (5.233) wynosza

Haa + Hab
E1=——m—— 5.234
! 1+ S ( )
! H,
gy = 209 5.235
2T 11— Sy (5:235)
Z rownania (5.230) otrzymujemy
&1 8Sab - Hab
—_— = 5.236
Co Haa - & ( )
Podstawiajac do rownania (5.236) pierwiastki rownania wiekowego (5.233) otrzymujemy
a_q (5.237)
Ca
dla &€ = & oraz
c
e (5.238)
C2
dla € = &5. Otrzymujemy wiec dwa orbitale molekularne:
p1(r) = Ni[xa(r) + x5(r)] (5.239)
o energii €, oraz
pa(r) = Na[Xa(r) — xs(r)] (5.240)

o energii Es.
Cwiczenie 5.1 Wyrazi¢ state normalizacyjne Ny i Ny orbitali o1 i @o przez catki nakrywania Sgp.

Rozwiazanie 5.1 Korzystajoc z warunku normalizacyi otrzymujemy

(prlrrlon) = [N (xa + XolXa + XslXa + X6lXa + X6) = [N [(XalXalXalXa) + (elxalxelxe) + (Xalxolxalxe

1 1 Sab
(5.241)
skqd
1
Ny = ——. (5.242)
V2(1+ Sap)
Analogicznie,
1
= (5.243)
2(1 — Su)

Wybor funkeji y, i xp jest w zasadzie dowolny, jednakze narzucajgcym sie intuicyjnie wyborem jest
uzycie funkcji 1s atomu wodoru, tzn.

o(r) = 1s,(r) = 1s(r — R,)
{ ib(r) = 1sy(r) = 1s(r — Ry) (5.244)

W takim wypadku uzyskujemy orbitale molekularne

{ o4ls(r) = Nig[ls,(r) + Lsy(r)]

015(r) = Niy[lsa(r) — 1sy(r)] (5.245)

przy czym o,ls jest orbitalem wigZgcym, o energii nizszej od energii orbitalu 1s atomu wodoru, zas
orls — orbitalem antywigzgcym, o energii wyzszej od energii orbitalu 1s atomu wodoru. Znaczenie
indeksow ¢ i u stanie sie jasne w rozdziale 5.2.5. Schemat tworzenia tych orbitali przedstawiono na
rysunku 5.3.
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B lo,

Rysunek 5.3: Schemat tworzenia orbitali molekularnych w drobinie Hy

5.2.4 Operacje i operatory symetrii

Symetria odgrywa ogromna role w teorii orbitali molekularnych. Matematyczny opis roli symetrii w
mechanice kwantowej jest domeng teorii grup, z ktoérej kilku poje¢ skorzystamy przy naszym opisie
operacji symetrii.

Operacja symterii polega na takim przesunieciu lub przeksztalceniu danego obiektu (w szczegol-
nosci molekuty), w wyniku ktorego otrzymujemy obiekt fizycznie nieodréznialny od obiektu wyjscio-
wego.

Element symetrii jest punktem, linig lub ptaszczyzna, wokot ktorej zdefiniowana jest dana ope-
racja symetrii. Jest to jednoczesnie zbior punktow statych danej operacji, a wiec punktow nie ulega-
jacych zmianie w wyniku tej operacji symterii.

Oto kilka przyktadow operacji symetrii:

e operacja identycznosciowa E, nie zmieniajaca obiektu.

e odbicie w ptaszczyznie o. Jesli ptaszcezyzna jest wyznaczona przez dwie osie uktadu wspotrzed-
nych, wowczas zapisuje si¢ to w postaci indeksu, np. o,, — odbicie w plaszczyznie wyznaczone;j
przez osie x 1 y.

e obrot wokot osi C,,, przy czym kat obrotu wynosi %’r

e inwersja I, czyli odbicie w srodku symetrii (inwersji).
Obiektami, na ktérych wykonujmey operacje symetrii, moga byé¢ takze funkcjami, w szczegdlnosci —
funkcjami falowymi i orbitalami. Dziatanie danej operacji symetrii R na funkcje ¢ mozna zapisaé
schematycznie jako

R p(xiy;2) = ¢ (y2) = (s y'2) (5.246)

Operacje (5.246) mozna zapisa¢ w bardziej dogodny spos6b wprowadzajac operator symetrii R od-
powiadajacy operacji symetrii R:

¢ (139 2) = p(asy; 2') = Ro(x;y; 2). (5.247)

Warto w tym miejscu przypomnieé¢, w jaki sposéb w chemii kwantowej obrazuje si¢ funkcje trzech
zmiennych w trojwymiarowym uktadzie wspotrzednych. Wykres funkcji ¢, a wiec np. orbitalu, jest
zbiorem punktow przestrzeni trojwymiarowej opisanych zaleznoscia

{(ziy;2) « |p(z3y; 2)| = m > 0}, (5.248)

a wiec jest to wykres funkeji uwiktanej. Pamietajac o tym, sama operacje symetrii mozna w ogblnosci
zapisa¢ w postaci
x—a
R:{ y—vy . (5.249)
z—= 2
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Korzystajac z tej konwencji, od razu mozemy podaé postaci operatoréw identycznosciowego, odbicia
w plaszczyznie i inwers;ji:

r—x Tr—x r— —x r—x r— —x
E:Q y—=y 004 Y=Y 0,8 Y=y ,0m:8 y——y ,1:¢ y——y . (5250)
z =z z— —z z =z z =z z— —z

Operatory te mozemy zapisa¢ takze we wspotrzednych sferycznych:

r—T r—r r—r r—r r—r
E:{ 0—=0 ,6,:8 0o1—0 ,6,.:4 66 P G Il 0T —0 .
¢ — ¢ o — 0 ¢p—=T—09 ¢ —2m—0¢ =T+
(5.251)

Rozptarzmy dziatanie niektéorych operatoréw symetrii na orbitale 1s i 2p. Jak wiemy z rozdzia-
tow 3.6.1 1 3.6.2, orbitale te maja postac

1s(r) = lee_%
_zr -2
2p,(r) = Nape 07 sinf cos ¢ = Nope oz (5.252)

(
2py(r> = N2p€_%7" Sin&singf) = N2pe_%y
(

_Zr _ Zr
2p,(r) = Nype 2201 cosf = Nype 200z

Poniewaz zadna z operacji symetrii nie zmienia r, najwygodniej bedzie rozpatrzy¢ dziatadnie ope-
ratorow okreslone we wspotrzednych kartezjanskich [wyrazenie (5.250)]. Natychmiast stwierdzamy,
ze orbital 1s nie ulega zmianie w wyniku zadnej z wyzej wymienionych operacji symetrii. Orbital
ten jest zatem funkcja wlasna tych operatoréw z wartoscia wtasng 1. Z kolei dla operatora inwersji
znajdujemy R

112pg(r)] = =2py(r), q € {z;9; 2}, (5.253)
a zatem orbitale 2p sa funkcjami wlasnymi operatora Iz wartosciag wtasna —1. Podobnie dla opera-
tora odbicia w ptaszczyznie ry znajdujemy od razu

Ouy2ps(T) = 2p, (1)
60y20,(x) = 2p,(r) . (5.254)
Ouy2p.(r) = —2p, (1)
Bardzo wazna operacja jest obrot o dany kat ¢ wokot osi z, czyli osi taczacej obydwa jadra, R, () =
C,. Dzialanie operatora takiego obrotu we wspolrzednych kartezjaiskich ma postac

T — T COSY — ysiny

C’¢ QY —axsinpg+ycosp (5.255)
z =z

2

a poniewaz r* = 2? 4+ y* + 22, od razu otrzymujemy C,, : r — r. Oznacza to, ze

C,1s(r) = 1s(r). (5.256)

Dla orbitali 2p otrzymujemy

~

Cp2ps(r) = 2p,(r) cos p — 2p,(r)sin ¢
p.(r) sing + 2p,(r)cosg . (5.257)
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Analogicznie mozemy znajdowaé¢ wartosci wlasne pozostatych operatorow.

Sytuacja ulega jednak zmianie, gdy orbitale nie sa scentrowane w poczatku uktadu wspotrzednych,
a wiec wowczas, gdy poddajemy je translacji. Rozwazmy molekute homojadrows. Niech jadra a i
b beda opisane wektorami wodzacymi R, = (X4; Ya; Z,) 1 Ry = (X4;Ys; Z,). Uktad wspotrzednych
orientujemy w ten sposob, by jego poczatek byt w srodku linii taczacej jadra, tak wiec

R, = R, (5.258)

Orientacje uktadu wspotrzednych wzgledem molekuty dwuatomowej przedstawiono na rysunku 5.4.
Orbital 1s scentrowany na jadrze a ma postac

Rysunek 5.4: Orientacja elementéw symetrii w uktadzie wspotrzednych

_ Z|r—Ra] _Z\/(I*Xa)Q+(y*Ya)2+(Z*Za)2

Ise(r) =1s(r —R,) = Nige @0 = Ny,e a : (5.259)

Przyjelismy, ze wektor R, jest rownolegty do osi z, wiec R, = (0;0; Z,), wiec

W Neane=n
1sq(r) = Nyge ao . (5.260)

Analogiczna posta¢ ma orbital 1s scentrowany na jadrze b:

_ Z|r—Ry|

Isp(r) = Nige @0 | (5.261)
zas korzystajac z zaleznosci (5.258) mozemy zapisaé
 Zr+Ral N e
Isp(r) = Nigew @0 = Nige ag : (5.262)

W wyniku dzialania operatora inwersji na orbital 1s, otrzymujemy

- _ 2V (024 ()2 4~z Za)?

I[1s,(r)] = Nise a0 -

N ey
= Ny,e ag = 1sp(r).

(5.263)
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Analogicznie,

A

I[1sp(r)] = 1s4(r). (5.264)

Z zaleznosci (5.263) 1 (5.264) wynika, ze orbitale 1s, i 1s, nie sa funkcjami wlasnymi operatora
inwersji. Nietrudno zauwazy¢, ze funkcjg wtasna tego operatora sg suma i réznica tych orbitali:

I[1s4(r) + 1sy(r)] = I[1sa(r)] + I[Lsy(r)] = Lsy(r) 4 Lsa(r) = Lsg(r) + Lsy(r) (5.265)
I[1sa(r) — 1sp(r)] = I[1s,(r)] — I[1sy(r)] = Lsy(r) — Lsg(r) = —[Lsa(r) — Lsy(r)], (5.266)

z wartosciami wlasnymi odpowiednio 1 i —1. Rozpatrzmy teraz dziatanie operacji obrotu o kat ¢
wokot osi z na orbitale 1s:

N N _ Z\/22 424 (2= Zq)? _ Z\/(z cos p—y sin )2+ (z sin p+y cos )2 +(2— Za)?2
Collse(r)] = Cyp | Nose a0 = Nyse a0 =
(5.267)
_ ZV22+y?+ (2= Za)?
= Nyise a0 = 154(r),
podobnie A
Co[Lsp(r)] = Lsy(r). (5.268)

Z zaleznosci (5.257) od razu widaé, ze sposrod orbitali 2p niezmiennicze ze wzgledu na obrot C, sa
tylko orbitale 2p,. i 2py,. Rozpatrzmy teraz dziatanie pozostalych operatorow na orbitale 2p. Dla
operatora inwersji otrzymujemy

A

1[2pag(r)] = —2py(r), q € {z;y; 2}, (5.269)

wiec dla kombinacji liniowych orbitali 2p zachodzi

A

1[2paq(r) + 2ppy(r)] = —[2pag(r) + 2ppy ()] (5.270)

oraz

—f[2paq<r) = 2pbq(r)] = 2pag(r) + 2ppg(r). (5.271)
Dana funkcja ¢ jest niezmiennicza (symetryczna) wzgledem operacji symetrii R, jesli jest funkcja
wtasng operatora tej operacji z wartoécia wtasna 1:

R(p(r) = p(r), (5.272)

jest za§ antysymetryczna wzgledem tej operacji, gdy jest funkcja wlasna odpowiadajaca wartosci
wtasnej —1:

Ro(r) = —p(r). (5.273)

Orbital molekularny jest kombinacja liniowa orbitali atomowych. Przy opisywaniu orbitali moleku-
larnych podaje sie informacje o ich symetrii:

e orbitale o to orbitale niezmiennicze wzgledem obrotu o dowolny kat wokot osi wiazania mole-
kuty, a wigc orbitale bedace funkcjami wlasnymi operatora C, z wartoscig wtasng 1,

e orbitale 7 to orbitale ulegajace zmianie w wyniku obrotu o dowolny kat wokot osi wigzania mo-
lekuty, antysymetryczne wzgledem odbicia w plaszczyznie o,, badZ oy, wigc w plaszczyznach
zawierajgcych o$ wigzania,

e orbitale bedace funkcjami wlasnymi operatora inwersji z wartoscig wtasna 1 oznaczamy literg g
(niem. gerade), za$ te odpowiadajace wartosci wlasnej —1 — litera u (niem. ungerade).
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Tablica 5.8: Klasyfikacja orbitali molekularnych utworzonych z orbitali atomowych powlok K i L ze
wzgledu na symetrie

Orbital molekularny ~Wartos¢ wlasna operatora

(nieznormalizowany) [ &,. 6,. o Oznaczenie
1sq + 1sy
284 + 28y, 1 1 1 1 Oy
1s, — 1sp )
254 — 28y L. 1 1 o
2Paz + 2Pba -1 1 —1 _ Tu
2paﬂ»‘ - 2pbw 1 1 —1 J— ﬂ-;
2pay + 2pby —1 —1 1 — Ty
2Pay — 2Pby 1 -1 1 — "
2paz + 2pbz -1 1 1 1 O.Z
2paz - 2pbz 1 1 1 1 o,

Ponadto orbitale antywiazace (a wiec kombinacje o energii wiekszej od energii orbitali atomowych
wchodzacych w kombinacje) oznacza sie gwiazdka w gornym prawym indeksie. W tabeli 5.8 zebrano
dotychczasowe wnioski dotyczace kombinacji liniowych orbitali atomowych i podano ich oznaczenia
kierujac sie powyzszymi regutami.

Sytuacja ulega zmianie, gdy mamy do czynienia z molekula heterojadrowa, a wiec wowczas, gdy
tworzac orbitale scentrowane na jadrach a i b poddajemy translacji r6zne orbitale — np. orbitale 1s
roznigee sie wyktadnikiem, uzyskujac orbitale

_ Za|r—Ra|
Isa(r) = Nye ™ @0 (5.274)
oraz
_ Zplr—Rp| _ ZplrtRal
Isy(r) = Nye =0 = Nye @ . (5.275)

Jak tatwo zauwazy¢, kombinacje orbitali atomowych atoméw czasteczki heterojadrowej nie beda juz
funkcjami wlasnymi operatoréw inwersji i odbicia w ptaszczyznie o,,. Moga by¢ natomiast funkcjami
wlasnymi obrotu C, i odbicia w ptaszczyznach o,. i 0,,. A zatem tworzac orbitale molekularne
czasteczki heterojadrowej mozemy mowi¢ juz tylko o symetrii o badz .

5.2.5 Ogo6lna metoda LCAO-MO

Rozwazajac w podrozdziale 5.2.3 najprostsza molekute, Hy , doszlismy do wniosku, ze elektron tej
drobiny mogt by¢ opisany funkcja bedaca kombinacja liniowa orbitali tworzacych ja atoméw scentro-
wanych na tych atomach. Stwierdziliémy, ze do utworzenia orbitalu molekularnego moglismy uzy¢
kombinacji orbitali 1s atomu wodoru. Woéwczas uzyskiwaliémy dwa orbitale molekularne, wiazacy i
antywiazacy. Z kolei w podrozdziale 5.2.4 rozpatrzylismy kilka zagadnien z zakresu symetrii orbitali
atomowych scentrowanych w danych miejscach przestrzeni, roznych od poczatku uktadu wspotrzed-
nych. W szczegdlnodci stwierdziliSmy, ze orbitale te moga by¢ symetryczne badz antysymetryczne ze
wzgledu na inwersje. Jak tatwo sie domysli¢, orbitale molekularne doriny Hj mozna utwzorzy¢ nie
tylko z atomowych orbitali 1s, ale takze z orbitali wzbudzonych, na przyktad 2s, uzyskujac orbitale
o wiekszej energii.
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5.2.5.1 Cazasteczki homojadrowe

W przypadku czasteczek homojadrowych mamy do czynienia z duza symetria uktadu, taka cza-
steczkyg bowiem jest symetryczna wzgledem operacji C,, 04, jak i odbicia w dowolnej ptaszczyznie
zawierajacej os wiazania, a takze wzgledem inwersji. Tworzac orbitale molekularne czasteczki homo-
jadrowej kierujemy si¢ wynikami zebranymi w tabeli 5.8. Kolejno pojawiajace si¢ orbitale o, oy, itd.
bedziemy dodatkowo oznacza¢ podajac symbol orbitali atomowych, ktérych kombinacja jest dany
orbital, na przyktad

032p. = N(2pa: + 2pz), (5.276)

gdzie N jest stala normalizacyjng. Nie ma ogdlnej reguty dotyczacej kolejnosci energetycznej orbitali
molekularnych w czasteczkach dwuatomowych — dla kazej nalezy przeprowadzi¢ oddzielne oblicze-
nia, na przyktad metoda wariacyjna. Na rysunku 5.5 pokazano schematycznie kolejno$é¢ energetyczna
orbitali molekularnych czasteczki homojadrowej. Podobnie jak w przypadku atoméw, tak i w przy-

0,,2p-
< T, 2ps T, 2D,
L —— oY
P N
2pa - ~ 2pb
—< >—
™ TPy T, py -
o -~
042D,
0,28
o ——
- Y
28(1 - - - ~ 28b
_— —
- 0425
— g
orls
EEE————
- Y
1Sa - - = ~ 1Sb
—<_.l P —
~ ~— O'gls - il

e ——

Rysunek 5.5: Najczestsza kolejno$é energetyczna orbitali molekularnych czasteczki homojadrowe;j

padku czasteczek mozna podac¢ konfiguracje elektronowa podajac zajetos¢ orbitali molekularnych w
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kolejnosci wzrastania energii:

Hy : (0,1s)%,

Hej : (0,15)*(0%1s)",

He, : (0,1s)%(0%1s)?,

Li : (0,15)%(0%1s)%(0,25)?,

Be, : (0915)2(0213)2(05,25)2(0;25)2,

By : (0418)*(07,15)*(0y25)*(0425)* (mu2p2) (mu2py)'

Cy : (0415)*(0315)*(0425)*(0;,25)* (mu2p0)*(mu2py)?,

Ny @ (0415)%(0315)*(0425)*(07,25)* (mu2p2) *(1u2py)* (0422)?,

02 : (015)* (03 18)%(0425)* (0725)* (1 2p2)* (mu2py)* (042p2)* (7, 2p2) ' (2D, )

Rzqd wigzania jest zdefiniowany zaleznoscia

_ NN (5.277)
2

gdzie N, i N, oznaczaja odpowiednio liczbe elektronéw na orbitalach wiazacyh i antywigzacych. Im
wiekszy rzad wiazania, tym wieksza jego energia i mniejsza dtugosé. I tak na przyktad dla czasteczki
He,, r = 0, wiec nie istnieje chemicznie zwigzana czasteczka Hey.” Najsilniejsze wigzanie wystepuje
w czasteczce azotu, dla ktorej r = 3. W przypadku tej czasteczki widzimy, ze efekt wigzacy pochodzi
od podwdjnie zajetych orbitali m,2p,, m,2p, 1 042p.. Méwimy wigc, ze w czgsteczce azotu jest jedno
wiagzanie typu o i dwa wiazania typu w. Z kolei dla Oq, r = 2, wiec w czasteczce tlenu wystepuje
podwdjne wiagzanie miedzy tworzacymi ja atomami. W tej czasteczce efekt wiazacy pochodzi od
podwdjnie zajetych orbitali o,2p,, m,2p, 1 m,2p,. Roéznica miedzy czasteczka tlenu a azotu polega
na tym, ze w przypadku tej pierwszej efekt wiazacy typu m jest ostabiany przez pojedynczo zajete
orbitale antywiazace m,2p, i m,2p,. W tym miejscu warto wprowadzi¢ pojecia rzedu wiazania o,

ry = u’ (5.278)
2
oraz rzedu wiazania T,
NI — NT
roo= 0 5 a (5.279)

przy czym na przyktad N oznacza liczbe elektronéw na orbitalach 7 antywiazacych. Dla czasteczki
tlenu uzyskujemy r, = 11 r, = 1, méwimy wiec, ze w tej czasteczce wystepuje jedno wiazanie typu
o i jedno wigzanie typu 7. Wiazanie moze by¢ tez potéwkowe, na przyktad dla molekuty Hej mamy
1
r = 5-
Czgsteczki diamagnetyczne nie zawieraja niesparowanych elektronéw. Sa to na przykltad Bes i
No. Czgsteczki paramagnetyczne zawieraja niesparowane elektrony. Sa to na przyktad By i O,.

5.2.5.2 Cazasteczki heterojadrowe

Orbitale molekularne czasteczek heterojadrowych tworzymy podobnie jak w przypadku homojadro-
wych, uwzgledniaja w ich oznaczeniach fakt nizszej symetrii. W przypadku takich molekut mozemy
okresli¢ tylko symetrie o badz 7 orbitali.

"Istnieje jednak uktad Hey, w ktérym atomy helu oddzialuja ze soba tzw. sitami van der Waalsa.
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5.2.6 Przyblizenie m-elektronowe

Bardzo wazng role w chemii organicznej odgrywaja weglowodory nienasycone o ptaskich czasteczkach,
bedace w przeciwienstwie do alkanéw czy cykloalkanéw dosé reaktywnymi uktadami. Doswiadczalne
wyniki (miedzy innymi widma) dla takich czasteczek wskazywaly na istnieje w ich strukturze stosun-
kowo stabo zwigzanych elektronéw. Opisujac uktady tego typu w metodzie LCAO MO, stosuje sie
znang nam juz terminologie orbitali o i m. Rozpatrzmy konfiguracje elektronowa acetylenu (CoHs)
i etylenu (CoHy). Jesli z tych molekul usuna¢ protony, H", wowczas w przypadku acetylenu mamy
do czynienia z anionem C3 izoelektronowym z czasteczka N, a wiec zawierajacym potrojne wigza-
nie: jedno wiazanie ¢ i dwa wigzania 7. Szkielet weglowy etylenu, anion C3~, jest izoelektronowy
z czasteczka tlenu, zawiera wiec jedno wiazanie o i jedno wiazanie m. Terminologie wiazan o i 7
przenosi sie na ptaskie czasteczki weglowodoréw nienasyconych. Uklad wspolrzadnych orientujemy
tak, by plaszczyzna czasteczki (czasteczka jest bowiem plaska) pokrywala sie z plaszczyzna oy,
uktadu, zas o§ z byla prostopadta do ptaszczyzny czasteczki. Orbitale molekularne molekuty beda
w ogolnosci funkcjami wlasnymi operatora 6,,. Orbitale o odpowiadaja wartosci wlasnej 1 (sa wiec
symetryczne wzgledem odbicia w plaszczyznie czasteczki), za$ orbitale m — wartosci wlasnej —1 (sa
antysymetryczne wzgledem odbicia w plaszczyznie molekuly).

W przypadku ptaskich czasteczek zawierajacych sprzezone wigzania m wlasnosci molekuty w de-
cydujacej mierze wynikaja z zachowania tych wtasnie elektronéw. Uzasadnionym jest wiec podejscie,
w ktorym elektrony o opisywane beda w sposéb przyblizony, zas doktadniej zajmiemy sie stanem
elektronow m. W przyblizeniu m-eletronowym zakladamy, ze catkowita funkcja falowa jest iloczynem
czesci o— 1 m-eletronowej,

Uv=v,v, (5.280)

wiec energia elektronowa czasteczki jest suma energii elektronéw opisanych orbitalami ¢ i opisanych
orbitalami 7,
E=FE,+E,. (5.281)
Naszym celem bedzie oszacowanie stanéw wtasnych elektronéw 7m. Wprowadzamy hamiltonian 7-
eletronowy, ktérego stanem wtasnym jest funkcja U,
9 Na—1 Nx

Nx
i, = z;hﬂ(ri) + 4;0 > Ti (5.282)

i=1 j=it1 Y

~

gdzie N, jest liczbg elektronow 7 czasteczki, h,(r;) jest jednoeletronowym hamiltonianem opisujacym
energie kinetyczna i-tego elektronu 7, odpychanie tego elektronu przez wszystkie pozostate N — N,
elektronéw nie bedacych elektronami 7, oraz przyciaganie przez M jader:

A h? e G\
ha(ri) = — Ay, + ( > —=> —“) = T (r;) + Ueoro (). (5.283)

r;
2m 47'('60 = Tij — |I'Z' — R,a|

5.2.6.1 Metoda Hiickla

W metodzie Hiickla zaktadamy, ze dany elektron m porusza si¢ w efektywnym potencjale U.oe = U,
oraz ze orbitale molekularne typu 7 sa funkcjami wlasnymi jednoeletronowego operatora (5.282) z
potencjatem efektywnym Ug: A R R R

F(r) = he(r) = Tr(r) + Ug(r). (5.284)
Zgodnie z metoda LCAO-MO orbitale molekularne 7 tworzymy jako kombinacje orbitali atomowych.
Jedynymi orbitalami atomowymi antysymetrycznymi wzgledem odbicia w plaszczyznie czasteczki sa
orbitale 2p,, a wiec to wtasnie z nich tworzymy orbitale 7:

K

mi(r) = criXk(T), (5.285)
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gdzie K jest liczbag atoméw tworzacych wiazanie 7, za$ y oznacza orbital atomowy 2p, scentrowany
na k-tym atomie zaangazowanym w tworzenie wiazania 7. Stosujac metode Ritza do wyznaczenia
warto$ci wlasnych operatora hy z funkcjami (5.284). Zgodnie z rownaniem (4.120) uzyskujemy uklad
rownan, z ktérego mozemy wyznaczy¢ energie €; orbitali 7;:

K
chzi(szl —€&Su), L € (1; K) NN, (5.286)
k=1

gdzie

- Ay k= l>
Fu = <Xk ‘ P ‘ >a> - (5.287)
ﬁkla k 7& l7

przy czym oy jest catkq kulombowskq, a By — catkq rezonansowq, zas

Sk = (xelxalxkxa) (5.283)

jest catka nakrywania. Roéwnanie (5.286) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
(F —¢S)c; = 0. (5.289)
Rownanie (5.289) ma nietrywialne rozwiazania, jesli wyznacznik uktadu jest zerowy:
|F — eS| =0. (5.290)
W metodzie Hiickla wprowadza si¢ dalsze przyblizenia co do wartosci catek:
Skl = O, (5.291)

B = 0 w przypadku, gdy atomy k-ty i [-ty nie sa ze soba potaczone wiazaniem, zas dla atomow
powiazanych By = ki 8, gdzie ky; jest stala wyznaczona empirycznie dla wigzania miedzy atomami
k-tym i I-tym, zas [ oznacza wzorcowa calke rezonansowa dla atomow wegla (wiec kce = 1). Caltka
kulombowska oy jest charakterystyczna dla danego typu atomu, zas jako wzorzec przyjmujemy catke
a dla atomu wegla. Calki rezonansowa i kulombowska sa ujemne. Dla czasteczek weglowodorow
nienasyconych zawierajacych sprzezone wiazania m macierz (5.290) bedzie wiec zawieraé tylko trzy
rodzaje elementéw: a — ¢;, 3 oraz zera. Dla uproszczenia réwnanie (5.290) skaluje sie przez -

/8 Y
woOwczas w maclerzy tego rownania wystepuja

(5.292)

jedynki i zera. Rownanie (5.290) prowadzi w ogoélnosci do wielomianu stuzacego do wyznaczenia
energii ¢;. W praktyce wyznaczamy z; i nastepnie energie,

€ =a—x;0. (5.293)

Zwykle zaktada sie tez, by wektory c; byty unormowane:

K
el =D et =1 (5.294)
k=1

W ponizszych paragrafach rozpatrzymy kilka przyktadéw zastosowania metody Hiickla.
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Etylen Czasteczka etylenu sktada si¢ z dwoch zwiazanych atomow wegla, zatem rownanie (5.290)
w tym przypadku ma postac
1 ZT;

=0, (5.295)

skad otrzymujemy

{xl =1 (5.296)

.732:1

wiec energie orbitali m wynosza

{61 =ath (5.297)

62206_/8

Korzystajac z rownan (5.289) i (5.294) mozemy jeszcze wyznaczy¢ orbitale y:
—1 1 C11 Co1 — C11| 0
I ) e 0299
zatem cj; = Co1 = \%, oraz orbitale my:
1 1] |ci2] |ci2 +co2f |0
bl ][] 529
wiec cjg = —Cyo = \/Li Ostatecznie uzyskujemy dwa orbitale molekularne 7:

(X1 + x2) (5.300)

T =

Sl

o energii o + (3 oraz

(X1 — Xx2) (5.301)

Ty —

ol

o energii o — 3.

Butadien Rownanie (5.290) dla czasteczki butadienu, ztozonej z czterech atoméw wegla, ma postaé

0 1 2 1|70 (5.302)
0 0 1 =

skad

6 =a+ /258~ a+0,618
? 2 P b (5.303)
e =a— /5~ a—06183

les=a—/*HB3~a— 16188
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5.3 Metoda Hartree-Focka

5.3.1 Podstawy metody Hartree-Focka

Metoda Hartree-Focka jest metoda jednowyznacznikowa, czyli taka, w ktorej funkcje falows zakta-
damy w postaci jednego wyznacznika Slatera (5.15). Celem tej metody jest znalezienie takiego
zestawu spinorbitali tworzacych ten wyznacznik, dla ktérego bedzie on najlepszym przyblizeniem
stanu podstawowego ukladu (atomu, czasteczki, jonu, rodnika) opisanego hamitonianem elektrono-
wym (5.214). Wiezem nalozonym na spinorbitale bedzie ortonormalnosé. Metoda Hartree-Focka jest
to wiec metoda wariacyjna, w ktorej funkcja probna jest funkcja w postaci wyznacznikowej (5.15),
zas parametrami wariacyjnymi sg spinorbitale wchodzace w sktad wyznacznika.

5.3.2 Druga kwantyzacja

Wyzancznik Slatera (5.15) ma automatycznie wbudowang antysymetrie funkeji falowej uktadu N-
elektronowego. W ogoélnosci jednak obliczannie wartosci wlasnych przy uzyciu tychze wyznacznikow
jest uciazliwe. Istnieje jednak pewien formalizm, pozwalajacy w bardzo elegancki sposéb uprosci¢
ten problem, podobnie jak w przypadku oscylatora harmonicznego (patrz podrozdzial 3.4.3). Jest
to wtasnie formalizm drugiej kwantyzacji, tym razem jednak zastosowanej do uktadéw wieloektrono-
wych. W formalizmie tym postulat antysymetrii funkeji falowej jest zawarty bezposrednio w postaci
pewnych operatorow.
Zacznijmy od wprowadzenia nastepujacego oznaczenia dla funkcji falowej w postacji wyznacznika
Slatera (5.15):
W) =[12...N). (5.304)

Zapis (5.304) oznacza, ze wyznacznik Slatera zbudowany jest ze spinorbitali ¢q, ¢, ..., ¢n. Ze
spinorbitalem ¢; zwiazany jest kreator di. Dziatajac na wyznacznik |k...[) tworzy on elektron na
spinorbitalu ¢;:

al k... 1) = |ik...l). (5.305)

Kluczowe znaczenie ma kolejnosé dziatannia kreatoréow. Zachodzi bowiem

alal |k... 1y =al |jk...1) = |ijk...1), (5.306)

z kolei korzystajac z antysymetrii wyznacznika Slatera otrzymujemy

atal |k... 1y =allik...l) = |jik...l) = —|ijk...1). (5.307)
Laczac zaleznoscei (5.306) 1 (5.307) uzyskujemy
St At _
<aiaj n ajaz.) k...1) =0. (5.308)
Poniewaz wyznacznik, na ktory dziataliSmy ciggiem kreatoréw, jest dowolny, mozemy zapisaé
[aj; a}} — afal +alal =0}, (5.309)
+
gdzie wyrazenie [&ZT; d}] nazywa sie antykomutatorem. Z zaleznosci (5.309) wynika od razu
+
alal = —alal, (5.310)

co jest spetnione tylko wowczas, gdy &jdl = 0. Oznacza to, ze nie mozna utworzy¢ dwoch elektronow
na tym samym spinorbitalu. Rozwazmy teraz wyznacznik Slatera postaci

0) = |ik...l) =al [jk...1). (5.311)
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Sprzegajac hermitowsko rownannie (5.311) otrzymujemy

(W) = (k1] = Gk (a) = Gk (5.312)
Z warunku normalizacji wyznacznika Slatera wynika, ze
(VWU = (igk... lijk. .. lijk... l|igk...l) = (jk...l]a; | V) = 1. (5.313)
Tak wiec zaleznosci (5.312) i (5.313) sa spelnione, jesli
a; ligk ...y = |jk...1). (5.314)
A wiec operator a;, sprzezony hermitowsko wobec kreatora dj, annihiluje elektron na spinorbitalu

¢; — jest to wiec annihilator. Sprzegajac hermitowsko réwnannie (5.309) uzyskujemy antykomuator
annihilatorow:

la:;a5], = ;65 + a;a; = 0| (5.315)

Podobnie jak w réwnanniu (5.310), dla annihilatoréow zachodzi a;a; = 0, co oznacza, ze nie mozna
dwukrotnie annihilowa¢ elektronu. Zwréémy jednak uwage, ze annihilator moze annihilowaé elektron
tylko na spinorbitalu znajdujacym sie¢ w skrajnym lewym potozeniu wyznacznika Slatera. Jesli spi-
norbital, ktéry ma by¢ annihilowany, znajduje sie w innej czedci, nalezy przestawi¢ go do skrajnego
lewego polozenia korzystajac z antysymetrii wyznacznika, np.

s |1234) = az(— [1324)) = ag |3124) = [124) . (5.316)

Jesli wiec spinorbital ¢;, na ktéry dziata annihilator a;, znajduje sie w p;-tym potozeniu w wyznacz-
niku Slatera, nalezy dokonaé p; przestawien, by umiesci¢ spinorbital ¢; w skrajnym lewym potozeniu
wyznacznika. Poniewaz kazde takie przestawienie zmienia znak wyznacznika, w wyniu p; przestawien
uzyskamy wyznacznik o znaku (—1)”, co mozemy zapisaé jako

aplij...l...mny = (=1)Pa |lij...mn) = (=1)" |ij...mn). (5.317)

Obecnie znajdziemy antykomutator annihilatora z kreatorem. Rozwazmy najpierw dzialannie an-

tykomuatatora |a;; al

/| na wyznacznik Slatera zawierajacy lub nie zawierajacy spinorbitalu ¢; (p;

oznacza polozenie spinorbitalu ¢; w wyznaczniku Slatera):

i g k.. 1y = (aal +ala) k.. ) alik...m)+al0=|k...m)
ie{k;. 1y = (aa] +afa;) k.0 om) =a,0+ ( )pz Hk...om) = (5.318)
— (=1) |ik . .. ) ( 1)Pi(—1)P: my=|k...i...m)
1
Z zaleznosci (5.318) otrzymujemy wigc
[dl,aﬂ — 1. (5.319)
+

Rozwazmy teraz dziatannie antykomutatora [&i; &;r-] , gdzie ¢ # 7, na dowolny wyznacznik Slatera.
+

Stwierdzamy, ze dziatanie takie moze da¢ niezerowy wynik tylko wtedy, gdy w wyznaczniku brak jest
spinorbitalu ¢; (bowiem na funkcje dziatamy najpierw kreatorem d; z iloczynu di&}), a wystepuje w

nim spinorbital ¢; (bowiem dzialamy najpierw na funkcje anihilatorem a; z iloczynu a
(wj +a}ai> k... .om) = a \jkz...z’...m> +(—1)pia} k...m) =
= (—1)1%+1 |jk:. : .m> + (=D |jk...m) =
(=P (= lik...m) +|jk...m)) = 0.




5.3 Metoda Hartree-Focka 177

Laczac zaleznoscei (5.318) 1 (5.320) uzyskujemy

[di; aﬂ LT a; + af +ala; = 6 | (5.321)

Podsumowujac, antykomuatatory (5.309), (5.315) i (5.321) pozwalaja zmienia¢ kolejnosé¢ kreatorow
i anihilatorow wedtug prostych regut:

alal = —alal

Wprowadzimy obecnie bardzo wazne pojecie — stan prozni. Jest to stan nie zawierajacy zadnych
elekronow opisany funkcja falowa |o). Zaktadamy, ze funkcja ta jest znormalizowana:

(oloo|o) = 1. (5.323)

Oczywiste jest, ze ze stanu prozni nie mozna usunagé¢ zadnego elektronu. Formalnie wiec mozemy
przyja¢, ze wynikiem dzialania anihilatora na ten stan jest po prostu zero:

a;|o) = 0. (5.324)
Sprzegajac hermitowsko rownosé (5.324) uzyskujemy

(o] al = 0. (5.325)
Dziatajac na stan prozni ciggiem kreatoréw mozemy stworzy¢ dowolny wyznacznik Slatera:
tal ...af o) = |ijk...1). (5.326)

W tym momencie posiadamy juz peten formalizm potrzebny do wyznaczania elementéw macierzo-
wych pomiedzy wyznacznikami Slatera. Procedura wyznaczania takich elementéow polega na wyko-
rzyswtaniu regut (5.322) tak, by umieszczaé kolejne anihilatory z prawej strony — tak, by dzialaty
na stan prézni, dajac zero.

Cwiczenie 5.2 Wyznaczyé catke nakrywania pomiedzy wyznacznikami Slatera |¥,) = |ij) i |Uy) =
|kl).

Rozwiazanie 5.2 Zaczynami od zapisania wyznacznikow w drugiej kwantyzacyi:

|W,) = alal |o). (5.328)
Korzystajgc z requt (5.322) wyznaczamy szukang catke:
o) =

o> = i <o ‘ &j&;r o> — <0

A a atat NSO
a;a;a,, a;Q,a,;Q,

(W1 || W[ W) = <0

— 6.8, (0]o]o]o) —du <0 ala; 0> s <o ajaz(o>+<o a;alala; 0> -
f N —~
; ; (5.329)
= 6t — dad {olololo) +u (o] ala; | o) =
—— NI

! 0

— a8 — Subie.
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W ogélnosci beda nas interesowaé¢ elementy macierzowe pomiedzy réznymi wyznacznikami Slatera.
Zawsze jednak, majac okreslony fizyczny uklad (na przyklad czasteczke wody), bedziemy postugiwac
sie pewnym wzorcowym wyznacznikiem i zwigzanym z nim zestawem spinorbitali. Taki referencyjny
wyznacznik Slatera moze by¢ na przyktad uzyskany w metodzie Hartree-Focka. Spinorbitale two-
rzace ten wyznacznik beda tworzy¢ zestaw spinorbitali zajetych: {¢1; ¢o; ... ; N}, gdzie N jest liczba
elektronéow uktadu. Poniewaz w praktyce obliczenia prowadzone sa w pewnej bazie spinorbitali,
ktorej wymiar jest zawsze wickszy od N, uzyskujemy takze zestaw spinorbitali wirtualnych, czyli
nieobsadzonych: {¢ni1;On12;...;Om}, gdzie M jest wymiarem bazy. Taki wzorcowy wyznacznik
Slatera nazywa sie prozniq Fermiego i jest uzyskiwany ze stanu prézni poprzez dziatanie kreatorow
zwiazanych ze spinorbitalami obsadzonymi. Wprowadzimy teraz pewna konwencje dotyczaca ozna-
czania spinorbitali: numery spinorbitali obsadzonych w stanie prézni Fermiego bedziemy oznaczaé
kolejno literami poczynajac od 7, a wiec 7, j, k, itd. Z kolei numery spinorbitali wirtualnych bedziemy
oznaczad literami alfabetu poczynajac od a, a wiec a, b, ¢, itd. Numery downolnych spinorbitali (bez
okreglania, czy sa obsadzone, czy wirtualne) bedziemy ozbaczaé literami poczawszy od p: p, ¢, r, itd.
Mozemy wiec napisac

ij k... € (LNYNN
a,bc,...e (N+1;M)NN . (5.330)
p,q,r,... € {1; M)NN

Stan prozni Fermiego oznaczaé bedziemy przez |0). Stan ten, jak juz wspomnieli$my, uzyskujemy ze
stanu prozni:

0y = alatal .. af |o) = |ijk...1). (5.331)
Wyznacznik Slatera uzyskany przez podmiane spinorbitali ¢;, ¢;, ¢k, ... w wyznaczniku |0) na
spinorbitale wirtualne ¢,, ¢, @, ... bedziemy oznaczaé¢ jako |\I/fjb,§> Zapiszmy wyznacznik |\Ilf‘jb>

przy uzyciu kreatoréw i anihilatoréw. Wyznacznik ten mozemy utworzy¢ ze stanu proézni Fermiego
kolejno przez anihilacje elektronu na spinorbitalu ¢;, kreacje elektronu na spinorbitalu ¢,, anihilacje
elektronu na spinorbitalu ¢; i wreszcie kreacj¢ elektronu na spinorbitalu ¢y, co mozemy zapisa¢ jako

ety = ajajala; |0) . (5.332)

Korzystajac z regut (5.322) oraz z faktu, ze numery spinorbitali obsadzonych i wirtualnych tworza
zbiory roztaczne (a wiec d;, = 0) przestawiamy anihilatory na lewo w wyrazeniu (5.332):

jweb) = alaala; |0 = —alata,a0) = alala;a; o) . (5.333)

Nietrudno zauwazy¢, ze

‘\IJ‘.LI.’C:::> = dgdldl .. Gxa;a; |0) | (5.334)

5.3.3 Reguly Slatera-Condona

W dalszej czesci wyprowadzenia rownan Hartree-Focka bedzie nam potrzebna znajomosé wartosci
srednich operatoréw jedno- i dwuelektronowych z jednowyznacznikowa funkcja falowa. Wartosci te
tatwo znajdowaé przy uzyciu bardzo uzytecznych regut Slatera-Condona. Przy ich wyprowadzeniu
bedziemy korzysta¢ z funkcji falowej zapisanej w postaci (5.16), a wiec przy uzyciu antysymetryza-
tora (1.27). Operator permutacji dziata w ogdlnosci na spinorbitale. Jesli zestaw spinorbitali wcho-
dzacych w sktad wyznacznika jest réznicowany tylko poprzez numery spinorbitali, wowczas operator
permutacji moze dziata¢ na numer spinorbitalu, jak i na wspotrzedne elektronu — w konsekwencji
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otrzymamy te sama funkcje:

U(wi,Wo,...,Wy) = W Z(—l)pzpi <¢1(W1)¢2(W2) e ng(wN)) = (5.335)
_ \/L_' Z(_nmd)ml)(wl)qbpi(z)(wz) B (W) = (5.336)
P du[Bi(w)]g2[Pi(w2)] - .. o [Pi(wi)]. (5.337)

Y =1
Antysymetryzator ten jest hermitowski i idempotentny (1.52), czyli
A== (5.338)

Cwiczenie 5.3 Wykazaé przemiennosé operatora o i hamiltonianu dla funkcji dwuelektronowej 1 (wq, Ws).

Rozwigzanie 5.3 Dia uktadu dwuelektronowego hamiltonian zalezy od wspdétrzednych dwdch elek-

tronow, R R
H = H(I'l, I'Q), (5339)
1 oczywiscie jest miezmienniczy ze wzgledu na permutacje elektronow,
IA{(I'Q,I'l) = [:I(I‘l,rg). (5340)
Dwuelektronowy antysymetryzator jest sumq dwoch permutacyi, Pl=1iPy= P,:
o = 5 (1 _ 3212) (5.341)
Oznaczmy X
HQﬂ(Wl,WQ) = f(Wl,Wg). (5342)
Korzystajac z niezmienniczosci (5.340) uzyskujemy:
P 1
(v, wa) = 5 (V(wr, wa) = (wa, W) ), (5.343)
A 1
Halp(wy, wy) = 2 <§(W1, wa) — &(Wa, W1)>7 (5.344)
o Hip(wy, W) = o E(Wy, W) (5.345)
1
= §<§(W1,W2> — 5(W2,W1)> (5346)
= Halp(wy, ws), (5.347)
a wiec o o
Ho/ = o/H. (5.348)

Naszym celem jest znalezienie wartosci srednich operatorow danych w postaci sumy operatorow
jednoelektronowych:

[}

Il
hE
E\)
=

(5.349)

B
Il
—_

Il
NE
§>

(5.350)

B
Il
—
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i dwuelektronowych

T

[
Il
NE
Na)

(ry,11) (5.351)

k=1 l=k+1
N—-1 N

=3 Y (5.352)
k=1 l=k+1

Poniewaz elektrony sa nierozroznialne, przeto postaci operatorow sktadowych sum (5.350) i (5.352)
ro6znia sie jedynie numerami elektronéw, wiec np.

<¢k‘ﬁk‘¢l> = <¢k‘ill‘¢l> = <¢k‘il1 ¢z>, (5.353)
(D@ | Grt | D) = Dkt | Gimn | PmPn) = (Prbi | G12 | Pmn) (5.354)

wynik calki oznaczonej nie zalezy od nazwy zmiennej, po ktorej catkujemy. Opeatory GriGo sa
niezmiennicze ze wzgledu na permutacje elektronéw, zatem komutuja z operatorem antysymetryzacji:

(o, G\] = [, Gs] = 0. (5.355)
Z nierozroznialnosci elektronéw wynika, ze
(gr1) = (Gux) - (5.356)

Przy dodatkowym zatozeniu
(Grr) =0, (5.357)

uzyskujemy rownowazna postaé¢ wartosci sredniej (5.352):
TR

W dalszej czesci w wyprowadzeniu regut Slatera-Condona bedziemy korzysta¢ z zaleznosci (5.337),
(5.338), (1.49), (5.355) oraz z ortonormalnosci spinorbitali:

(Diloiloilds) = 0y (5.359)

Rozwazmy czton hy operatora G;:

<‘I"il1‘\1’>ZN!<427A(¢1¢2---¢N)‘ﬁl‘tﬁj(¢1¢2---¢N)>:N!<¢1¢2~--¢N‘JZ/E1$2/‘¢1¢2---¢N>:
= N (61620 | Il | 6162w ) = N (9n62.. . | In | énda... o) =

=1

Pp)Phi2) - ¢P¢<N>> -

= i(—wm (01| 0n) (02 0r) - (ow] 00 =
i=1

= i(—l)pi <¢1 ha ¢15¢(1)> 09, p(2) - - ON, By(V)-
i=1

(5.360)
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Tablica 5.9: Permutacja dajaca niezerowy wktad dla operatora hy

i1 23 -+ N—=1 N]|p (=1
1/1 23 -~ N-1 N[O 1

Hoczyn delt Kroneckera w wyrazeniu (5.360) nie znika tylko dla permutacji identycznosciowej, przed-
stawionej w tabelce 5.9. Otrzymujemy zatem
v) = (o

<\1: ‘ by by

¢>1> ; (5.361)
skad

<qf‘él

¢k> : (5.362)

W)= (o]
k=1

W analogiczny sposob obliczamy srednig wartosé¢ cztonu g2 operatora Go:

N!

(W12 | 0) = (=1 (6165 6w | 412 | 60000 -+ S ) =
=1
- i(—l)pi <¢1¢2 12 ¢ﬁi(1)¢ﬁi(2)> <¢3 ‘ ¢pi(3)> . <¢N ‘ ¢pi(N)> = (5.363)
=1

N!
= (-1 <¢1¢2 12 ¢Pi(1>¢ﬁi(2>>53,ﬁi<3)"'5N,ﬁi(N>-

i=1
[oczyn delt Kroneckera w wyrazeniu (5.363) nie znika dla permutacji nie zmieniajacych spinorbitali
o numerach od 3 do N, mozliwe sa wiec permutacje spinorbitali o numerach 1 i 2 — istnieja tylko

dwie takie permutacje, przedstawione w tabeli 5.10. Otrzymujemy wiec

Tablica 5.10: Permutacje dajace niezerowy wktad dla operatora g;o

i1 23 N—1 N|p (-1
11 2 3 N-1 N|lo 1
202 1 3 N-1 N|1 -1
(U] g12| V) = (0102| g12 | d102) — (D102 | G12 | P201) , (5.364)
skad
. 1
(U] G 1) =5 323 ({00110 0100) = (0nnl g1z | v ). (5.365)
k=1 1=1

przy czym w wyrazeniu (5.365) zastosowano (5.358), bowiem z zaleznosci (5.364) wynika

(W11 | ¥) =0. (5.366)
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Rozwazmy teraz funkcje falowa |¥¢) uzyskang tak jak w (5.332). Rozpatrzmy wyrazenie
N N
(=17 (12 0i- O | | P01 Pa(62) . Pn(6) .- (o) ).

) =
~(5.367)
Nietrudno zauwazy¢, ze jest ono niezerowe tylko wowczas, gdy operator jednoelektronowy hy dziata
na wspolrzedne elektronu spinorbitalu a, a wiec na wspotrzedne i-tego elektronu (k = 7):

we) = (0| hi | 6u) = (5,

\Il?>. Dla czlonu z gx; uzyskujemy niezerowy wktad tylko

<x11‘é1

k=1 m=1

<KIJ)G1 fALZ ill

¢a> : (5.368)

Teraz z kolei rozpatrzmy catke <\Il ‘ Gy
dla k =i badz [ = 7, np.

N!

(W1 W) = D (<1 (6100 61 1. O

m=1

= (0i01|Git| PaPt| D 01|Git| Pat) — (Di01|Git|P1Pal|Pitr] Gir| P1a) -

Gt | Pu(@0) Pa(62) - Pr(@a) - Pa(01) - P(6n) ) =

(5.369)

Poniewaz wktad od cztonoéw typu g;; jest zerowy, otrzymujemy

N
‘I”éz|‘lf?> => (<¢z’¢z|§12\¢a¢z|¢z¢l\§12|¢a¢l> — (0i01| G12|d1dal dir| G12| P1a) > (5.370)

=1

(|G w

Zajmijmy sie teraz funkcja \Iff]b Poniewaz G, jest sumg operatorow jednoelektronowych, stad

<xp|é1|xpgf

‘Pléll‘lf?f> =0, (5.371)

bowiem dany czlon operatora Gh, gi, moze uwikta¢ w catke jednoelektronows tylko jeden ze spinorbi-
tali ¢, lub ¢y, a pozostaty z tych spinorbitali wyzeruje iloczyn pozostatych catek jednoelektronowych.
W przypadku operatora G mozliwe jest uwiktanie spinorbitali ¢, i ¢, w catki dwuelektronowe przez
dwie permutacje — identycznosciowa (nie wymagajaca zadnych przestawierl) i zamieniajaca miej-
scami te dwa spinorbitale (czyli dokonujaca jednego przestawienia). A zatem

<\1f‘é2

W) = (6165 | s | Dan) — (6405 | Gis | 0160) (5.372)

Oczywiste jest, ze jesli w funkcji ¥ wymienimy wiecej niz dwa spinorbitale, zastepujac je spinorbi-
talami ortogonalnymi do spinorbitali funkcji wyjsciowej, wowczas

ijk... ijk...

<qf’é1

wine) = (v |Gy

w0~~> ~0. (5.373)

Wyrazenia wyprowadzone powyzej stanowia tresé regut Slatera-Condona. Dla porzadku zbierzmy
je ponownie, wprowadzajac bardzo czesto stosowane oznaczenie

(ij | k1) = (i0; | 12 | dur) - (5.374)
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Reguty Slatera-Condona

I reguta Slatera-Condona:

(]| ) =3 (o

)

=N : (5.375)
<\1/’(;2 n11> —1y % ((kl|k:l) - (k:l|lk;>>
k=1 I=1
e II reguta Slatera-Condona:
(o] 6] we) = o[ o)
N (5.376)
<\11’G2 \1;> :Z(<il|al>—(il|la)>
=1
e [II reguta Slatera-Condona:
V|G| U =0
o A N (5.377)
V| Gy | V) = (ij|ablijlab) — (ij[balij|ba)
e [V reguta Slatera-Condona:
<\11(é1 e >= <\1u)G2 e >— 0. (5.378)

5.3.4 Gestosé elektronowa

Zgodnie z probabilistyczng interpretacja fukncji falowe, gestosé elektronowa zdefiniowana jest jako
p(r) = Ne Z / o | Yo, W WN)Y(r, 0, WL W) APy Py (5.379)
R3 R3

Zauwazmy, ze wybor wspotrzednej, po ktorej nie catkujemy, jest zupeinie dowolny, co wynika z
zaleznosci (2.113). Jak wynika z postaci (5.379),

[p(r)] = C/m?. (5.380)

Gestosé (5.379), zgodnie z (2.14), jest znormalizowana do catkowitego tadunku elektronowego,

/RS p(r)d®r = Ne. (5.381)

Wyznaczmy teraz jawna postac gestosci dla funkcji falowej w postaci wyznacznika Slatera, (5.336).
Poniewaz w wyrazeniu (5.379) nie catkujemy po wszystkich wspotrzednych elektronowych, nie mo-
zemy skorzysta¢ z hermitowskosci antysymetryzatora. Postepujac podobnie jak np. w (5.360), uzy-
skujemy

NI NI

ZZZ pl“’ﬂcb (r,0)0p, 1y (T, 0)0p,(2) £.(2) - - - O (). 25 (V) (5.382)

o 1=1 j=1
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Aby wyrazenie (5.382) bylo niezerowe, nie moga zerowaé sie delty Kroneckera, czyli

B(2) = Fy(2)
: : (5.383)
P(N) = P;(N)

a zatem obie permutacje musza zwraca¢ te same elementy od 2 do N, i tym samym element 1, musza

by¢ zatem takie same:
N

o) = o=y 2o 2 (e o) (5.384)

o =1
Zauwazmy, ze przy ustalonej permutacji elementu 1, pozostalte elementy mozna ustawi¢ na (N — 1)!
sposobow, stad

pry=ed > loir. o) (5.385)

o =

5.3.5 Roéwnania GHF

Jak wiemy z rozdziatu 5.3.1, funkcja probna w metodzie Hartree-Focka jest jeden znormalizowany
wyznacznik Slatera, a zatem wyznacznik zbudowany z probnych spinorbitali:

or(ar) ¢i(a) .- dilaw)

B(wrswa: W) = ¢2(:q1) %(:qz) %(:qN) . (5.386)

vl B
on(ar) on(az2) ... on(aw)

Spinorbitale uzyte do konstrukeji funkcji falowej sa ortonormalne:
<?¢2 5#5j> = 5. (5.387)

W ogoélnosci hamiltonian elektronowy uktadu ma postac taka, jak we wzorze (5.214):

H= Z h(r;) + 4;60 Z .Z Ti (5.388)

i=1 i=1 j=i+1 Y
gdzie
. h? e? M Z
h(r) = ——A, = 5.389
(x) 2m + 4reg ; IR, — | ( )

jest operatorem jednoelektornowym. Energia obliczona z funkcja (5.386) i hamiltonianem (5.388)
jest funkcjonatem, zalezy bowiem od postaci funkcji probnej W:

~ ~ A ~|~ A~

] = <\II|H|\IJ \I/|H|\I/>. (5.390)

Poniewaz hamiltonian (5.388) jest suma operatoréw jedno- i dwuelektronowych, do wyznaczenia
wartosci wyrazenia (5.390) mozemy uzy¢ I reguty Slatera-Condona:

N N ;NN R 1 e
ENV] = Z <¢i|hi|¢i ¢i|hi|¢i> + P Z Z (<¢i¢j - ¢i¢j> - <¢i¢j - ¢j¢i>> (5.391)
1=1 i=1 j=1 R )

=> "I+ % > Z(jz‘j — Ky). (5.392)

= =1 j=1
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W powyzszym wyrazeniu jij jest catkq kulombowskq, zas K — catkq wymienng. Naszym celem
jest znalezienie takiego zestawu ortonormalnych spinorbitali, dla ktérego wyrazenie (5.392) osiaga
minimum, a zatem jakakolwiek zmiana spinorbitali powoduje wzrost energii. Zatézmy, ze zmieniamy
funkcje falowa o jakas mala wartosc¢:

U — U+ 50, (5.393)
Wyrazenie (5.390) przyjmuje wowczas postacé
E[T + 60 = <\”13+5?13’ﬁ1’513+5\13> (5.394)
:8[@]+<5§f‘ﬁ(\fi>+<\i(ﬂ‘5@>+<5E]‘H‘5\TJ>, (5.395)
gg >y

gdzie S jest pierwsza wariacjg w E[CI;], zawierajgca wszystkie cztony liniowe w wariacji 5. Aby

znalez¢ minimum energii, musimy znalez¢ taka funkcje W, dla ktorej pierwsza wariacja w E[W] znika:
0€ = 0. (5.396)

Do tego celu wykorzystujemy metode nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a, przy czym wiezem jest
ortonormalnosé spinorbitali:

(61165

Rozpatrujemy zatem funkcjonal postaci

5il5j> — 8, =0. (5.397)

N

210 = e[¥] = 33 ({416,

i=1 j=1

$i|$j> - 5ij), (5.398)

gdzie wspolczynniki €;; sa nieoznaczonymi mnoznikami Lagrange’a. Minimalizacja energii elektro-
nowej przy wiezach (5.397) sprowadza sie do minimalizacji funkcjonatu (5.398), co z kolei mozemy
osiagnaé korzystajac z warunku znikania pierwszej wariacji w Z[V|:

5.4 =0. (5.399)

Wariacje 6. uzyskujemy poprzez wariowanie kolejnych spinorbitalu wchodzacych w sktad funkcjo-
natu (5.398): L N
¢i = @i + 0. (5.400)

Korzystajac z hermitowskosci operatoréow h i TL oraz z faktu, ze dla calek oznaczonych nazwa zmien-
ij
nej, po ktorej catkujemy, jest bez znaczenia, mozemy zapisac

(53| B[ 3" = (| 58) = (3

dla catek jednoelektronowych oraz

h ‘ 5&5¢> (5.401)

!

({005 2| 6:05) = (£605|06:05) = (3:6; | & | 60:65 )
<$i5$j % $2$j>*:<%$zaj 5i5$j>:<$igj % $i5q§j> (5 402)
<5$i$j o $j$l>*:<%5351 5$i$j>:<$j$i o 55¢5j>:<$i(gj o= $j5$¢> '

\ <$i5$j % $J$z>*:<%$ﬂgz $i5$j>:<$j$i % $i5$j>:<<gi(gj % 5$j$z’>

ot

dla catek dwuelektronowych. Z zaleznosci (5.401) i (5.402) wynika, ze w wyrazenie na §.Z da sie

przedstawi¢ w postaci

5L =64+ 0.2, (5.403)
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gdzie 0.4 oznacza czes¢ wariacji 0.Z uzyskana w wyniku wariacji spinorbitali stojacych po lewej
stronie calek jedno- i dwuelektronowych. Wystarczy ograniczyé¢ sie do rozpatrzenia jednej sposrod
tych wariacji, np. 6.7, czyli warunku

0.4 =0. (5.404)

Skorzystamy ponadto z oczywistego faktu, iz nazwa indeksu sumacyjnego, jak i zmiennej, po ktorej
catkujemy w calce oznaczonej, jest bez znaczenia, co pozwala nam zapisac¢

D ACTIEAETHES 9 WEEAFALTY

o vy (5.405)
- Z <¢15¢J ¢z¢g>
i=1 j=1
oraz
N N N N i
DACTAPATEIES A CEAPA LTS
o Yy ] (5.406)
O OACARIETY
=1 _]:1

Laczac zaleznosci (5.392), (5.398), (5.404), (5.405) oraz(5.406) otrzymujemy

5 (]2

v (5.407)
+ZZ (988 |£]35) - (536,| 2 |3.3)) -a (53 |3 =0

i=1 j=1
W tym miejscu warto wprowadzi¢ operatory kulombowsk: i wymienny. Operator kulombowski dziata
na spinorbital xy w nastepujacy sposob:

Z]

2 62

J (r1701>

Z /¢ r2,02 ¢J(r27‘72)d ry | Xx(r1;01), (5.408)

02=

4meq

zas operator wymienny nastepujaco:

2 62
KjX(rl;Ul) =

4meg

Z /Cb ry; 02) i)((1“2,02)d ry ¢J(r1,01) (5.409)

Na podstawie zaleznosci (5.392), (5.408) i (5.409) otrzymujemy nastepujace wyrazenia na catki ku-
lombowska i wymienna:
ay

K <¢Z > (5.411)

Wprowadzmy ponadto sumy operatoréow kulombowskiego i wymiennego:

¢z> (5.410)

2 N 2
=>J (5.412)
j=1
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N
K=Y K; (5.413)

=1

J
Korzystajac z zaleznosci (5.407), (5.412) i (5.413) otrzymujemy

2

N ~
(s
i=1

7

h+J-K

N
% — ng%> =0. (5.414)

j=1

Poniewaz wybor (5% jest arbitralny, stad kazdy czlon sumy (5.414) musi znika¢, zatem wyrazenie
stojace w kecie musi by¢ zawsze rowne zeru, skad otrzymujemy (w notacji braketowej Diraca)

~ ~ —~ N —~
(h+J - K) ¢i> Y&, ¢j> . (5.415)
j=1
Czes¢ operatorowa réwnania (5.415) to tzw. operator Focka:
fr)=h(r)+J - K. (5.416)

Zbior spinorbitali {5,}11\;1 speliajacych rownanie (5.415) minimalizuje wartos¢ energii i jest zbiorem
optymalnych parametréw wariacyjnych.

5.3.6 Transformacja unitarna spinorbitali

Rozwazmy liniows transformacje spinorbitali {(Ez N | okreslong wzorem

N
65 =Y Uit (5.417)
k=1

taka, ze macierz wspotczynnikéw Ujy, jest unitarna:

UU' = U'U = E. (5.418)

Cwiczenie 5.4 Obliczy¢ wyznacznik macierzy unitarne;.
Rozwiazanie 5.4 Korzystajgc z zaleznosci (5.418) otrzymujemy
det(UU') = det{U} det{U'} = det{U} det{U}" = | det{U}|* = 1, (5.419)

skqd
det{U} = . (5.420)

Cwiczenie 5.5 Wykazaé, ze trasformacja unitarna spinorbitali zachowuje iloczyn skalarny.

Rozwigzanie 5.5 Obliczamy

N

(Dildjlpild;) = ZiUiUﬂ <$’“ ’ 5’> B

k=1 =1

N N
Z Ui Ujior = Z UpUji, = 04 (5.421)

N
k=1 l=1 k=1
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Rozwazmy funkcje falowa ¥ utworzona ze spinorbitali {¢; }2:

pr1(wi)  g1(wa) ... di(Wy)
1| $2(w1)  da(wa) ... ¢a(wy)

U(wy; Wo;...;Wy) = : : . : =

on(Wi) on(wa) ... on(Wy)

Un U ... Un or(ar)  dilq2) .. %1(011\/)
_ 1 det Un Ux ... Uw d2(a1) d2(q2) ... ¢a2(qn) _
VNI S : P :
Uvi Une oo Uy | [ dn(ar) onlae) - dnlan)

= (det{UN U (wi; wa;...;wy) = 9T (Wi wai...: Wy,
(5.422)

tak wiec funkcja falowa U rézni sie od funkcji T jedynie czynnikiem fazowym €. Zatem obu
funkcjom odpowiada jednakowa gestosé¢ prawdopodobienistwa. Wartosci oczekiwane dla funkcji jed-
nowyznacznikowych sa niezmiennicze ze wzgledu na transformacje unitarna spinorbitali. Oznacza
to, ze wybor spinorbitali minimalizujacych wartosé¢ energii nie jest jednoznaczny i jest okreslony z
doktadnoscia do transformacji unitarnej (5.417). Spinorbitale nie maja wtasciwie sensu fizycznego;
takowy sens posiada kwadrat funkcji falowej utworzonej z tych spinorbitali i wartosci oczekiwane
obliczane z ta funkcja, a te wielkosci, jak juz wiemy, nie ulegaja zmianie w wyniku transformacji
unitarnej. Skorzystamy z tego faktu, aby przeksztalci¢ rownanie (5.415) do postaci analogicznej do
zagadnienia wlasnego.

Tranformacja unitarna spinorbitali musi mie¢ wptyw na operator Focka, bowiem, jak wynika z
wyrazenia (5.416), zalezy on od operatord kulombowskich i wymiennych, ktore z kolei zaleza od
wszystkich spinorbitali. Rozpatrzmy wplyw transformacji unitarnej na sume operatoréw kulombow-
skich:

1
* - Tk 1 e
Uijjl E /¢k(r2;02)r_12¢l(r2;02)d3r2 x(ri;01) =
1 ro
2

N
j=1 k=1 I=1 op=—1
N

: (5.423)
47T€0 k=1 I=1 02:7% r2 T'12
2 XN 3 B - )
= ey Z Zl /r2 ¢Z(r2§02)a¢k(r2;02) d3r2 X(I'l;Ul) _ JX(I‘l;al),
=1 [gp=—1

a zatem suma operatorow kulombowskich jest niezmiennicza ze wzgledu na transformacje unitarna
spinorbitali. Oczywiscie dotyczy to takze sumy operatoréw kulombowskich. Ostatecznie mozemy
stwierdzi¢, ze operator Focka nie zmienia si¢ w wyniku transforamcji (5.417):

fr)=h)+J - K = f(x). (5.424)

Rownanie (5.415) z operatorem (5.424) ma postaé

N

Flod = ejles). (5.425)

J=1
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Mnozac réwanie (5.425) skalarnie przez (¢x| otrzymujemy
€ik = <¢km¢z ¢k|f‘¢z> ) (5-426)
a korzystajac z hermitowskosci operatora Focka (patrz zadanie 5.7) dostajemy
€k = <f¢i|¢k‘f¢i|¢k> = <¢z‘|f|¢k ¢i|f|¢k> = €kis (5.427)

zatem macierz nieoznaczonych mnoznikow Lagrange’a (L);; = €;; jest hermitowska. Korzystajac z
zaleznosci (5.417), (5.424) i (5.426) otrzymujemy

N N L N N
€ij = <¢j|f|¢z‘ ¢j|f|¢i> => ) UL <¢kz f ¢z> => ) UnewlUn = Z Z UiemUj, (5.428)
k=1 I=1 ———  k=l1=1 k=1 I=1
€lk
co mozna zapisa¢ przy uzyciu macierzy jako
L = ULU', (5.429)
gdzie B
(L)i; = €. (5.430)

Z uwagi na hermitowskos¢ macierzy IE, mozna tak wybra¢ macierz unitarng U, aby uzyskana w
przeksztalceniu (5.429) macierz L byta diagonalna:

L = diag(e11; €22; - - -5 €nn) (5.431)

Zbior spinorbitali {¢;}Y | uzyskany w wyniku transformacji unitarnej (5.417) takiej, ze macierz L
jest diagonalna, jest zblorem spinorbitali kanonicznych. Wprowadzajac oznaczenie

€ii = €i (5.432)
mozemy zapisa¢ rOwnania Hartree-Focka dla spinorbitali kanonicznych jako

flon) = el (5.433)

Nalezy jednakze podkresli¢, ze wyboér spinorbitali kanonicznych nie jest jednoznaczny, tzn. dyspo-
nujac danym zestawem spinorbitali spelniajacych rownanie (5.433), mozna utworzy¢ nieskonczona
liczbe takich zestawow poprzez transformacje unitarne (5.417). Tak wiec wybor transformacji uni-
tarnej (a wiec macierzy U) nie jest jednoznaczny — przy wyborze mozna stosowaé rézne kryteria,
np. dotyczace lokalizacyi spinorbitali.

Rownanie (5.433) ma postaé¢ typowa dla zagadnienia wlasnego, scislej jednak jest to réwnanie
pseudowtasne, bowiem operator Focka poprzez zawarte w nim operatory kulombowski i wymienny
zalezy od zbioru rozwiazan {¢;}~; réwnania pseudowltasnego (5.433).

Cwiczenie 5.6 Znaleié ogdlng postaé elementu macierzowego operatora Focka fij = <Xi|f|Xj

Xilf |Xj>-
Rozwiazanie 5.6 Korzystajgc z zaleznosci (5.410), (5.411), niezmienniczosci sumy operatorow ku-
lombowskiego i wymiennego ze wzgledu na transformacje unitarng spinorbitali [rownanie (5.423)]
otrzymujemy

N
Xi’h’Xj> +> <X1Uk — Kilx; [ xal Jk —

k=1
‘xj¢k> <xi¢k = ‘ <z>kxj>) |
12

(5.434)

<Xi\f\Xj

wilfh) = (ulh+ 7 = Kl

xilh+J = Kl ) = (albl

2 N
N e
zh > 7
i) + 553 ((omn|

k=1

= (alhl;
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Cwiczenie 5.7 Udowodnié, ze operator Focka jest hermitowski, tzn. ze macierz F tego operatora
jest hermitowska.

Rozwigzanie 5.7 Musimy wykazaé, ze F1 = F, czyli Jij = [ Korzystajge z rownania (5.434) i

‘ Xz¢k> <X;<Z5k (25sz>) =
Xg¢k:> <¢sz Xg¢k>) = (5.435)
X]¢k> <X1¢k ¢ka>) = flJ

hermitowskosci operatordw h oraz 5 obliczamy
fi= <Xj!h!>a Xj’h|Xz’> t e ; (<Xy¢k
2 N
= (alhb allx; ) ;
(bl + 327 (oo 7
2 N
= (xalhlg s Z
(ulihaltibg) + 5o 3 (v

12

5.4 Korelacja elektronowa

W metodzie Hartree-Focka, opartej na przyblizeniu jednoelektronowym, kazdemu elektronowi przy-
porzadkowalismy jednoelektronows funkcje falowa, czyli spinorbital. Byta to funkcja pseudowtasna
operatora Focka, obejmujacego energie kinetyczng elektronu, jego oddzialywanie z jadrami oraz,
poprzez operatory kulombowski i wymienny, oddzialywanie ze Srednim polem od pozostalych elek-
tronéw. Zalozenie funkcji falowej w postaci jednego wyznacznika Slatera gwarantowalo, ze tylko
jeden elektron mogt by¢ opisany danym spinorbitalem. Dany elektron odczuwal usrednione pole od
pozostatych elektronow, wiec takie podejscie nie réznicowalo oddziatywania elektronéow w zaleznosci
od ich wzajemnej odlegtosci. Skoro jednak elektrony oddziatuja ze soba kulombowsko, oczywiste
jest, ze bardziej korzystna energetycznie jest sytuacja, gdy elektrony znajduja sie dalej od siebie.
Oczywiscie optymalne polozenie jest wypadkows oddzialywan elektronu z jadrami i pozostalymi
elektronami, dlatego elektrony nie uciekaja do nieskonczonosci, gdy energia oddziatywania miedzy
nimi bytaby najmniejsza — zerowa. 7 drugiej strony, méwiac o potozeniach elektronéw, musimy
pamietaé o zasadzie nieoznacznosci Heisenberga, zgodnie z ktéra nie znamy potozen elektronéow, tym
samym ich trajektorii. Mowienie o bardziej lub mniej korzystnych potozeniach elektronéw jest wiec
tylko zabiegiem czysto myslowym, stuzacym do lepszego zrozumienia korelacji elektronowe;.

Korelacja elektronowa jest wzajemnym powiazaniem ruchéw elektronéw w uktadzie wieloelek-
tronowym. Jak wiemy ze statystyki, liczbowa miara korelacji jest wspotczynnik korelacji, ktory dla
zmiennych dynamicznych A i B ma postac

Cov(4; B)  (AB|AB) — (A|A) (B|B)

PAB) = o) ~ o(A)o(B)

e (—1;1), (5.436)

gdzie Cov(A; B) oznacza kowariancje zmiennych A i B. W przypadku gdy p(A; B) = £1, wowczas
zmienne A i B sa calkowicie skorelowane, gdy zas p(A; B) = 0, pomiedzy tymi zmiennymi nie
wystepuje zadna korelacja, wiec zmienne A i B sg niezalezne. W przypadku korelacji elektronowe;j
interesuje nas zaleznos¢ miedzy potozeniami elektronéow, a wiec w przypadku dwoch elektronow
liczbowa miara korelacji jest wspotezynnik p(ri;rs). W meotdzie Hartree-Focka p(ry;re) = 0, wiec
ruch elektronéw w tej metodzie jest nieskorelowany:.

5.4.1 Energia korelacji

Obliczajac energie uktadu w metodzie Hartree-Focka uzyskujemy warto$é Eyr, ktora jest tylko przy-
blizeniem doktadnej energii uktadu, F, ktéra otrzymalibySmy rozwiazaujac rownanie Schréodingera z
hamiltonianem (5.214). Poniewaz tego réwnania nie potrafimy rozwiaza¢ analitycznie dla uktadow
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wieloelektronowych, nie znamy doktadnej wartosci E, mozemy ja tylko oblicza¢ w sposéb przybli-
zony, stosujac metody doktadniejsze od metody Hartree-Focka. Nalezy doda¢, ze wartos¢ E nie jest
fizyczna (mierzalna) energia uktadu, gdyz hamiltonian (5.214) nie uwzglednia efektow relatywistycz-
nych.

Energia korelacji jest réznica energii uktadu obliczona w metodzie Hartree-Focka i doktadna
wartoscia wtasng nierelatywistycznego hamiltonianu (5.214):

Ecor = EHF - B ‘ (5437)

Metoda Hartree-Focka jest oparta na zasadzie wariacyjnej, a wiec Fyp > F, czyli energia korelacji
jest ujemna.

5.4.2 Funkcje jawnie skorelowane

Najbardziej intuicyjnym sposobem fizycznego opisu korelacji elektronowej jest jawne wbudowanie
zaleznosci miedzy elektronami w postac¢ funkcji falowej i zastosowanie metody wariacyjnej do wyzna-
czenia energii uktadu. Na przyktad dla atomu helu moglibySmy nieznacznie zmodyfikowaé¢ postac
funkcji, ktorej uzyliSmy w podrozdziale 4.2.1.1, jawnie wprowadzajac odlegto$é miedzy dwoma elek-
tronami, 79:

d(r1;ra;c; A) = N(g; A)e rtrale=anz, (5.438)

gdzie ¢ i A\ sa parametrami wariacyjnymi (oczywiscie catkowita funkcja falowa bedzie iloczynem funk-
cji probnej i funkcji spinowej, ktora jednak nie jest wariowana i mozemy ja pominaé¢ w obliczeniach
wariacyjnych). W praktyce obliczenia z funkcjami jawnie skorelowanymi sa bardzo czasochtonne i
ich zastosowanie ogranicza si¢ do matych uktadow (ztozonych z kilku elektronow).

5.4.3 Metoda oddzialywania konfiguracji

Stosujac baze ztozong z M spinorbitali w metodzie Hartree-Focka do opisu uktadu N-eletronowego
uzyskujemy M spinorbitali, z ktérych N jest zajetych, a M — N wirtualnych. A wiec ze wszystkich
spinorbitali mozemy zbudowaé (%) wyznacznikéw Slatera. Wyznaczniki te tworza baze przestrzeni,
w ktorej szukamy doktadnego rozwiagzania w ramach przyblizenia jednoelektronowego. Jako funkcje
falowa mozemy wiec uzy¢ kombinacje liniowa wszystkich (%) funkcji i wariacyjnie wyznaczy¢ wspot-
czynniki tej kombinacji. Tak wlasnie postepujemy w metodzie petnego oddziatywania konfiguracyi,
FCI (ang. full configuration interaction). Funkcje falowa ukladu N-elektronowego w metodzie FCI
mozemy wiec zapisa¢ w postaci

[Wrct) = ¢ |0) + C1 0) + Co [0) + ...+ Cy |0), (5.439)

gdzie Ch jest operatorem n-krotnych wzbudzen. Operator taki najdogodniej jest zapisa¢ przy uzyciu
kreatorow i anihilatoroéw, korzystajac z zaleznosci (5.334):

ab...c At At At A P
E E Cijty Qg - - Qe . . . QjQ; =

i<j< <k a<b<..<c

ZZ abocotal ata aa
=0 Cip e Ay ab alay . ..a;a,,

ij...k ab...c

(5.440)

gdzie cg]b . to wspolezynniki kombinacji liniowej i jednoczesnie parametry wariacyjne. Laczac row-

nanie (5.440) z konwencja uzyta w rownaniu (5.334) mozemy zapisac

Cal0) = =5 3 37 b alal.alin g f0) = -5 303 et Wil (5.441)

ij...k ab...c ij...k ab...c
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W tym miejscu nalezy uscisli¢ powszechnie stosowana konwencje sumacyjna: ¢, j, k . .. odnosza sie do
spinorbitali zajetych, zas a, b, ¢, ... — wirtualnych. Aby wiec uzyska¢ wszystkie mozliwe wzbudzenia
n-krotne, musimy podziata¢ na stan prézni Fermiego n kreatorami i n anihilatorami. Jesli mamy N
zajetych i M — N wirtualnych spinorbitali, wowczas n spinorbitali zajetych mozemy wybraé na (]T\L] )
M ;N ) sposobow. A wiec liczba wzbudzen n-krotnych

l, = (:) (M ; N) (5.442)

i tyle tez jest wspotczynnikéw wariacyjnych zawartych w operatorze Ch. Czynnik - —z wprowadzony
w wyrazeniu (5.440) bierze sie stad, ze przy sumowaniu po calym zakresie 1ndeksow spinorbitali w
cztonie C, |0) uzyskujemy N™(M — N)" cztonéw, a wiec za duzo, sumujemy bowiem wielokrotnie
zestawy indeksow, ktore nie pojawiaja sie przy sumowaniu roztacznym (i < j < ... < k, a <
b < ... < c). Poniewaz w takim czlonie wystepuje n indekséw spinorbitali zajetych i n indeksow
sp1norb1tah wirtualnych, zas przy zatozeniu, ze wspoétczynniki cab © sa, tak jak i funkcja falowa,
antysymetryczne ze wzgledu na zamiane indekséw spinorbitali zathych lub wirtualnych miejscami,
dowolna permutacja jednego lub drugiego zestawu indekséw daje ten sam czton, wiec na przykiad

sposobdw, zas$ n spinorbitali wirtualnych — na (
Wynosi

i =~ =~ = (5.443)
Wobec tego kazdy czlon pojawiajacy sie przy sumowaniu rozlacznym pojawia sie n!-n! = n!? razy
przy sumowaniu po catym zestawie indeksow — stad wtasnie sume obliczong przy takim sumowaniu
dzielimy przez n!?.

Metoda FCI jest najdoktadniejsza metoda stuzaca do obliczania energii korelacji i tym samym
nierelatywistycznej energii uktadu. Z uwagi jednak na btyskawiczny wzrost liczby parametréow waria-
cyjnych ze wzrostem liczby elektronéw uktadu i rozmiaru bazy, metoda FCI w praktyce jest stosowana
do obliczen dla bardzo matych uktadow i stuzy jako metoda wzorcowa do testowania innych metod.
Stad rozwiniecie (5.439) ucina sie na pojedynczych lub podwojnych wzbudzeniach, jak na przyktad
w metodzie CISD (ang. configuration interaction singles and doubles):

|Warsp) = ¢ |0) + Z Z el &T&Z Z Z cab aTabajaZ |0) . (5.444)
ij  ab

Metoda CISD moze w praktyce by¢ stosowana do obliczen dla bardzo duzych uktadow.

5.4.4 Metoda sprzezonych klastrow

W metodzie sprzezonych klastrow (ang. coupled cluster) funkcje falowa zaklada sie w postaci

Woc) = el |0), (5.445)
gdzie X X R X

jest sumg operatorow wzbudzen definiowanych tak jak w metodzie CI:

=5 Z > whcalal . ala .. aa;, (5.447)

ij...k ab...c

gdzie wspotezynniki tfjb © to tzw. amplitudy klasterowe. Wyznaczenie tychze wlasnie amplitud jest

celem metody sprzezonych klastrow. Mozna to oczywiscie zrobi¢ wariacyjnie, jest to jednak bardzo
skomplikowane zadanie i w praktyce amplitudy wyznacza sie rzutujac wzbudzone funkcje na stan
podstawowy. Oznacza to, ze CC nie jest metoda wariacyjna, wiec energia uzyskana w tej metodze
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moze by¢ mniejsza od doktadnej, nierelatywistycznej energii uktadu, w przeciwieristwie do metody CI
(energia uzyskana w metodzie CI jest zawsze wieksza od $cistej energii nierelatywistycznej ukltadu).
Pomimo, ze podstawowe réwnania metody CC sg zwodniczo proste, zadanie to jest nietrywialne,
co wynika z eksponenjcalnej postaci operatora klasterowego, e!. Podobnie jak w metodzie CI, w
metodzie CC w praktycznych obliczeniach obcina sie rozwiniecie operatora wzbudzen (5.446) na
przyktad na wzbudzeniach pojedynczych i podwojnych (metoda CCSD).

5.5 Bibliografia 5
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Rozdzial 6

Oddzialywania miedzyczasteczkowe

6.1 Enmnergia oddzialywania

W podrozdziale 5.2.1 wprowadziliémy idee rozdzielenia ruchu jader i elektronéw oraz przyblizenia
adiabatyczne i Borna-Oppenheimera. Przyblizenia te pozwalaja nam zdefiniowaé¢ geometrie cza-
steczki, bowiem jadra traktujemy jako obiekty klasyczne o ostro okreslonych potozeniach. Z kolei
w rozdziale 5.2.5 opisaliSmy formalizm metody LCAO-MO pozwalajacej opisa¢ w sposob ilo§ciowy
wiazania w czasteczkach, w jezyku orbitali molekularnych. Rozpatrzmy obecnie uktad ztozony z
dwoch czasteczek, A i B. Energia oddzialywania miedzy czasteczkami A i B dana jest wzorem

€ = Eap — Ex — Eg), (6.1)

przy czym Fap jest calkowita energia uktadu, za§ Ea i Eg oznaczaja energie catkowite izolowanych
czasteczek A i B.

Typowa zalezno$¢ energii oddzialywania i sity przedstawiona jest na rys. 6.1.
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—— potential
—— force

Rysunek 6.1: Typowa posta¢ energii oddziatywania i sity

6.2 Metody obliczania energii oddzialywania

6.2.1 Metoda supermolekularna

W supermolekularnej metodzie energie oddzialywania obliczamy wprost z definicji (6.1), stosujac
ktoras z dostepnych metod chemii kwantowej (na przyktad metode sprzezonych klastrow). Poniewaz
rownanie Schrodingera potrafimy rozwiazaé scisle tylko dla atomu wodoru, oczywiste jest, ze wszyst-
kie trzy wielkosci konieczne do obliczenia energii oddzialtywania mozemy wyznaczy¢ tylko w sposob
przyblizony, uzyskujac ich oszacowania: Fap, Ea oraz Ep. Energia oddzialywania wyznaczona z
tych wielkodci jest wiec takze oszacowaniem:

€ = Eap — Ex — Eg. (6.2)
Blad oszacowania danej wielkosci wynosi
AEx = Ex — Fx, X € {AB; A; B}, (6.3)

za$ 7z doswiadczenia numerycznego wiadomo, ze w wiekszosci praypadkéw |AEx| > |€|. Nietrudno
wiec zauwazy¢, ze _ _ _ _
& — & <= AE\g - AEA\ + AFER. (6.4)

Metoda supermolekularna opiera sie wiec na kasowaniu bledow.
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