
Caªki atomowe w bazie orbitali Gaussa

Problemem, przed którym stoi chemia kwantowa, jest brak analitycznych rozwi¡za« Rów-
nania Schrödingera (RS) w przypadku N oddziaªuj¡cych ciaª. W praktyce wielociaªowe RS roz-
wi¡zujemy w przybli»eniu jednoelektronowym, a rozwi¡zania tj. orbitale molekularne (MOs),
przedstawiamy w postaci rozwini¦cia w bazie orbitali atomowych (AOs). Do konstrukcji AO w
praktyce u»ywa si¦ najcz¦±ciej funkcji Gaussa. Orbital gaussowski (GTO) ma posta¢:

χGijk (ζ, r,RA) = Nijk (x−XA)i (y − YA)j (z − ZA)k e−ζ[(x−XA)2+(y−YA)2+(z−ZA)2], (1)

gdzie:
� ζ � parametr okre±laj¡cy rozci¡gªo±¢ przestrzenn¡ orbitalu; maªe ζ opisuje rozci¡gªe prze-
strzennie orbitale (di�use), za± jego du»a warto±¢ przypada orbitalom skupionym (tight),

� r = (x, y, z) � kartezja«skie wspóªrz¦dne elektronu,
� RA = (XA, YA, ZA) � kartezja«skie wspóªrz¦dne j¡dra atomowego A, na którym orbital
jest scentrowany,

� Nijk � czynnik normalizacyjny.
Orbital o »¡danej symetrii sferycznej jest przedstawiany jako kombinacja orbitali (1) z pot¦gami
(i, j, k) ograniczonymi warunkiem i + j + k = l (dla orbitali s, p, d, f, . . . mamy kolejno l =
0, 1, 2, 3, . . . .

Najwa»niejsz¡ zalet¡ GTO jest fakt, »e caªki atomowe w ich bazie s¡ bardzo proste do poli-
czenia. Zauwa»my, »e funkcja (1) faktoryzuje si¦ na iloczyn funkcji pojedynczej kartezja«skiej
wspóªrz¦dnej:

χGijk (ζ, r,RA) = Nijk Ii (ζ, x,XA) Ij (ζ, y, YA) Ik (ζ, z, ZA) , (2)

gdzie:
Im (ζ, q, QA) = (q −QA)m e−ζ(q−QA)2 . (3)

Zadanie 1. Udowodni¢ twierdzenie (czyli wyrazi¢ K, γ, U poprzez α, β, P,Q):
Iloczyn dwóch funkcji Gaussa jest równie» funkcj¡ Gaussa:

e−α(x−P )2e−β(x−Q)2 = Ke−γ(x−U)2 .

Powy»sze twierdzenie znacznie upraszcza obliczanie caªek wielocentrowych w bazie GTO �
mno»enie dwóch funkcji Gaussa scentrowanych w ró»nych punktach przestrzeni P i Q odtwarza
funkcj¦ Gaussa przesuni¦t¡ w punkt U na linii ª¡cz¡cej P i Q.
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Zadanie 2. Znajd¹ analityczne wzory na wszystkie caªki potrzebne do wykonania oblicze« dla
pojedynczego atomu wieloelektronowego o liczbie atomowej Z. Ograniczy¢ si¦ do przypadku,
gdy MO rozwijane s¡ tylko w bazie prymitywnych orbitali gaussowskich typu 1s scentrowanych
na j¡drze atomu umieszczonego w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Zastosujemy oznaczenie:

χi(r) = χG000 (ζi, r,0) ,

gdzie funkcje χGijk (ζ, r,RA) s¡ zde�niowane jak w równaniu (1).
Do przeprowadzenia oblicze« metod¡ Hartree-Focka w przyszªym ¢wiczeniu potrzebne s¡

dwuindeksowe caªki jednoelektronowe:

sij = 〈χi|χj〉 =

∫
dr χi(r)χj(r), (4)

hij = 〈χi|ĥ|χj〉 =

∫
dr χi(r)

(
ĥχj(r)

)
, (5)

ĥ = −1

2
∆− Z

r
, (6)

oraz czteroindeksowe caªki dwuelektronowe:

gijkl = (χiχj|χkχl) =

∫
dr1

∫
dr2 χi(r1)χj(r1)g(r1, r2)χk(r2)χl(r2) , (7)

gdzie:

g(r1, r2) =
1

r12
=

1

|r1 − r2|
(8)

Polecenia:

� Poda¢ posta¢ unormowanej funkcji χi(r).
� Poda¢ analityczne wzory na sij, hij, gijkl w zale»no±ci od Z i odpowiedniej liczby wykªad-
ników ζi.

� Przeanalizowa¢ wzory (4), (5) i (7) i/lub analityczne wzory uzyskane przez siebie pod
k¡tem symetrii permutacyjnej sij, hij, gijkl. Innymi sªowy, prosz¦ zbada¢ jak si¦ ma sij(hij)
do sji(hji) oraz na jakie sposoby mo»emy poprzestawia¢ indeksy i, j, k, l w gijkl aby caªka
z poprzestawianymi indeksami miaªa tak¡ sam¡ warto±¢, co wyj±ciowa?

Wskazówki:

� Obliczenia wykona¢ w kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych (laplasjan mo»na wywoªa¢
komend¡ Laplacian[f[x,y,z],{x,y,z},"Cartesian"]).

� Caªki sij i hij obliczy¢ bezpo±rednio w Mathematice.
� Uwaga: obliczenie caªki gijkl wymaga zastosowania podstawienia operatora ogólnej po-
staci r−1αβ (odlegªo±¢ mi¦dzy cz¡stkami α i β) w równaniu (7) poprzez:

1

rαβ
=

1

|rα − rβ|
=

1√
π

∫ ∞
−∞

dt e−t
2[(xα−xβ)2+(yα−yβ)2+(zα−zβ)2]

. Podczas wykonywania 6-ciokrotnej caªki gijkl prosz¦ wstawi¢ posta¢ powy»szej funkcji
podcaªkowej zamiast g(r1, r2), wykona¢ 6 caªek po wspóªrz¦dnych dwóch elektronów, i
na samym ko«cu wykona¢ caªk¦ po t. Mo»na to zrobi¢ przy u»yciu pojedynczej komen-
dy Integrate, jednak wtedy nale»y pami¦ta¢, aby caªka po t znalazªa si¦ na pocz¡tku

polecenia, czyli jako pierwsza od lewej zmienna caªkowania (komenda Integrate caªkuje
poczynaj¡c od ostatniego podanego argumentu).

� Przy wykonywaniu caªek nale»y pami¦ta¢ o zaªo»eniu, »e wykªadniki oraz pomocnicza
zmienna t s¡ nieujemne.
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