Calki atomowe w bazie orbitali Gaussa

Problemem, przed ktérym stoi chemia kwantowa, jest brak analitycznych rozwigzan Row-
nania Schrodingera (RS) w przypadku N oddziatujacych cial. W praktyce wielocialowe RS roz-
wigzujemy w przyblizeniu jednoelektronowym, a rozwigzania tj. orbitale molekularne (MOs),
przedstawiamy w postaci rozwiniecia w bazie orbitali atomowych (AOs). Do konstrukeji AO w
praktyce uzywa sie najczesciej funkcji Gaussa. Orbital gaussowski (GTO) ma posta¢:
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gdzie:

e ( — parametr okreSlajacy rozciaglosé przestrzenng orbitalu; male ¢ opisuje rozciggle prze-

strzennie orbitale (diffuse), zas jego duza warto$¢ przypada orbitalom skupionym (tight),

e r = (x,y,z) — kartezjanskie wspotrzedne elektronu,

e Ry, = (Xa,Ya, Za) — kartezjanskie wspotrzedne jadra atomowego A, na ktorym orbital

jest scentrowany,

e N, — czynnik normalizacyjny.

Orbital o zadanej symetrii sferycznej jest przedstawiany jako kombinacja orbitali (1) z potegami
(1,7, k) ograniczonymi warunkiem i + j + k = [ (dla orbitali s,p,d, f,... mamy kolejno [ =
0,1,2,3,....

Najwazniejszg zaletg GTO jest fakt, ze catki atomowe w ich bazie sa bardzo proste do poli-
czenia. Zauwazmy, ze funkcja (1) faktoryzuje sie na iloczyn funkcji pojedynczej kartezjanskie;
wspotrzednej:

ng (C7 r, RA) = Nijk I; (C7 Z, XA) Ij (C? Y, YA) I (Cv Z, ZA) ) (2)

gdzie: ,
]m (Cv q, QA) - (q - QA)m e_C(q_QA) . (3)

Zadanie 1. Udowodni¢ twierdzenie (czyli wyrazi¢ K,~,U poprzez «, 3, P,Q):
Hloczyn dwoch funkcji Gaussa jest réwniez funkcjg Gaussa:

p—ale=P)? —~B@-Q) _ frp—r(a-U)

Powyzsze twierdzenie znacznie upraszcza obliczanie calek wielocentrowych w bazie GTO —
mnozenie dwoch funkeji Gaussa scentrowanych w réznych punktach przestrzeni P i @ odtwarza
funkcje Gaussa przesunietg w punkt U na linii taczacej P i Q.



Zadanie 2. Znajdz analityczne wzory na wszystkie calki potrzebne do wykonania obliczen dla
pojedynczego atomu wieloelektronowego o liczbie atomowej Z. Ograniczy¢ sie do przypadku,
gdy MO rozwijane sa tylko w bazie prymitywnych orbitali gaussowskich typu 1s scentrowanych
na jadrze atomu umieszczonego w poczatku uktadu wspotrzednych. Zastosujemy oznaczenie:

X1<’l”) = XOGOO (CM r, 0) ’

gdzie funkcje Xiij (¢, 7, Ry) sa zdefiniowane jak w réwnaniu (1).
Do przeprowadzenia obliczenn metodg Hartree-Focka w przysztym ¢éwiczeniu potrzebne sg
dwuindeksowe calki jednoelektronowe:
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oraz czteroindeksowe calki dwuelektronowe:

Gijkl = (Xin|Xk:Xl) = /dﬁ/dTQ Xi(Tl)Xj(Tl)g(TlaTZ)Xk(Tz)Xl(T2)» (7)
gdzie: . .
g(ri,m2) = 7“_12 = m (8)
Polecenia:

e Poda¢ posta¢ unormowanej funkcji x;(r).

e Podac analityczne wzory na s;;, hij, giju W zaleznosci od Z i odpowiedniej liczby wyktad-
nikéow ¢;.

e Przeanalizowa¢ wzory (4), (5) i (7) i/lub analityczne wzory uzyskane przez siebie pod
katem symetrii permutacyjnej s;;, hij, gijii- Innymi stowy, prosze zbadac jak sie ma s;;(h;;)
do s;;(hj;) oraz na jakie sposoby mozemy poprzestawia¢ indeksy 4, j, k,l w g, aby catka
z poprzestawianymi indeksami miata taka sama wartosé, co wyjsciowa?

Wskazowki:

e Obliczenia wykona¢ w kartezjariskim ukladzie wspotrzednych (laplasjan mozna wywotaé
komenda Laplacian(f[x,y,z],{x,y,z},"Cartesian"]).

e Calki s;; i h;; obliczy¢ bezposrednio w Mathematice.

e Uwaga: obliczenie calki g;jz; wymaga zastosowania podstawienia operatora ogolnej po-
staci r;é (odlegtosé miedzy czastkami o i 5) w rownaniu (7) poprzez:

1 — b — 1 /oo dt e [(@a=25)*+(¥a—yp)* +(2a~2p)?]
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. Podczas wykonywania 6-ciokrotnej calki g;;r; prosze wstawi¢ posta¢ powyzszej funkcji
podcatkowej zamiast g(rq,7r;), wykonaé¢ 6 catek po wspotrzednych dwoch elektronow, i
na samym koncu wykonaé catke po t. Mozna to zrobi¢ przy uzyciu pojedynczej komen-
dy Integrate, jednak wtedy nalezy pamictaé, aby catka po ¢ znalazta sie na poczatku
polecenia, czyli jako pierwsza od lewej zmienna catkowania (komenda Integrate catkuje
poczynajac od ostatniego podanego argumentu).

e Przy wykonywaniu catek nalezy pamicta¢ o zalozeniu, ze wykladniki oraz pomocnicza
zmienna t sa nieujemne.



