
Wst¦p do programu Mathematica
Zadanie 1. Oblicz warto±ci caªek:

I1 =

∫ ∞
0

dx x8e−x
2

I2 =

∫ ∞
0

dx x2k+1e−αx
2

, k ∈ N, α > 0

I3 =

∫ ∞
0

dx x2ke−αx
2

, k ∈ N, α > 0

I4 =

∫ π
2

0

dx sin5(x)

Zadanie 2. Zde�niowa¢ funkcj¦:

h(x) = 24 + 10x− 15x2 + x4

Obliczy¢ h′(x), narysowa¢ jej wykres dla −4 ≤ x ≤ 4 . Znale¹¢ miejsca zerowe h′(x). Obliczy¢
warto±¢ drugiej pochodnej w miejscach zerowych.

Zadanie 3. Za pomoc¡ programu Mathematica prosz¦ znale¹¢ wspóªczynniki rozkªadu wektora
[−2,−1, 1] w bazie {[1, 1, 0], [1, 0, 1], [0, 1, 1]}. Podpowied¹: mo»na rozwi¡za¢ ukªad równa« na
wspóªczynniki, b¡d¹ rozwi¡za¢ równanie macierzowe.

Zadanie 4. Przedstaw na jednym wykresie funkcj¦ Ψ1s(r) atomu wodoru oraz zoptymalizowan¡
funkcj¦ próbn¡ Ψopt(r) uzyskan¡ metod¡ wariacyjn¡:

Ψ1s(r) =
1√
π
e−r

Ψopt(r) =

(
2α

π

) 3
4

e−αr
2

, α =
8

9π
.

U»yj zakresu r ∈ [0, 5]. Stwórz legend¦.

Zadanie 5. Znajd¹ pierwsz¡ poprawk¦ do energii dla n-tego stanu oscylatora harmonicznego
z zaburzeniem postaci:

1. V (x) = x3,

2. V (x) = x4,

3. V (x) = x6.

Funkcje wªasne oscylatora harmonicznego maj¡ posta¢:

ϕn(x) =
1√

2nn!
√
π
Hn(x)e−x

2/2, (5.1)

gdzie Hn(x) oznacza wielomian Hermite'a n-tego stopnia.
Wskazówki: Skonstruuj tablic¦, której elementami b¦d¡ poprawki do energii dla kilku

pierwszych stanów np. do n = 10. U»ywaj¡c funkcji Fit dopasuj posta¢ wielomianu k-tego
stopnia do rozwi¡zania. Przez porównanie na jednym wykresie (funkcja Show) sprawd¹, czy
zaªo»ony stopie« wielomianu poprawnie odtwarza obliczone warto±ci.

Zadanie 6. Do opisu oddziaªywania mi¦dzy dwoma atomami mo»na zastosowa¢ tak zwany
potencjaª Morse'a:

V (r; a, b, c) = a

[(
1− e−

√
b
2a

(r−c)
)2
− 1

]
, (6.1)

gdzie parametry a, b, c > 0 s¡ parametrami potencjaªu, za± r > 0 jest odlegªo±ci¡ mi¦dzy ato-
mami (czyli zale»y od wzgl¦dnej odlegªo±ci j¡der atomowych). Prosz¦ zinterpretowa¢ znaczenie
�zyczne parametrów a, b, c. Aby to zrobi¢, prosz¦:
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� zde�niowa¢ ten potencjaª w Mathematice jako funkcj¦ (4 zmiennych),

� zbada¢ granic¦ w r → 0 oraz r →∞ pami¦taj¡c o zaªó»eniu a, b, c > 0,

� zbada¢, czy potencjaª posiada ekstrema (polecenia D[f[x],{zmienna,rz¡d pochodnej}]
oraz Solve[f[x]==A, zmienna]. Je»eli posiada, to okre±li¢, dla jakich odlegªo±ci mi¦dzy-
atomowych r. Nale»y równie» sprawdzi¢, jakiego rodzaju s¡ ewentualne ekstrema.

� je»eli potencjaª posiada ekstrema, to zbada¢ jego warto±¢ dla tych ekstremów.

� rozwin¡¢ potencjaª w szereg Taylora wokóª poªo»enia minimum do czªonów trzeciego rz¦du
(polecenie Series[f[x],{x,x0,n}]).

� u»ywaj¡c polece« Manipulate oraz Plot, prosz¦ zbada¢ wpªyw warto±ci parametrów na
wygl¡d funkcji [a, b, c w przedziale (1, 5)].

Zadanie 7. (dla ch¦tnych) Rozpatrzmy jednowymiarowy problem z potencjaªem zadanym
jako:

VL(x) = −2x , (7.1)

VR(x; b, c) =
1

2
x2 + bx+ c , (7.2)

gdzie VL i VR oznaczaj¡ potencjaª odpowiedno lewo- i prawostronny, za± parametry b, c nale»y
dobra¢ tak, aby zapewni¢ w x = 0 ci¡gªo±¢ U(x; b, c) i dU(x; b, c)/dx dla:

U(x; b, c) = VL(x)θ(−x) + VR(x; b, c)θ(x) , (7.3)

gdzie θ(x) oznacza funkcj¦ Theta Heaviside'a (HeavisideTheta[x]). Naszym celem jest zba-
danie, w jaki sposób zmieni¡ si¦ funkcje falowe uci¡glonego potencjaªu V (x) = U(x, b, c) (b, c
odpowiednio dobrane) wzgl¦dem potencjaªu oscylatora harmonicznego Vharm(x) = 1

2
kx2.

Aby dobra¢ wspóªczynniki b, c nale»y:

� zde�niowa¢ w programie potencjaªy lewy i prawy,

� zde�niowa¢ �gªówny� potencjaª U(x; b, c) zadany równaniem (7.3),

� narysowa¢ potencjaª U(x; b = 1, c = 1), aby przekona¢ si¦, »e generalnie jest on nieci¡gªy,

� zde�niowa¢ pierwsze pochodne potencjaªów (polecenie D[funkcja,{zmienna,rz¡d pochodnej}]

� rozwi¡za¢ ukªad równa« liniowych {VL(0) == VR(0; b, c), V ′L(0) == V ′R(0; b, c)} wzgl¦dem
b, c, aby wyznaczy¢ �zyczne warto±ci parametrów (polecenie Solve[ukªad,zmienne]),
tzn takie warto±ci b, c, dla których nast¦puje zszycie

� narysowa¢ zszyty potencjaª V (x) = U(x; b, c) (ze znalezionymi b, c) dla x ∈ [−15, 15].

Prosz¦ zastosowa¢ metod¦ wariacyjn¡:

E[φ] =
〈φ|Ĥ|φ〉
〈φ|φ〉

(7.4)

w celu znalezienia najlepszego przybli»enia do funkcji wªasnych potencjaªu V (x). Przypomina-
my, »e:

〈φ|Ĥφ〉 =

∫ ∞
−∞

dxφ(x)
(
Ĥφ(x)

)
,

〈φ|φ〉 =

∞∫
−∞

dxφ(x)φ(x) ,

Ĥ = −1

2

d2

dx2
+ V (x) .
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Jako funkcj¦ próbn¡ przyj¡¢ liniow¡ kombinacj¦ funkcji wªasnych 1-dim oscylatora harmonicz-
nego:

φ(x) =
K∑
i=0

ciϕi(x) , (7.5)

ϕi(x) =
1√

2ii!
√
π
Hi (x− xmin) e−

(x−xmin)2

2 . (7.6)

gdzie Hi(x− xmin) oznacza wielomian Hermite'a i−tego stopnia od zmiennej x− xmin, za±
xmin oznacza punkt scentrowania potencjaªu (zaªo»ony potencjaª V (x) nie jest scentrowany
wokóª x = 0).

Minimalizacja funkcjonaªu Eq. (7.4) z funkcj¡ falow¡ postaci Eq. (7.5) sprowadza si¦ do
rozwi¡zania równania macierzowego postaci:

Hc = ESc , (7.7)

gdzie H = [Hij]i,j=0,...,K , S = [Sij]i,j=0,...,K oraz c = [ci]i=0,...,K . Otrzymali±my problem, który
nazywa si¦ w algebrze uogólnionym problemem wªasnym, czyli równaniem wªasnym na macierz
H z niediagonaln¡ macierz¡ caªek nakrywania (metryczn¡) S. Gdy macierz S jest jednostkowa,
problem redukuje si¦ do zwykªego zagadnienia wªasnego.

Wskazówki:

� wyznaczy¢ parametr xmin ,

� zde�nowa¢ funkcj¦ bazy ϕ[i_, x_] zgodnie z (7.6),

� zde�niowa¢ element macierzowy macierzy S (komenda Sij[i_, j_]:=NIntegrate[ϕ[i, x]ϕ[j, x]...]),

� zde�niowa¢ tablic¦ caªek nakrywania S dla K = 20 (polecenie Table), i poczeka¢ chwil¦
a» policz¡ si¦ caªki. Podczas, gdy one trwaj¡, zwróci¢ uwag¦ na bª¦dy wyrzucane przez
Mathematik¦,

� wy±wietli¢ S w formie macierzy u»ywaj¡c MatrixForm i zastanowi¢ si¦ chwil¦,

� analogicznie skonstruowa¢ i zdiagonalizowa¢ macierz hamiltonianuH (komenda Eigensystem).
Wygodnie jest automatycznie przesortowa¢ ukªad wªasny, za pomoc¡ polecenia: {ee, ev} =

Eigensystem[H] // Transpose // Sort // Transpose. Lista ee b¦dzie zawieraªa po-
sortowane energie wªasne w kolejno±ci rosn¡cej, za± ev odpowiadaj¡ce im wektory wªasne
(czyli wspóªczynniki ci przybli»onego rozwini¦cia dokªadnej funkcji falowej w sko«czonej
bazie),

� zde�niowa¢ wektor funkcji bazy, jako np. vec = Table[ϕ[i,x],{i, 0,K}],

� zde�niowa¢ rozwi¡zanie naszego problemu (7.5) jako iloczyn skalarny zoptymalizowanych
wspóªczynników ci z wektorem funkcji bazy vec: Psi[i_,x_] := ev[[i]].vec UWA-
GA: tutaj wa»ny jest operator �:=�,

� na wykresie przedstawi¢ jednocze±nie potencjaª V (x) razem z kwadratem zoptymalizo-
wanej funkcji falowej Psi przesuni¦tym na wykresie o odpowiadaj¡c¡ mu energi¦ wªasn¡
(na przykªad poleceniem With[{i = 1},Plot[{V[x], 25∗Psi[i, x]2 + ee[[i]]}, {x,−15, 15}]],
jako i mo»emy przyj¡¢ warto±ci od 1 do K + 1). Czynnik 25 przed Psi jest jedynie po
to, »eby funkcja falowa byªa lepiej widoczna na skali rysunku i nie peªni »adnej �zycznej
funkcji,

� przeanalizowa¢ otrzymane wyniki oraz to, w jaki sposób ró»ni¡ si¦ one od rozwi¡za« dla
oscylatora harmonicznego w funkcji rosn¡cego i. Rozwi¡zanie Psi[i, x] porównujemy do
ϕ[i− 1, x]. Jaka jest jego energia?
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Przydatne polecenia w Mathematice

� F1: wywoªanie dokumentacji.

� Shift+Enter: wykonanie aktualnej komórki.

� a = 5 � de�nicja staªej 'a' o warto±ci 5.

� Psi[a_,b_,c_] := abc

de�nicja funkcji od zmiennych a, b, c b¦d¡cej iloczynem zmiennych.

� Psi1[a_,b_,c_] := Psi[a,b,c]*2:

de�nicja nowej funkcji przez odwoªanie do starej.

� Assuming[a > 0 && R > 0, 'polecenie'] � wykonaj 'polecenie', zakªadaj¡c, »e para-
metr a i R s¡ wi¦ksze od zera.

� Alternatywnie do ww.: 'polecenie'[..., Assumptions -> Element[k, Integers] && R > 0]

� Clear[Psi] � wyczy±¢ (usu« z pami¦ci) staª¡/funkcj¦ o nazwie Psi.

� Plot[Sin[x], {x, 0, 6 Pi}] � wykre±l funkcj¦ sin(x) w przedziale x ∈ [0; 6π].

� Lista1 = Array[0. \&, {500,2}] � zde�niuj tablic¦ o nazwie 'Lista1' zawieraj¡c¡ 500
par elementów zainicjalizowanych jako zera.

� Lista1[[k,1]] � odwoªaj si¦ do 1. elementu k-tej pary 1 w Lista1.

� Limit[f[a,b],a -> 0] � policz granic¦ funkcji f od zmiennych a, b przy a d¡»acym do
zera.

� FindRoot[f[R,alpha] ==0, {alpha,1}]

znajd¹ numerycznie, kiedy zeruje si¦ funkcja f[R,alpha] startuj¡c od warto±ci alpha równej
1.

� AlphaMin = FindMinimum[En[R,1],{R,1.2}]

zadeklaruj staª¡ 'AlphaMin' równ¡ minimum funkcji 'En'. Miniumum funkcji 'En' zale»nej
od dwóch zmiennych ('R' oraz drugiej zmiennej) znajdowane jest numerycznie, zaczynaj¡c
poszukiwania od R=1.2.

� U»ywanie programu Mathematica niejednokrotnie wymaga skorzystania z dokumentacji
wspomaganej wyszukiwaniem w przegl¡darkach internetowych.

W razie jakichkolwiek w¡tpliwo±ci odno±nie wykonywania zadania lub polece« programu
Mathematica mog¡ Pa«stwo konsultowa¢ si¦ z osob¡ prowadz¡c¡ ¢wiczenia.
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