Wstep do programu Mathematica

Zadanie 1. Oblicz wartosci calek:
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Zadanie 2. Zdefiniowaé funkcje:
h(z) = 24 4+ 10z — 152% + 2*
Obliczy¢ h'(x), narysowac jej wykres dla —4 < x < 4 . Znalez¢ miejsca zerowe h/(z). Obliczy¢
warto$¢ drugiej pochodnej w miejscach zerowych.

Zadanie 3. Za pomoca programu Mathematica prosze znalez¢ wspotczynniki rozktadu wektora
[—2,—1,1] w bazie {[1,1,0], [1,0,1], [0,1,1]}. PodpowiedZ: mozna rozwigza¢ uklad rownan na
wspotezynniki, badz rozwigza¢ réwnanie macierzowe.
Zadanie 4. Przedstaw na jednym wykresie funkcje Wy4(r) atomu wodoru oraz zoptymalizowana
funkcje probna VU, (r) uzyskang metoda wariacyjna:
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Uzyj zakresu r € [0, 5]. Stworz legende.

Zadanie 5. Znajdz pierwsza poprawke do energii dla n-tego stanu oscylatora harmonicznego
z zaburzeniem postaci:

1. V(z) =23,
2. V(x) =24,
3. V(z) = 1°.
Funkcje wtasne oscylatora harmonicznego maja postac:
on(x) = ;Hn(x)e_ﬁm, (5.1)
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gdzie H,(z) oznacza wielomian Hermite’a n-tego stopnia.

Wskazowki: Skonstruuj tablice, ktorej elementami beda poprawki do energii dla kilku
pierwszych stanéw np. do n = 10. Uzywajac funkcji Fit dopasuj posta¢ wielomianu k-tego
stopnia do rozwiazania. Przez poréwnanie na jednym wykresie (funkcja Show) sprawdz, czy
zatozony stopiert wielomianu poprawnie odtwarza obliczone wartosci.

Zadanie 6. Do opisu oddzialywania miedzy dwoma atomami mozna zastosowaé tak zwany

potencjal Morse’a:
2
V(r;a,b,c) =a [(1 — e_\/g(r_c)) — 1} , (6.1)

gdzie parametry a,b,c > 0 sa parametrami potencjalu, zas r > 0 jest odleglosciag miedzy ato-
mami (czyli zalezy od wzglednej odleglosci jader atomowych). Prosze zinterpretowaé znaczenie
fizyczne parametrow a, b, c. Aby to zrobié, prosze:
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e zdefiniowaé ten potencjal w Mathematice jako funkcje (4 zmiennych),
e zbada¢ granice w r — 0 oraz r — oo pamietajac o zatézeniu a, b, c > 0,

e zbadad, czy potencjal posiada ekstrema (polecenia D[f [x],{zmienna,rzad pochodnej}]
oraz Solve[f[x]==A, zmienna]. Jezeli posiada, to okresli¢, dla jakich odlegtosci miedzy-
atomowych r. Nalezy rowniez sprawdzi¢, jakiego rodzaju sg ewentualne ekstrema.

e jezeli potencjal posiada ekstrema, to zbadaé¢ jego wartosé dla tych ekstremow.

e rozwinal potencjat w szereg Taylora wokot potozenia minimum do cztonéw trzeciego rzedu
(polecenie Series[f[x],{x,x0,n}]).

e uzywajac polecen Manipulate oraz Plot, prosze zbadaé¢ wplyw wartosci parametrow na
wyglad funkcji [a, b, ¢ w przedziale (1, 5)].

Zadanie 7. (dla chetnych) Rozpatrzmy jednowymiarowy problem z potencjalem zadanym
jako:

Vi(z) = —2z, (7.1)

Vr(z;b,¢) = %xQ +bx + ¢, (7.2)

gdzie V} i Vi oznaczaja potencjal odpowiedno lewo- i prawostronny, zas parametry b, ¢ nalezy
dobra¢ tak, aby zapewni¢ w z = 0 ciagtos¢ U(x;b,c) i dU(x;b,c)/dx dla:

U(x;b,c) = Vi (x)8(—x) + Vr(z;b,¢)0(x), (7.3)

gdzie (x) oznacza funkcje Theta Heaviside’a (HeavisideThetal[x]). Naszym celem jest zba-

danie, w jaki sposob zmienia sie funkcje falowe uciaglonego potencjatu V(x) = U(x,b,¢) (b, ¢

odpowiednio dobrane) wzgledem potencjatu oscylatora harmonicznego Viam(z) = k2.

2
Aby dobraé¢ wspotezynniki b, ¢ nalezy:
e zdefiniowaé w programie potencjaly lewy i prawy,
e zdefiniowac ,gtowny” potencjal U(x;b, ¢) zadany rownaniem (7.3),

e narysowaé potencjal U(x;b = 1,c = 1), aby przekonac¢ sie, ze generalnie jest on nieciagly,

e zdefiniowac¢ pierwsze pochodne potencjatow (polecenie D [funkcja,{zmienna,rzad pochodnej}]

e rozwiaza¢ uktad rownan liniowych {V7(0) == Vz(0;0b,¢), V/(0) == V}(0;b, ¢)} wzgledem
b, c, aby wyznaczy¢ fizyczne wartosci parametrow (polecenie Solve[uktad,zmienne]),
tzn takie wartosci b, ¢, dla ktorych nastepuje zszycie

e narysowaé zszyty potencjal V(z) = U(x;b,c) (ze znalezionymi b, ¢) dla x € [-15, 15].

Prosze zastosowa¢ metode wariacyjna:

El¢] = lH1é) (7.4)
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w celu znalezienia najlepszego przyblizenia do funkcji whasnych potencjatu V(x). Przypomina-
my, ze:
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Jako funkcje probna przyjaé¢ liniowa kombinacje funkeji wlasnych 1-dim oscylatora harmonicz-
nego:
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pi(z) = \/Tiﬁ

gdzie H;(x — o) oznacza wielomian Hermite’a i—tego stopnia od zmiennej & — Ty, zas
Tmin Oznacza punkt scentrowania potencjalu (zalozony potencjal V(z) nie jest scentrowany
wokot x = 0).

Minimalizacja funkcjonatu Eq. (7.4) z funkcja falowa postaci Eq. (7.5) sprowadza sie do
rozwigzania réwnania macierzowego postaci:

He = ESc, (7.7)

gdzie H = [H,jlij=0...k, S = [Sijlij=0,..k Oraz ¢ = [¢;lizo,. k. OtrzymaliSmy problem, ktory
nazywa sie w algebrze uogdlnionym problemem wtasnym, czyli rownaniem wlasnym na macierz
H 7z niediagonalna macierza catek nakrywania (metryczna) S. Gdy macierz S jest jednostkowa,
problem redukuje sie do zwyklego zagadnienia wlasnego.

Wskazowki:

e wyznaczyC parametr T, ,
e zdefinowaé funkcje bazy ¢li ,x | zgodnie z (7.6),
e zdefiniowac element macierzowy macierzy S (komenda Sijli_, j_1:=NIntegrately[i, z]p[j, z]...]),

e zdefiniowa¢ tablice calek nakrywania S dla K = 20 (polecenie Table), i poczekaé¢ chwile
az policzg sie catki. Podczas, gdy one trwaja, zwroci¢ uwage na bledy wyrzucane przez
Mathematike,

e wyswietli¢ S w formie macierzy uzywajac MatrixForm i zastanowi¢ sie chwile,

e analogicznie skonstruowac i zdiagonalizowaé macierz hamiltonianu H (komenda Eigensystemn).
Wygodnie jest automatycznie przesortowac¢ uktad wtasny, za pomoca polecenia: {ee,ev} =
Eigensystem[H] // Transpose // Sort // Transpose. Lista ee bedzie zawierala po-
sortowane energie wlasne w kolejnosci rosnacej, za$ ev odpowiadajace im wektory wtasne
(czyli wspolezynniki ¢; przyblizonego rozwiniecia dokladnej funkeji falowej w skonczone;
bazie),

e zdefiniowa¢ wektor funkeji bazy, jako np. vec = Table[p[i,x],{i,0,K}],

e zdefiniowaé rozwiazanie naszego problemu (7.5) jako iloczyn skalarny zoptymalizowanych
wspoOtczynnikéw ¢; z wektorem funkeji bazy vec: Psili_,x_] := ev[[i]].vec UWA-
GA: tutaj wazny jest operator ,,:=",

e na wykresie przedstawié¢ jednoczes$nie potencjal V(z) razem z kwadratem zoptymalizo-
wanej funkcji falowej Psi przesunietym na wykresie o odpowiadajaca mu energie wtasna
(na przyklad poleceniem With[{i = 1},Plot [{V[x], 25*Psi[i, x| + eel[[i]]}, {z, —15,15}1],
jako i mozemy przyja¢ wartosci od 1 do K + 1). Czynnik 25 przed Psi jest jedynie po
to, zeby funkcja falowa byla lepiej widoczna na skali rysunku i nie pelni zadnej fizycznej
funkecji,

e przeanalizowa¢ otrzymane wyniki oraz to, w jaki sposéb réznig sie one od rozwiazan dla
oscylatora harmonicznego w funkeji rosnacego i. Rozwiazanie Psi[i, x| poréwnujemy do
oli — 1,%]. Jaka jest jego energia?



Przydatne polecenia w Mathematice
e ['l: wywotlanie dokumentacji.

e Shift+Enter: wykonanie aktualnej komorki.

e a = 5 — definicja stalej 'a’ o wartosci 5.

e Psila_,b_,c_] := abc
definicja funkcji od zmiennych a, b, ¢ bedacej iloczynem zmiennych.
e Psiilla_,b_,c_] := Psila,b,clx*2:

definicja nowej funkcji przez odwotlanie do starej.

e Assumingla > O && R > 0, ’polecenie’] — wykonaj 'polecenie’, zaktadajac, ze para-
metr a i R sa wieksze od zera.

e Alternatywnie do ww.: polecenie’[..., Assumptions -> Element[k, Integers] && R > 0]
e Clear[Psi] — wyczy$é (usun z pamieci) stata/funkcje o nazwie Psi.
e Plot[Sin[x], {x, 0, 6 Pi}] — wykresl funkcje sin(x) w przedziale = € [0; 67].

e Listal = Array[0. \&, {500,2}] — zdefiniuj tablice o nazwie "Listal’ zawierajaca 500
par elementéw zainicjalizowanych jako zera.

e Listall[[k,1]] — odwotaj sie do 1. elementu k-tej pary 1 w Listal.

e Limit[f[a,b],a -> 0] — policz granice funkcji f od zmiennych a,b przy a dazacym do
zera.

e FindRoot[f[R,alpha] ==0, {alpha,1}]
znajdz numerycznie, kiedy zeruje sie funkcja f[R,alpha| startujac od wartosci alpha réwnej
1.

e AlphaMin = FindMinimum[En[R,1],{R,1.2}]

zadeklaruj stala "AlphaMin’ rowng minimum funkcji "En’. Miniumum funkcji ’En’ zaleznej
od dwoch zmiennych ('R’ oraz drugiej zmiennej) znajdowane jest numerycznie, zaczynajac
poszukiwania od R=1.2.

e Uzywanie programu Mathematica niejednokrotnie wymaga skorzystania z dokumentacji
wspomaganej wyszukiwaniem w przegladarkach internetowych.

W razie jakichkolwiek watpliwosci odnosnie wykonywania zadania lub polecenn programu
Mathematica moga Panstwo konsultowac sie z osoba prowadzaca ¢wiczenia.



