Energia catkowita czasteczek

@ rozdzielenie ruchu elektronéw i jader w czasteczkach
o przyblizenie Borna-Oppenheimera
@ rozdzielenie rotacji i oscylacji

@ przyblizenie matych wychylen i przyblizenie harmoniczne



Rozdzielenie ruchu elektronéw i jader w czasteczkach

W dowolnym (tzw. laboratoryjnym) uktadzie wspétrzednych
catkowity hamiltonian dla czasteczki dwuatomowe;]

@ dwajadraaib o masach M, i M, i tadunkach Z,e i Z,e w odlegtosci R od siebie

@ n elektronéw o masie m i tadunku —e

ma 0g6lng postaé:
Htotal = Tn + Te + ‘A/nn + Vne + Vee

gdzie poszczegdlne sktadniki opisuja

@ energi¢ kinetyczna jader: T, = 2’}; A, h—zAb
@ energie kinetyczna elektronéw: T, = — Zl IWAY,
C . () 1 Z,,Z,,e
@ odpychanie jader: Vin = fmm 2%
. R . ~ 2 2
@ przyciaganie jader i elekron.: V,, = — =377 | Z;‘j — Y &
@ odpychanie elektronéw: Vee = s Dt i &
iy



Po przejsciu do nowego uktadu wspétrzednych zdefiniowanego przez:
@ wspoétrzedne Srodka masy uktadu jako catosci
@ wspoétrzedne wzgledne (np. odlegltosci migdzy czastkami
tworzacymi uktad — R, ry;, i, ij)

otrzymujemy nowa postaé catkowitego hamiltonianu
Hiota = Tcm + H

gdzie poszczegdlne sktadniki sa od siebie niezalezne:

o Tcy — opisuje ruch catej czasteczki (traktowanej jako punkt o
masie Miota = My + My 4+ n - m) w przestrzeni
— rozwiazania sg znane z modelu czastki w pudle,
i nie zajmujemy si¢ dalej tym problemem
o H — hamiltonian wzgledny w ukladzie srodka masy
— musimy znaleZ¢ rozwigzania dla tego hamiltonianu



Sktadniki hamiltonianu wzglednego w uktadzie srodka masy (I)

H=Hy+H
hamiltonian elektronowy
R

opisuje ruch elektronéw dla ustalonych polozen jader i zawiera:

@ energie kinetyczna elektronéw

@ oddziatywania kulombowskie elektronéw i jader: V = Vi, + Ve + Ve




Sktadniki hamiltonianu wzglednego w uktadzie srodka masy (II)

f = Fo+ B
hamiltonian jadrowy
X h? .
H/ = —ZAR‘ aF Hmix

zawiera:

@ operator energii kinetycznej zwiazanej ze zmiang R, czyli z oscylacjami
(zmiana dhugosci R)i rotacjami (zmiana orientacji R w przestrzni)
@ 1 — masa zredukowana jader
MM,
o Ma aF Mb
@ Hpix — drobne cztony odpowiadajace sprzezeniu ruchu jader i elektronéw
(ta czes¢ najczesciej jest pomijana w obliczeniach)

Przy zatozeniu nieskoriczonych mas jader (M, = oo i M;, = o0)

hamiltonian jadrowy znika: H' = 0




Przyblizenie Borna-Oppenheimera

Zalozenia:

@ ruch elektronéw jest znacznie szybszy od ruchu jader i elektrony
potrafia si¢ natychmiast przystosowaé do dowolnie malej zmiany
polozenia jader

@ rozktad tadunku elektronowego w czasteczce zalezy jedynie od
chwilowego, ustalonego, polozenia jader, a nie zalezy od ruchu
jader (jak szybko i w ktérym kierunku si¢ poruszaja)




Korzystajac z

@ rozdzielenia ruchu jader i elektronéw w czasteczkach (czyli
mozliwosci podziatu hamiltonianu wzglednego w uktadzie §rodka
masy na cz¢$¢ elektronowa i jadrowa)

@ przyblizenia Borna-Oppenheimera
mozemy problemy: elektronowy i jadrowy, rozpatrywaé oddzielnie

@ elektronowe réwnanie Schrodingera
opis stanu elektronéw w polu nieskoficzenie cigzkich jader (H' = 0)
w ustalonej odlegtosci R
I:]() \I’k(}’17 Fa,..., V,,;R) = gk(R) \Ilk(rh ra,..., r,,;R)

@ jadrowe réwnanie Schrodingera
opis ruchu jader

h? s R
|:_2,LLAE + 5k(R):| Jiws(R) = Jiws (R)

Indeksy numeruja stany: kK — elektronowe, v — oscylacyjne, J — rotacyjne



Schemat obliczen

@ dla danego, ustalonego polozenia jader R obliczamy energie
elektronowe & (R)

@ po powtodrzeniu tej operacji dla wielu potozen jader otrzymujemy
krzywa energii potencjalnej (w przypadku czasteczki
wieloatomowej hiperpowierzchnig energii potencjalnej)

@ otrzymana krzywa stuzy do obliczenia widma

oscylacyjno-rotacyjnego — zestawu catkowitych energii
czasteczki

krzywa energii potencjalne;j zestaw energii oscylacyjno-rotacyjnych




Rozdzielenie rotacji i oscylacji

h? R R
|:—2MAR' + 5]((R):| fka(R) = fkv](R)

W réwnaniu opisujacym ruch jader energia potencjalna & (R):
o zalezy od odlegtosci migdzy jadrami (R — dlugosci wektora R)
o nie zalezy od orientacji wektora Rw przestrzeni (sferycznych
katow 6 i ¢)
stad funkcje jadrowa fi.;(R) wygodnie jest zapisa¢ w postaci:

fews(R) = kaé(m Yim(0, )

gdzie
@ Xtws(R) — nieznane funkcje radialne

@ Yu(6, ¢) — harmoniki sferyczne — znane z modelu rotatora sztywnego



Po podstawieniu zatozonej postaci funkcji frys (I_é) do réwnania ruchu
jader otrzymujemy rownanie na oscylacje

@ z odseparowanymi rotacjami

o zalezne tylko od odlegloSci migdzy jadrami R

n* d?
T2, dR? + Viu(R) | Xkws = XkvJ

gdzie efektywny potencjat Vi, (R) ma postaé

J(J + 1)R?

Viu(R) = E(R) + 2uR?

Drugi czton po prawej stronie to potencjat sily odSrodkowej zalezny
od J, czyli od momentu pgdu rotacji



Przyblizenie matych wychylen i przyblizenie harmoniczne

J(J + 1)h?

VkJ(R) = gk(R) + Z,UJRZ

Przyblizenie harmoniczne

Dla matych wychylen wzgledem minimum krzywej energii
. d&(R)

potencjalnej (odlegtos¢ migdzyjadrowa, dla ktérej =g
energie elektronowa mozna przedstawi¢ w postaci:

E(R) ~ Ex(R,) + %R(R _R)?

‘R:Re =0)

gdzie B d2&,

K= ——
dRr? R—=R,

Dla matych wychylen takze:

JU+1) _JU+1)
2uR> " 2uR?




Po podstawieniu do réwnania na oscylacje postaci potencjatu
efektywnego dla matych wychylen dostajemy

n? d? 1 ,  JU+1)R?

+ E(Re) + 5K(R — Re)™ + Xikws = Ekvr Xiws
2 dR? 2uR?

2

Po przeniesieniu na prawa strong cztonéw, ktére nie zaleza od R (sa
state) otrzymujemy:

Roéwnanie dla oscylatora harmonicznego ze stata sitowa s

hz d2 XkvJ 1 2
ZH dR2 + EK(R - Re) Xkvd = EU XkvJ

. . . h [k 1
rozwiazania — znane z modelu oscylatora harmonicznego: E,, = o p (v + 5)

Energie catkowite odzyskamy wiedzac, ze

hZ
E’U - EkUJ - gk(Re) (2,uRZ)
e



o

(]

Energia catkowita czasteczek dwuatomowych
w przyblizeniu harmonicznym

Eros ~ Ex(Re) + hvose (v + %) +B.J(J + 1)

czg$¢ elektronowa

&k (R.) — minimum krzywej energii potencjalnej dla stanu elektronowego k
cze$¢ oscylacyjna

v=0,1,2,... — oscylacyjna liczba kwantowa

Vosc — czestos¢ drgan klasycznego oscylatora harmonicznego

1 K
Vosc = E ;
czes$¢ rotacyjna

J=0,1,2,... —rotacyjna liczba kwantowa
B, — stata rotacyjna




Spektroskopia rotacyjna — mikrofale i daleka podczerwien

Czysto rotacyjne widmo czysteczki dwuatomowej

Jr—=J" 01 152 253 34 45
51 2B, 4B, 6B, 8B, 108,
absorpeja
J'e=Jd 01 12 23 34 45
5 2B, 4B, 6B, 8B, 10B.
emisja

| | !
63.54 84.72 105.91

czysto rotacyjne linie w widmie absorpeyjnym HCI
(model rotatora sztywnego)

I |
Flem™) 21.18 42.36

akres dalekiej podezerwieni: 50 um-Imm (200-10 em' )



Réznice energii migdzy poziomami oscylacyjnymi odpowiadaja
dlugosciom fal elektromagnetycznych z zakresu podczerwieni

35—

Energia x 102 (J)
b 8

]

%é

5 2.5
0 0.0
= t : : -2
—40 i) 0 20 40
(R—r,) (pm)

Funkeje whasne oscylatora harmonicznego dlav =1 do 4




Schemat poziomdéw oscylacyjnych i rotacyjnych czasteczki

dwuatomowe;j
Energia _ Energia
7500 0 rotacyina
[em] fem1
220
132
66
22
4500
220
Schemat nizszych
oscylacyjnych i
rotacyjnych
pozioméw
132 dia
= czasteczki
o
66
— 2
1500 ———— 0



Rzeczywista czasteczka dwuatomowa:
@ nie jest oscylatorem harmonicznym
@ nie jest rotatorem Sztywnym

@ nie mozna rozdzieli¢ oscylacji czasteczki od jej rotacji (stany
jadrowe nazywa si¢ stanami rowibracyjnymi)



Zatamanie si¢ przyblizenia harmonicznego

W przyblizeniu harmonicznym zaktadamy, ze wokét potozenia
réwnowagi krzywa energii potencjalnej ma postac

E(R) ~ E(R.) + %R(R _R)?

Dla rzeczywistej czasteczki mozemy z bardzo dobra doktadnoscia
przedstawi¢ krzywa energii potencjalnej w analitycznej postaci —
potencjat Morse’a

E(R) =D, [1 - e*a<RfR«>]2

R, — réwnowagowa odlegtosé migdzyjadrowa
D, — parametr okreSlajacy gtebokos¢ krzywe;j

a — parametr okreslajacy szerokos¢ krzywej ~

K
2D,




Dissociation Energ.
ol

Energy

re

Internuclear Separation (r)

@ odstepy migdzy poziomami oscylacyjnymi maleja z wartoscia liczby kwantowej v
@ krzywa Morse’a dopuszcza tylko skonczong liczbe stanéw oscylacyjnych

@ S§rednia odlegtos¢ migdzy jadrami (R)., w stanach oscylacyjnych sa wigksze niz
potozenie minimum krzywej energii oddziatywania R,; dodatkowo (R),, rosnie z

wartoscia v



Uwzgledniajac dalsze cztony w rozwinigciu wyrazenia dla krzywe;j
energii potencjalnej (tzn. czlony zalezace od (R — R,) w potgdze co
najmniej 3-ciej) otrzymujemy nast¢pujace wyrazenie na energi¢

oscylacji
1 1\?
E, =hv, (v + 2> — hvex, <’U + 2)

v, — czgsto$¢ zerowych drgan anharmonicznych
x, — stala anharmonicznoSci

Mozna to zapisa¢ jako

o () ()



Oscylator anharmoniczny

Ey = hv,(v) (v + ;>

va(v) =1, [1 — X, (U = ;)]

W oscylatorze anharmonicznym czgsto$¢ drgan zalezy od wartosci
liczby kwantowej v — zmniejsza si¢ ze wzrostem v




gk i exgsteenld AB:
Ek(m) =E + Ey
7
£ D=6 () - Ex(R,)
Dyt [De /
1 D, energia
dysocjacji
v=0
| 1 L1 I
R, R

Krzywa enerdii potencjainej dla czasteczki dwuatomowej
Z Zaznaczonymi stanami oscylacyjnymi

R. — réwnowagowa odlegtos¢ miedzyjadrowa

D, — energia wiazania: réznica miedzy poziomem rozdzielonych atoméw E;(co) a minimum
krzywej energii potencjalnej & (R, )

Dy — energia dysocjacji; energia wigzania pomniejszona o energi¢ drgan zerowych (ZPE)

1
Dy = De = ~hve



Zatamanie si¢ przyblizenia rotatora sztywnego

ZaktadaliSmy, ze czasteczka zachowuje si¢ jak rotator sztywny ze
stalg rotacyjna (R, - odlegto$¢ minimum krzywej energii potencjalnej)

2

B, = —
e 2]6’

I, = uR?
W rzeczywistej czasteczce Srednia odleglo§¢ migdzyatomowa jest
wigksza niz R,, i zalezy od tego w jakim stanie rotacyjnym i
oscylacyjnym znajduje si¢ czasteczka:

@ rotacje powoduja, ze pojawig si¢ potencjat sity odSrodkowe;j i

J(J+1)R?

minimum potencjatu efektywnego Vi;(R) = E(R) + R

jest dalej niz R,

@ w stanach oscylacyjnych $rednia odlegto$¢ migdzyjadrowa
ros$nie ze wzrostem v



sztywny niesztywny

J rotator rotator
10
9 %
8 i -
7 St
6 s
5 Sre—
4
3
2
0
0 2B 4B 6B 8B 12B 16B  20B
TTTTTTTTITT s
[T TTTTTTIT — siosaywy

@ stala rotacyjna B maleje ze wzrostem liczb kwantowych v i J
@ tak samo maleja energie pozioméw rotacyjnych czasteczki
@ w widmie rotacyjnym czasteczki odlegtosci migdzy pasmami maleja (AAE ~ 2B)



Energia catkowita czasteczek dwuatomowych
w rozwinieciu Dunhama

Ekvlzgk(Re)
+h + 9 . 2
Ve | L ) VeXe | U )
+B.JJ+1) =D, [J(J+ 1)
1
+ ...

@ x, — stata anharmonicznoSci

@ D, — stala znieksztatcenia sity odSrodkowej

@ o, — stala sprzezenia oscylacyjno-rotacyjnego



