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Zastosowanie metody wariacyjnej do optymalizacji funkcji falowej

dla molekularnego kationu wodoru H+
2

Molekularny kation wodoru (cz¡steczka H+
2 ) jest najprostsz¡ mo»liw¡ cz¡steczk¡ � skªada si¦ tylko

z dwóch j¡der (protonów) i jednego elektronu.

Przy dokªadnym lub przybli»onym rozwi¡zywaniu równania Schrödingera dla ukªadów molekularnych

przyjmujemy niemal zawsze przybli»enie Borna-Oppenheimera, czyli rozwi¡zujemy struktur¦ elektronow¡

cz¡steczki przy ustalonych poªo»eniach j¡der, uzyskuj¡c w ten sposób energi¦ elektronow¡ ukªadu w funk-

cji kon�guracji j¡der. Dla cz¡steczki H+
2 odpowiedni hamiltonian elektronowy ma posta¢ (w jednostkach

atomowych):
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gdzie

• ∆ � laplasjan wzgl¦dem wspóªrz¦dnych elektronu,

• rA, rB � odlegªo±¢ elektronu od, odpowiednio, j¡dra A i j¡dra B,

• R � odlegªo±¢ mi¦dzyj¡drowa.

Przy rozpatrywaniu cz¡steczek dwuatomowych, wygodnie jest wyra»a¢ funkcje elektronowe w tak

zwanych �wspóªrz¦dnych eliptycznych�. W tym celu umieszczamy j¡dra wzdªu» osi z w punktach RA =

(0, 0, R/2) i RB = (0, 0,−R/2), oraz wprowadzamy nowe wspóªrz¦dne
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R
, η =
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R

, ϕ− k¡t wokóª osi z (osi cz¡steczki), (2)

które mog¡ przyjmowa¢ nast¦puj¡ce warto±ci:

• ξ ∈ [1,∞) � punkty o ustalonym ξ tworz¡ elipsoidy obrotowe wydªu»one o ogniskach w poªo»eniach

j¡der,

• η ∈ [−1, 1] � punkty o ustalonym η tworz¡ jedn¡ z powªok (w zale»no±ci od znaku η) hiperboloid

obrotowych dwupowªokowych o ogniskach w poªo»eniach j¡der,

• ϕ ∈ [0, 2π) � punkty o ustalonym ϕ tworz¡ zbiór póªpªaszczyzn, których cz¦±ci¡ wspóln¡ jest o±

z; k¡t ϕ mierzony jest wzgl¦dem póªpªaszczyzny zawieraj¡cej dodatni¡ póªo± Ox.

W tych wspóªrz¦dnych laplasjan ma posta¢
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a element obj¦to±ci wynosi

dτ =
R3

8
(ξ2 − η2) dξ dη dϕ. (4)
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Celem zadania jest znalezienie najlepszego przybli»enia do elektronowej funkcji falowej cz¡steczki H+
2

gdy posta¢ (nieunormowanej) funkcji próbnej jest ograniczona do postaci

Ψα(ξ, η, ϕ;R) = exp
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)
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)
, α > 0, R > 0, (5)

gdzie R jest dowoln¡ odlegªo±ci¡ mi¦dzyj¡drow¡, a α jest parametrem wariacyjnym. W tym szczególnym

przypadku zasada wariacyjna sprowadza si¦ do postaci

E(R) = min
α
Eα(R), (6)

Eα(R) =
〈Ψα|Ĥ|Ψα〉
〈Ψα|Ψα〉

, (7)

gdzie parametryczna zale»no±¢ energii od R wynika ze szczególnej postaci hamiltonianu (1) i funkcji

próbnej (5), które zawieraj¡ R w sposób jawny, a caªki przedstawione symbolicznie w notacji braketowej

maj¡ posta¢

〈Ψα|Ĥ|Ψα〉 =
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〈Ψα|Ψα〉 =

∫
Ψα(ξ, η, ϕ;R)2 dτ. (9)

Zagadnienia do opisu:

1. Naszkicowa¢ wykres zale»no±ci αopt(R) [optymalnej warto±ci parametru α dla danego R znalezionej

z warunku (6)] od odlegªo±ci mi¦dzyj¡drowej R.

2. Oszacowa¢ warto±ci αopt(R) dlaR→ 0 iR→∞ i obliczy¢ energie elektronowe w obu tych granicach

(w przypadku R → 0, aby uzyska¢ energi¦ elektronow¡ nale»y odj¡¢ d¡»¡cy do niesko«czono±ci

czªon odpychania j¡der 1/R).

(a) Jakim dwóm szczególnym sytuacjom �zycznym odpowiadaj¡ te granice?

(b) Czy graniczne postacie funkcji falowej (5) i obliczone graniczne energie poprawnie opisuj¡ te

sytuacje �zyczne?

Wskazówka: Przypomnie¢ sobie wiadomo±ci o ukªadach wodoropodobnych i metodzie LCAO-MO.

3. Naszkicowa¢ na jednym rysunku wykresy odpowiadaj¡ce energii elektronu na orbitalu Ψα:

(a) przyjmuj¡c ustalon¡, niezale»n¡ od odlegªo±ci, warto±¢ parametru α, α = 1,

(b) przyjmuj¡c dla ka»dej odlegªo±ci R odpowiedni¡ optymaln¡ warto±¢ parametru α, αopt(R).

Porówna¢ wykresy.

4. Znale¹¢ parametry minimów obu krzywych z punktu 3. Porówna¢ wyniki z dokªadn¡ warto±ci¡ dªu-

go±ci wi¡zania jonu H+
2 , Re = 1.057Å, i energii wi¡zania (gª¦boko±¢ minimum wzgl¦dem poziomu

dysocjacji), De = 2.793 eV. Przedyskutowa¢ wyniki.
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Przyspieszony kurs programu wxMaxima

Enter � wykonanie instrukcji

Shift+Enter � przej±cie do nast¦pnej lini w jednej komórce

; � zako«czenie instrukcji/oddzielenie kolejnych instrukcji, wypisuje wynik

$ � zako«czenie instrukcji/oddzielenie kolejnych instrukcji, NIE wypisuje wyniku

operacje matematyczne: +, -, *, /, ^, ** (dwa ostatnie oznaczaj¡ pot¦gowanie)

przydatne staªe: %e, %pi, inf

przydatne funkcje: sqrt(2*x), abs(z)

funkcje elementarne: sin(x*%pi), log(2**n), exp(-r)

przyjmowanie zaªo»e«: assume(a<0), notequal(t,u)

przypisywanie wyra»enia do etykiety, operator :

wyr:x^2+a

de�niowanie funkcji, operator :=

f(x):=x^2+a

caªka oznaczona

integrate(wyr,x,1,2) � wynik 10/3

integrate(f(x),x,1,2) � wynik 10/3

ró»niczkowanie

diff(wyr,x) � wynik 2x

diff(f(x),x,2) � wynik 2

obliczanie granic, funkcja limit()

limit(%e**z,z,-inf) � wynik 0

podstawianie warto±ci w wyra»eniu, ufunkcyjnienie wyra»enia i wiele innych: funkcja at()

at(wyr,a=1) � wynik x2 + 1

at(wyr,[x=b,a=1]) � wynik b2 + 1

g(y):=at(wyr,[x=y,a=2]) � wynik g(y) = y2 + 2

numeryczne znajdowanie miejsca zerowego funkcji gdy wxMaxima nie potra� rozwiaza¢ równania anali-

tycznie przy u»yciu funkcji solve()

wyr:log(x)-2; find_root(wyr,x,5,10) � wynik 7.389056

f(x):=log(x)-2; find_root(f(xyz),5,10) � wynik 7.389056

przedstawianie wyniku w postaci uªamka dziesi¦tnego gdy jest on w postaci wyra»enia, funkcja float()

float(%e^2) � wynik 7.389056

rysowanie wykresów

plot2d(sin(2*z),[z,-%pi,%pi])

plot2d([sin(2*z),cos(3*z)],[z,-%pi,%pi],[y,-1/2,1/2])� ograniczenie zakresu na

osi pionowej

bardzo przydatna funkcja do upraszczania wyra»e«, cz¦sto stosowa¢: ratsimp(x)
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