Chemia Teoretyczna B — laboratorium

Cwiczenie 2
Bazy AO w chemii kwantowej; orbitale slaterowskie a orbitale gaussowskie

Calki atomowe w bazie orbitali gaussowskich

Atom wodoru i jony wodoropodobne to jedyne uktady bedace w kregu zainteresowan chemii (czyli
skladajace sie z elektronow i jader), dla ktorych znane sa doktadne rozwiazania rownania Schrédingera.
Funkcje wlasne dla tego problemu — orbitale — majg w sferycznym ukladzie wspotrzednych postaé
iloczynu a) harmoniki sferycznej, b) wielomianu w potegach odleglosci elektron-jadro r, oraz c) czynnika

eksponencjalnego, w ktérym r wystepuje w pierwszej potedze

_ Zr
"

Xonti (1,0, 9) = Y™ (0, @) R (r)e (1)

W kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych funkcje tego typu (nazywane prymitywnymi orbitalami slate-

rowskimi lub funkcjami slaterowskimi) mozna wyrazi¢, dla szczegolnego przypadku n =1+ 1, w postaci

Xﬁn(a7 r, RA) = Nim, Z Cll?]";(x _ XA)’L(y _ YA)j (Z _ ZA)kefoé\/(I*XA)2+(y*YA)2+(27ZA)2’ (2)
i,j,k>0
i+j+k=l
gdzie
e o — parametr ustalajacy stopieni skupienia danego orbitala (dla duzego « orbital jest bardziej
skupiony, “tight”, a dla malego « jest bardziej rozciagty, “diffuse”) — dla atomu wodoropodobnego

determinuje to tadunek jadra Z i warto$¢ gtownej liczby kwantowej n, poréwnaj réwnanie (1),

o r = (x,y,2) — wspolrzedne elektronu,

Ry = (Xa,Ya,Z4) — wspotrzedne arbitralnego centrum odniesienia, wzgledem ktorego orbital

jest definiowany (miejsce scentrowania orbitala) — zwykle polozenie jednego z jader w czasteczce,

e N;,, — czynnik normalizacyjny,

C’Z’,ﬁ — zbiér wspotczynnikéw determinujacy przestrzenng symetrie orbitala dla danych 1, m.

Do opisu funkcji falowej uktadéw bardziej skomplikowanych niz atom wodoru stosujemy rutynowo w
obliczeniach przyblizenie jednoelektronowe, w ktérym do konstrukeji funkcji wieloelektronowej uzywamy
tak zwanych wyznacznikow Slatera, czyli antysymetryzowanych iloczynow funkcji jednoelektronowych.
Funkcje jednoelektronowe wchodzace w sktad tych wyznacznikéw to spinorbitale, bedace zazwyczaj pro-
stym iloczynem funkcji spinowej (« lub §) i funkcji przestrzennej, czyli orbitala molekularnego (MO).
W standardowo uzywanym przyblizeniu LCAO-MO orbitale molekularne sa rozwijane w bazie orbitali
atomowych (AO). W poczatkowych latach rozwoju chemii kwantowej probowano uzywaé jako AO pry-
mitywnych orbitali slaterowskich, o postaci przedstawionej w rownaniu (2). Szybko jednak okazalo sie,
ze obliczanie calek z takimi orbitalami, zwtaszcza gdy sa one scentrowane na réznych punktach w prze-
strzeni, jest bardzo trudne, czasochlonne i potencjalnie numerycznie niestabilne. Czesto nie istniejg nawet
na te calki zamkniete analityczne wzory, ktore zawieralyby tylko funkcje elementarne, a wiele z calek

wyraza sie przez nieskoriczone rozwiniecia w szereg.



Z powodu tych problemoéw, bardzo wczesnie zaczeto uzywaé w obliczeniach jako AO prymitywnych

orbitali gaussowskich (zwanych skrétowo funkcjami gaussowskimi) o postaci

Xle(Oé,I‘,RA) =N, Z Czlﬁc(z _ XA)i(y _ YA)j(Z _ ZA)kB*OL[(I*XA)2+(y7YA)2+(Z*ZA)2]. 3)
4,7,k>0
itj+hk=l

Drobna zmiana, jaka wydaje sie by¢, na pierwszy rzut oka, zastapienie w wyktadniku odlegtosci elektron-

jadro r = \/(z — X4)2 + (y — Ya)2 + (2 — Z4)% w pierwszej potedze przez r w potedze drugiej, ma bar-
dzo daleko idace konsekwencje. Orbitale gaussowskie zachowuja sie niepoprawnie zaréwno dla bardzo
malych jak i bardzo duzych wartosci r. W granicy r — 0 (czyli r — R4) funkcje Xﬁn sa analityczne
a ich gradient znika, podczas gdy x;, wykazuja “cusp” (ostrze) — nieciagtos¢ pierwszych pochodnych
czastkowych po sktadowych r. Istnienie ostrza jest konieczne aby czlon energii kinetycznej mogt ska-
sowaé osobliwosci typu 1/r wprowadzane do hamiltonianu przez cztony oddzialywania kulombowskiego
elektron-jadro. Z drugiej strony, w granicy r — oo, funkcje 7 maleja zbyt szybko do zera. Catkowita
funkcja falowa czasteczki chemicznej musi takze uwzglednia¢ przypadek gdy caly uktad molekularny mo-
zemy rozpatrywaé efektywnie jako jeden elektron znajdujacy sie bardzo daleko od reszty uktadu, ktora
jest skupiona w niewielkiej, ograniczonej przestrzeni. Przez podobienistwo takiej sytuacji do problemu
atomu wodoru mozemy zalozy¢, ze poprawna funkcja falowa bedzie zanika¢ z odlegloscia raczej slaterow-
sko (~ e~ ") ale na pewno nie gaussowsko (~ e""z). Wplyw niepoprawnego krétko- i dalekozasiegowego
zachowania sie chjn na wyniki obliczern moze zosta¢ ztagodzony przez uzycie duzej iloSci prymitywnych
orbitali gaussowskich o parametrach « z szerokiego zakresu wartosci: funkcje “tight” beda modelowatly
ostrze, a funkcje “diffuse” — wolny zanik. W ten sposob kazdy orbital slaterowski moze zosta¢ przyblizony
kombinacja pewnej ilodci (zaleznej od zadanej doktadnosci obliczeri) orbitali gaussowskich.

Wszystkie te niedogodnosci sg jednak rekompensowana faktem, ze wprowadzenie orbitali gaussowskich
znaczaco ulatwia obliczanie koniecznych calek z ich udzialem. Wynika to z faktu, ze funkcje postaci (3)

faktoryzuja sie na sume iloczynéw funkcji jednowymiarowych w kazdym kartezjanskim kierunku

chjn<a7raRA) - Nlm Z Czrlz;[i<aaanA)Ij(a7yaYA)Ik(a7z7ZA>7 (4)
4,7,k>0
i+jk=l
gdzie
In(a,t, A) = (t = A)re =47, (5)

oraz z zachodzenia tak zwanej “Gaussian product rule”, ktéra w swej najprostszej postaci moéwi

Twierdzenie 1 Iloczyn dwdch funkcji Gaussa
2 2
Xalt) = e t=A)7 Yo(t) = e~ B(t=B)

tez jest funkcja Gaussa
Xa(t)xo(t) = Kope 7P,

Rutynowe obliczenia z wykorzystaniem prymitywnych orbitali gaussowskich sa mozliwe dzieki istnieniu
szybkich i stabilnych numerycznie schematéw generowania catek. Wychodza one z catek pomocniczych
obliczonych miedzy funkcjami s [[ = 0, m = 0 w rownaniu (3)], a nastepnie generuja catki dla wszystkich
potrzebnych kombinacji [ i m poprzez wzory rekurencyjne (schematy Obara-Saika i McMurchie-Davidson)

lub korzystaja z doktadnych kwadratur do obliczania calek (schemat kwadratur Rys).



Zadanie 1

Celem zadania jest znalezienie najlepszego przyblizenia do funkcji falowej stanu podstawowego atomu
wodoru (czyli slaterowskiego orbitala 1s)

s(r) = Nge™ ", (6)
ktore jest mozliwe przy uzyciu tylko jednego orbitala gaussowskiego
g(a,r) = Ng(a)e " . (7)

Optymalizacji mozemy dokonac¢ korzystajac z warunku energetycznego (zasady wariacyjnej), czyli mini-
malizujac wartosé¢ oczekiwang hamiltonianu atomu wodoru, # = —1A — L, ze znormalizowana funkcja
g(a,7)

min{g(a, r)|Hg(a, 7)), (8)

albo dopasowujac ksztalt orbitala g(a,r) do znanego ksztaltu dokladnego orbitala slaterowskiego s(r)
stosujac metode najmniejszych kwadratéw

min(s(r) —g(a, r)[s(r) = g(a,r)). (9)

[e%

Wskazowka: Obliczenia wykonaé w sferycznym ukladzie wspolrzednych. Funkcje s(r) i g(a, ) (i jakakolwiek ich
kombinacja) nie zalezg od katow, wiec mozemy skorzysta¢ z faktu, ze calkowanie po calej przestrzeni dowolnej
funkcji zaleznej tylko od wspolrzednej radialnej, K (r), ma posta¢ 4w [° K (r)r?dr, a czes¢ laplasjanu zalezna od

10,20
r2 or' Or’

r ma posta¢ A, =
Zagadnienia do opisu:

1. Podaé postaé funkeji s(r) i g(a,r) z poprawnymi czynnikami normalizacyjnymi.

2. Ile wynosi wartos¢ oczekiwana hamiltonianu ze znormalizowana funkcja s(r)? Czy wynik zgadza

sie z wartoscia wynikajaca z teorii atomu wodoru?
3. Jak zalezy od o warto$¢ oczekiwana hamiltonianu ze znormalizowana funkcja g(a, r)?

4. Tle wynosi optymalna warto$¢ parametru «; wynikajaca z warunku (8)? Jaka jest warto$¢ oczeki-

wana hamiltonianu dla funkcji g(aq,7)?

5. Obliczy¢ lub zgadnaé jakie sa optymalne wartosci parametréw o minimalizujacych oddzielnie cztony

kinetyczny (T = f%A) oraz potencjalny (‘7 = f%) hamiltonianu. Wyjasni¢ dlaczego znalezione

wartosci sa wlasnie takie.

6. Ile wynosi optymalna warto$¢ parametru as wynikajaca z warunku (9)? Jaka jest warto$é oczeki-

wana hamiltonianu dla funkcji g(ag,r)?
7. Poréwna¢ i skomentowa¢ wyniki z punktow 4 i 6.

8. Na jednym wykresie naszkicowaé przebieg funkeji s(r), g(a1,r) i g(asg, r). Przedyskutowaé rysunek.



Zadanie 2

Celem zadania jest znalezienie analitycznych wzoréw na wszystkie calki, ktore sa potrzebne do prze-
prowadzenia obliczeri dla pojedynczego atomu wieloelektronowego o liczbie atomowej Z. Ograniczamy
sie do przypadku, gdy MO wchodzace w sktad wyznacznikéw Slatera rozwijane sa tylko w bazie prymi-
tywnych orbitali gaussowskich o symetrii 1s scentrowanych na jadrze atomu, ktére umieszczone jest w
poczatku uktadu wspoétrzednych. Zastosujmy oznaczenie

#i(r) = xGo(ei, 1, 0) (10)

gdzie ogolne funkcje & (o, r,R4) sa zdefiniowane przez réwnanie (3).
Do obliczenn w metodzie Hartree-Focka lub przy pomocy metod skorelowanych potrzebne sa dwuin-
deksowe calki jednoelektronowe

51 = (iley) = / i), (x)dr, (11)

hij = (¢ilhle;) = /%(r) (h(r)g;(r)) dr, (12)
gdzie
h(r) = —%A - % (13)

oraz czteroindeksowe calki dwuelektronowe

Gijkl = (wipjloner) = // i(r1)e;i(r1) g(ri, r2) er(rz)ei(ra)dr dr, (14)
gdzie
1
g(ry,ry) = —. (15)
T12

Wskazoéwka: Obliczenia wykona¢ w kartezjanskim ukladzie wspoélrzednych. Calkowanie po calej przestrzeni
rozbija si¢ na trzy catkowania w trzech niezaleznych kierunkach w zakresie od —oco do oo, a laplasjan ma postaé
A= % + % + ;—;2. W czeéci potencjalnej catki (12) i w calce (14) wystepuje operator o ogblnej postaci % —
odwrotno$¢ odlegltosci miedzy dwoma czastkami. Nalezy go najpierw zastapi¢ funkcja podcatkowa nastepujacej

zaleznosci
*t2((ZP*IQ)QJr(yP*yQ)2+(2P*ZQ)2)dt (16)

1 | -1 /°° 1
— =|rp—r = —e
TPQ P e VT
dokona¢ catkowanl po wspolrzednych kartezjanskich, a po zmiennej pomocniczej t przecatkowaé dopiero na koricu.
Zagadnienia do opisu:
1. Udowodni¢ Twierdzenie 1. W szczegélnosci podaé¢ wzory na Kyp, v i P.
2. Poda¢ posta¢ unormowanej funkeji ;(r) z rownania (10) po dokonaniu wszelkich podstawien.

3. Poda¢ analityczne wzory na s;;, hi;j i gijr W zaleznosci od Z i odpowiedniej liczby parametréw a.

4. Analizujac posta¢ rownan (12) i (14), lub znalezionych w punkcie 3 wzordéw, okresli¢ symetrie
permutacyjna s;;, hi; i gijri. Jak si; (hi;) ma si¢ do s;; (h;;)? Jak mozemy zamieni¢ miejscami
indeksy 4, j, k, | aby odpowiednia caltka z przepermutowanymi indeksami miala te sama warto$é¢

o gijri (ewentualnie ze zmienionym znakiem)?



Przyspieszony kurs programu wxMaxima

Enter — wykonanie instrukcji

Shift+Enter — przejicie do nastepnej lini w jednej komoérce

; — zakonczenie instrukcji/oddzielenie kolejnych instrukeji, wypisuje wynik

$ — zakoriczenie instrukcji/oddzielenie kolejnych instrukcji, NIE wypisuje wyniku

operacje matematyczne: +, -, *, /, =, ** (dwa ostatnie oznaczaja potegowanie)
przydatne state: %e, %pi, inf
przydatne funkcje: sqrt (2*x), abs(z)
funkcje elementarne: sin(x*%pi), log(2**n), exp(-r)
przyjmowanie zalozen: assume (a<0), notequal (t,u)
przypisywanie wyrazenia do etykiety, operator :
Wyr:x~2+a
definiowanie funkcji, operator :=
f(x):=x"2+a
calka oznaczona
integrate(wyr,x,1,2) — wynik 10/3
integrate(f (x),x,1,2) — wynik 10/3
rézniczkowanie
diff (wyr,x) — wynik 2z
diff (£ (x),x,2) — wynik 2
obliczanie granic, funkcja 1imit ()
limit (Ye**z,z,-inf) — wynik 0
podstawianie warto$ci w wyrazeniu, ufunkcyjnienie wyrazenia i wiele innych: funkcja at ()
at (wyr,a=1) — wynik 22 + 1
at (wyr, [x=b,a=1]) — wynik b% + 1
g(y) :=at (wyr, [x=y,a=2]) — wynik g(y) = y* + 2
numeryczne znajdowanie miejsca zerowego funkcji gdy wxMaxima nie potrafi rozwiazaé¢ réwnania anali-
tycznie przy uzyciu funkcji solve()
wyr:log(x)-2; find_root(wyr,x,5,10) — wynik 7.389056
f(x):=log(x)-2; find_root(f(xyz),5,10) — wynik 7.389056
przedstawianie wyniku w postaci utamka dziesietnego gdy jest on w postaci wyrazenia, funkcja float ()
float (%e~2) — wynik 7.389056
rysowanie wykresow
plot2d(sin(2xz), [z,-%pi,%pil)
plot2d([sin(2*z),cos(3*z)], [z,-%pi,%pil, [y,-1/2,1/2]) — ograniczenie zakresu na

osi pionowej

BARDZO PRZYDATNE FUNKCJA DO UPRASZCZANIA WYRAZEN, CZESTO STOSOWAC:
ratsimp(x)
radcan(x)
factor (x)

expand (x)



