
Chemia Teoretyczna B � laboratorium

�wiczenie 2

Bazy AO w chemii kwantowej; orbitale slaterowskie a orbitale gaussowskie

Caªki atomowe w bazie orbitali gaussowskich

Atom wodoru i jony wodoropodobne to jedyne ukªady b¦d¡ce w kregu zainteresowa« chemii (czyli

skªadaj¡ce si¦ z elektronów i j¡der), dla których znane s¡ dokªadne rozwi¡zania równania Schrödingera.

Funkcje wªasne dla tego problemu � orbitale � maj¡ w sferycznym ukªadzie wspóªrz¦dnych posta¢

iloczynu a) harmoniki sferycznej, b) wielomianu w pot¦gach odlegªo±ci elektron-j¡dro r, oraz c) czynnika

eksponencjalnego, w którym r wyst¦puje w pierwszej pot¦dze

χH
nlm(r, θ, ϕ) = Y ml (θ, ϕ)Rnl(r)e

−Zr
n . (1)

W kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych funkcje tego typu (nazywane prymitywnymi orbitalami slate-

rowskimi lub funkcjami slaterowskimi) mo»na wyrazi¢, dla szczególnego przypadku n = l+ 1, w postaci

χSlm(α, r,RA) = Nlm
∑

i,j,k≥0

i+j+k=l

Clmijk(x−XA)i(y − YA)j(z − ZA)ke−α
√

(x−XA)2+(y−YA)2+(z−ZA)2 , (2)

gdzie

• α � parametr ustalaj¡cy stopie« skupienia danego orbitala (dla du»ego α orbital jest bardziej

skupiony, �tight�, a dla maªego α jest bardziej rozci¡gªy, �di�use�) � dla atomu wodoropodobnego

determinuje to ªadunek j¡dra Z i warto±¢ gªównej liczby kwantowej n, porównaj równanie (1),

• r = (x, y, z) � wspóªrz¦dne elektronu,

• RA = (XA, YA, ZA) � wspóªrz¦dne arbitralnego centrum odniesienia, wzgl¦dem którego orbital

jest de�niowany (miejsce scentrowania orbitala) � zwykle poªo»enie jednego z j¡der w cz¡steczce,

• Nlm � czynnik normalizacyjny,

• Clmijk � zbiór wspóªczynników determinuj¡cy przestrzenn¡ symetri¦ orbitala dla danych l, m.

Do opisu funkcji falowej ukªadów bardziej skomplikowanych ni» atom wodoru stosujemy rutynowo w

obliczeniach przybli»enie jednoelektronowe, w którym do konstrukcji funkcji wieloelektronowej u»ywamy

tak zwanych wyznaczników Slatera, czyli antysymetryzowanych iloczynów funkcji jednoelektronowych.

Funkcje jednoelektronowe wchodz¡ce w skªad tych wyznaczników to spinorbitale, b¦d¡ce zazwyczaj pro-

stym iloczynem funkcji spinowej (α lub β) i funkcji przestrzennej, czyli orbitala molekularnego (MO).

W standardowo u»ywanym przybli»eniu LCAO-MO orbitale molekularne s¡ rozwijane w bazie orbitali

atomowych (AO). W pocz¡tkowych latach rozwoju chemii kwantowej próbowano u»ywa¢ jako AO pry-

mitywnych orbitali slaterowskich, o postaci przedstawionej w równaniu (2). Szybko jednak okazaªo si¦,

»e obliczanie caªek z takimi orbitalami, zwªaszcza gdy s¡ one scentrowane na ró»nych punktach w prze-

strzeni, jest bardzo trudne, czasochªonne i potencjalnie numerycznie niestabilne. Cz¦sto nie istniej¡ nawet

na te caªki zamkni¦te analityczne wzory, które zawieraªyby tylko funkcje elementarne, a wiele z caªek

wyra»a si¦ przez niesko«czone rozwini¦cia w szereg.
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Z powodu tych problemów, bardzo wcze±nie zacz¦to u»ywa¢ w obliczeniach jako AO prymitywnych

orbitali gaussowskich (zwanych skrótowo funkcjami gaussowskimi) o postaci

χGlm(α, r,RA) = Nlm
∑

i,j,k≥0

i+j+k=l

Clmijk(x−XA)i(y − YA)j(z − ZA)ke−α[(x−XA)2+(y−YA)2+(z−ZA)2]. (3)

Drobna zmiana, jak¡ wydaje sie by¢, na pierwszy rzut oka, zast¡pienie w wykªadniku odlegªo±ci elektron-

j¡dro r =
√

(x−XA)2 + (y − YA)2 + (z − ZA)2 w pierwszej pot¦dze przez r w pot¦dze drugiej, ma bar-

dzo daleko id¡ce konsekwencje. Orbitale gaussowskie zachowuj¡ si¦ niepoprawnie zarówno dla bardzo

maªych jak i bardzo du»ych warto±ci r. W granicy r → 0 (czyli r → RA) funkcje χGlm s¡ analityczne

a ich gradient znika, podczas gdy χSlm wykazuj¡ �cusp� (ostrze) � nieci¡gªo±¢ pierwszych pochodnych

cz¡stkowych po skªadowych r. Istnienie ostrza jest konieczne aby czªon energii kinetycznej mógª ska-

sowa¢ osobliwo±ci typu 1/r wprowadzane do hamiltonianu przez czªony oddziaªywania kulombowskiego

elektron-j¡dro. Z drugiej strony, w granicy r → ∞, funkcje χGlm malej¡ zbyt szybko do zera. Caªkowita

funkcja falowa cz¡steczki chemicznej musi tak»e uwzgl¦dnia¢ przypadek gdy caªy ukªad molekularny mo-

»emy rozpatrywa¢ efektywnie jako jeden elektron znajduj¡cy si¦ bardzo daleko od reszty ukªadu, która

jest skupiona w niewielkiej, ograniczonej przestrzeni. Przez podobie«stwo takiej sytuacji do problemu

atomu wodoru mo»emy zaªo»y¢, »e poprawna funkcja falowa b¦dzie zanika¢ z odlegªo±ci¡ raczej slaterow-

sko (∼ e−r) ale na pewno nie gaussowsko (∼ e−r
2

). Wpªyw niepoprawnego krótko- i dalekozasi¦gowego

zachowania si¦ χGlm na wyniki oblicze« mo»e zosta¢ zªagodzony przez u»ycie du»ej ilo±ci prymitywnych

orbitali gaussowskich o parametrach α z szerokiego zakresu warto±ci: funkcje �tight� b¦d¡ modelowaªy

ostrze, a funkcje �di�use� � wolny zanik. W ten sposób ka»dy orbital slaterowski mo»e zosta¢ przybli»ony

kombinacj¡ pewnej ilo±ci (zale»nej od »¡danej dokªadno±ci oblicze«) orbitali gaussowskich.

Wszystkie te niedogodno±ci s¡ jednak rekompensowana faktem, »e wprowadzenie orbitali gaussowskich

znacz¡co uªatwia obliczanie koniecznych caªek z ich udziaªem. Wynika to z faktu, »e funkcje postaci (3)

faktoryzuj¡ si¦ na sum¦ iloczynów funkcji jednowymiarowych w ka»dym kartezja«skim kierunku

χGlm(α, r,RA) = Nlm
∑

i,j,k≥0

i+j+k=l

ClmijkIi(α, x,XA)Ij(α, y, YA)Ik(α, z, ZA), (4)

gdzie

In(α, t, A) = (t−A)ne−α(t−A)2 , (5)

oraz z zachodzenia tak zwanej �Gaussian product rule�, która w swej najprostszej postaci mówi

Twierdzenie 1 Iloczyn dwóch funkcji Gaussa

χa(t) = e−α(t−A)2 , χb(t) = e−β(t−B)2

te» jest funkcj¡ Gaussa

χa(t)χb(t) = Kab e
−γ(t−P )2 .

Rutynowe obliczenia z wykorzystaniem prymitywnych orbitali gaussowskich s¡ mo»liwe dzieki istnieniu

szybkich i stabilnych numerycznie schematów generowania caªek. Wychodz¡ one z caªek pomocniczych

obliczonych mi¦dzy funkcjami s [l = 0, m = 0 w równaniu (3)], a nast¦pnie generuj¡ caªki dla wszystkich

potrzebnych kombinacji l im poprzez wzory rekurencyjne (schematy Obara-Saika i McMurchie-Davidson)

lub korzystaj¡ z dokªadnych kwadratur do obliczania caªek (schemat kwadratur Rys).
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Zadanie 1

Celem zadania jest znalezienie najlepszego przybli»enia do funkcji falowej stanu podstawowego atomu

wodoru (czyli slaterowskiego orbitala 1s)

s(r) = Nse
−r, (6)

które jest mo»liwe przy u»yciu tylko jednego orbitala gaussowskiego

g(α, r) = Ng(α)e−αr
2

. (7)

Optymalizacji mo»emy dokona¢ korzystaj¡c z warunku energetycznego (zasady wariacyjnej), czyli mini-

malizuj¡c warto±¢ oczekiwan¡ hamiltonianu atomu wodoru, Ĥ = − 1
2∆ − 1

r , ze znormalizowan¡ funkcj¡

g(α, r)

min
α
〈g(α, r)|Ĥ|g(α, r)〉, (8)

albo dopasowuj¡c ksztaªt orbitala g(α, r) do znanego ksztaªtu dokªadnego orbitala slaterowskiego s(r)

stosuj¡c metod¦ najmniejszych kwadratów

min
α
〈s(r)− g(α, r)|s(r)− g(α, r)〉. (9)

Wskazówka: Obliczenia wykona¢ w sferycznym ukªadzie wspóªrz¦dnych. Funkcje s(r) i g(α, r) (i jakakolwiek ich

kombinacja) nie zale»¡ od k¡tów, wi¦c mo»emy skorzysta¢ z faktu, »e caªkowanie po caªej przestrzeni dowolnej

funkcji zale»nej tylko od wspóªrz¦dnej radialnej, K(r), ma posta¢ 4π
∫∞
0
K(r)r2dr, a cz¦±¢ laplasjanu zale»na od

r ma posta¢ ∆r = 1
r2

∂
∂r
r2 ∂

∂r
.

Zagadnienia do opisu:

1. Poda¢ posta¢ funkcji s(r) i g(α, r) z poprawnymi czynnikami normalizacyjnymi.

2. Ile wynosi warto±¢ oczekiwana hamiltonianu ze znormalizowan¡ funkcj¡ s(r)? Czy wynik zgadza

si¦ z warto±ci¡ wynikaj¡c¡ z teorii atomu wodoru?

3. Jak zale»y od α warto±¢ oczekiwana hamiltonianu ze znormalizowan¡ funkcj¡ g(α, r)?

4. Ile wynosi optymalna warto±¢ parametru α1 wynikaj¡ca z warunku (8)? Jaka jest warto±¢ oczeki-

wana hamiltonianu dla funkcji g(α1, r)?

5. Obliczy¢ lub zgadn¡¢ jakie s¡ optymalne warto±ci parametrów αminimalizuj¡cych oddzielnie czªony

kinetyczny (T̂ = − 1
2∆) oraz potencjalny (V̂ = − 1

r ) hamiltonianu. Wyja±ni¢ dlaczego znalezione

warto±ci s¡ wªa±nie takie.

6. Ile wynosi optymalna warto±¢ parametru α2 wynikaj¡ca z warunku (9)? Jaka jest warto±¢ oczeki-

wana hamiltonianu dla funkcji g(α2, r)?

7. Porówna¢ i skomentowa¢ wyniki z punktów 4 i 6.

8. Na jednym wykresie naszkicowa¢ przebieg funkcji s(r), g(α1, r) i g(α2, r). Przedyskutowa¢ rysunek.
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Zadanie 2

Celem zadania jest znalezienie analitycznych wzorów na wszystkie caªki, które s¡ potrzebne do prze-

prowadzenia oblicze« dla pojedynczego atomu wieloelektronowego o liczbie atomowej Z. Ograniczamy

si¦ do przypadku, gdy MO wchodz¡ce w skªad wyznaczników Slatera rozwijane s¡ tylko w bazie prymi-

tywnych orbitali gaussowskich o symetrii 1s scentrowanych na j¡drze atomu, które umieszczone jest w

pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Zastosujmy oznaczenie

ϕi(r) = χG00(αi, r,0) (10)

gdzie ogólne funkcje χGlm(α, r,RA) s¡ zde�niowane przez równanie (3).

Do oblicze« w metodzie Hartree-Focka lub przy pomocy metod skorelowanych potrzebne s¡ dwuin-

deksowe caªki jednoelektronowe

sij = 〈ϕi|ϕj〉 =

∫
ϕi(r)ϕj(r)dτ, (11)

hij = 〈ϕi|ĥ|ϕj〉 =

∫
ϕi(r) (h(r)ϕj(r)) dτ, (12)

gdzie

h(r) = −1

2
∆− Z

r
, (13)

oraz czteroindeksowe caªki dwuelektronowe

gijkl = (ϕiϕj |ϕkϕl) =

∫∫
ϕi(r1)ϕj(r1) g(r1, r2)ϕk(r2)ϕl(r2)dτ1 dτ2, (14)

gdzie

g(r1, r2) =
1

r12
. (15)

Wskazówka: Obliczenia wykona¢ w kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych. Caªkowanie po caªej przestrzeni

rozbija si¦ na trzy caªkowania w trzech niezale»nych kierunkach w zakresie od −∞ do ∞, a laplasjan ma posta¢

∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2
. W cz¦±ci potencjalnej caªki (12) i w caªce (14) wyst¦puje operator o ogólnej postaci 1

rPQ
�

odwrotno±¢ odlegªo±ci mi¦dzy dwoma cz¡stkami. Nale»y go najpierw zast¡pi¢ funkcj¡ podcaªkow¡ nast¦puj¡cej

zale»no±ci
1

rPQ
= |rP − rQ|−1 =

∫ ∞
−∞

1√
π
e−t2((xP−xQ)2+(yP−yQ)2+(zP−zQ)2)dt, (16)

dokona¢ caªkowa« po wspóªrz¦dnych kartezja«skich, a po zmiennej pomocniczej t przecaªkowa¢ dopiero na ko«cu.

Zagadnienia do opisu:

1. Udowodni¢ Twierdzenie 1. W szczególno±ci poda¢ wzory na Kab, γ i P .

2. Poda¢ posta¢ unormowanej funkcji ϕi(r) z równania (10) po dokonaniu wszelkich podstawie«.

3. Poda¢ analityczne wzory na sij , hij i gijkl w zale»no±ci od Z i odpowiedniej liczby parametrów α.

4. Analizuj¡c posta¢ równa« (12) i (14), lub znalezionych w punkcie 3 wzorów, okre±li¢ symetri¦

permutacyjn¡ sij , hij i gijkl. Jak sij (hij) ma si¦ do sji (hji)? Jak mo»emy zamieni¢ miejscami

indeksy i, j, k, l aby odpowiednia caªka z przepermutowanymi indeksami miaªa t¦ sam¡ warto±¢

co gijkl (ewentualnie ze zmienionym znakiem)?
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Przyspieszony kurs programu wxMaxima

Enter � wykonanie instrukcji

Shift+Enter � przej±cie do nast¦pnej lini w jednej komórce

; � zako«czenie instrukcji/oddzielenie kolejnych instrukcji, wypisuje wynik

$ � zako«czenie instrukcji/oddzielenie kolejnych instrukcji, NIE wypisuje wyniku

operacje matematyczne: +, -, *, /, ^, ** (dwa ostatnie oznaczaj¡ pot¦gowanie)

przydatne staªe: %e, %pi, inf

przydatne funkcje: sqrt(2*x), abs(z)

funkcje elementarne: sin(x*%pi), log(2**n), exp(-r)

przyjmowanie zaªo»e«: assume(a<0), notequal(t,u)

przypisywanie wyra»enia do etykiety, operator :

wyr:x^2+a

de�niowanie funkcji, operator :=

f(x):=x^2+a

caªka oznaczona

integrate(wyr,x,1,2) � wynik 10/3

integrate(f(x),x,1,2) � wynik 10/3

ró»niczkowanie

diff(wyr,x) � wynik 2x

diff(f(x),x,2) � wynik 2

obliczanie granic, funkcja limit()

limit(%e**z,z,-inf) � wynik 0

podstawianie warto±ci w wyra»eniu, ufunkcyjnienie wyra»enia i wiele innych: funkcja at()

at(wyr,a=1) � wynik x2 + 1

at(wyr,[x=b,a=1]) � wynik b2 + 1

g(y):=at(wyr,[x=y,a=2]) � wynik g(y) = y2 + 2

numeryczne znajdowanie miejsca zerowego funkcji gdy wxMaxima nie potra� rozwiaza¢ równania anali-

tycznie przy u»yciu funkcji solve()

wyr:log(x)-2; find_root(wyr,x,5,10) � wynik 7.389056

f(x):=log(x)-2; find_root(f(xyz),5,10) � wynik 7.389056

przedstawianie wyniku w postaci uªamka dziesi¦tnego gdy jest on w postaci wyra»enia, funkcja float()

float(%e^2) � wynik 7.389056

rysowanie wykresów

plot2d(sin(2*z),[z,-%pi,%pi])

plot2d([sin(2*z),cos(3*z)],[z,-%pi,%pi],[y,-1/2,1/2])� ograniczenie zakresu na

osi pionowej

bardzo przydatne funkcja do upraszczania wyra»e«, cz¦sto stosowa¢:

ratsimp(x)

radcan(x)

factor(x)

expand(x)
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