Chemia Kwantowa i Obliczeniowa

Cwiczenie Q11
Metoda Hartree-Focka dla atomu berylu

Celem ¢wiczenia jest zastosowanie metody Hartree-Focka (HF) do znalezienia przyblizonej niere-
latywistycznej energii i funkcji falowej dla stanu podstawowego atomu berylu — kwantowego uktadu
sktadajacego sie z jednego jadra o tadunku Z = 4 i czterech elektronow.

Hamiltonian elektronowy dla atomu berylu ma postaé
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gdzie h(i) jest operatorem opisujacym energie kinetyczng i energie potencjalna (w polu jadra) elek-
tronu i, a g(4,j) opisuje wzajemne oddzialywanie (kulombowskie odpychanie) elektronéw i i j. Kazdy z
operatoréw h(i) i g(i,j) ma podobna postaé, wystarczy wiec znajomosé h(1) i g(1,2)
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gdzie r1 = |r1| to odleglosé elektron-jadro (dla uproszczenia jadro zostato umieszczone w $rodku uktadu
wspolrzednych), a 712 = |r; — ra| to odleglo$¢ miedzy dwoma elektronami. Przy definicji h(1) i g(1,2)
zostaly uzyte jednostki atomowe.

OHF  zbudowana z

Dla atomu berylu odpowiednia znormalizowana czteroelektronowa funkcja falowa
czterech znormalizowanych i wzajemnie ortogonalnych, ale poza tym dowolnych, funkcji jednoelektrono-

wych {11, 92, 13,14}, ma posta¢ pojedynczego wyznacznika Slatera

OMF(1,2,3,4) = V24 Ag [1h1 (1)12(2)3(3)a(4)], (4)

gdzie A4 to antysymetryzator dzialajacy na elektrony (lub, alternatywnie, na funkcje ). Korzystajac
z pierwszej reguly Slatera-Condona mozemy tatwo wyprowadzi¢ warto$é oczekiwang hamiltonianu (1) z

funkcja wyznacznikowa (4) otrzymujac wyrazenie na energie Hartree-Focka uktadu

4

By, s, ] = 3 / 7 (0 )h(L)s (x1) dy
=1

+

;

4
=1 j=

% 1 </ / b7 (x2)15 (x2)g (1, 2)1i (x1)1h; (x2) dxy dxs (5)

a // V7 (x1)5 (x2)g(1, 2)1b; (%1)i (x2) XmdX2) .

Do wykonania obliczeri przy pomocy tego wyrazenia wciaz brakuje nam dokladnej znajomosci postaci
funkeji jednoelektronowych — fakt ten zostal przedstawiony w rownaniu (5) przez zapisanie energii jako

funkcjonatu zaleznego od zbioru funkeji {¢;}.



Przyjmujemy, ze jednoelektronowe funkcje 1 to spinorbitale bedace w ogélnosci skomplikowanymi
funkcjami wspotrzednych przestrzennych i spinowych elektronu, x = (r,0). W podejsciu nierelatywi-
stycznym, w ktorym dodatkowo nie interesuja nas wlasnosci magnetyczne uktadu, mozemy zalozyé, ze
spinorbitale te separuja sie na iloczyn rzeczywistych funkcji przestrzennych czyli orbitali ¢(r) i funkeji
spinowych w(o), ¥(x) = ¢(r)w(o). Funkcje w(o) sa w ogdlnosci kombinacjami funkeji o i 5 o okreslonym
rzucie spinu na o$ z. Nastepne uproszczenie wynika z faktu, ze atom berylu w stanie podstawowym ma
konfiguracje elektronowa 1522s2. Dwa z jego elektronéw catkowicie zapetniaja powltoke 1s, a dwa kolejne
powtoke 2s. Uktady takiego typu to uktady zamknietopowlokowe, dla ktérych mozemy przyjaé, ze jedna
para spinorbitali tworzona jest z iloczynu jednego orbitala (wciaz jeszcze nieznanego) i czystej funk-
cji spinowej a lub 5. Ten szczegdlny przypadek metody Hartree-Focka nazywamy ograniczona metoda
Hartree-Focka (RHF — Restricted Hartree-Fock). Podejscie metody RHF zastosowane do atomu berylu

daje nam nastepujace spinorbitale

hi1(x) = pi(r)a(o),  P2(x) = ¢i1(r)8(0),  ¥3(x) = pa(r)a(o), Ya(x) = pa(r)5(o). (6)

W ten sposéb problem znalezienia czterech spinorbitali ¢ redukuje si¢ do problemu znalezienia dwéch
orbitali ¢ (znormalizowanych i wzajemnie ortogonalnych). Po podstawieniu funkcji z rownania (6) do
wyrazenia na energie z rownania (5), przesumowaniu po wspolrzednych spinowych i skorzystaniu z faktu

ze orbitale ¢ sa rzeczywiste, otrzymujemy
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Kolejnym, bardzo popularnym, przyblizeniem jest przyjecie, ze orbitale mozna przedstawié jako roz-

winiecia w pewnej skoriczonej, M-elementowe]j bazie funkcji
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Aby poprawnie opisaé¢ zachowanie si¢ orbitala dla matych (ostrze) i duzych (odpowiednio szybkie zani-
kanie) odleglosci elektron-jadro, nalezaloby uzy¢ jako funkeji bazy prymitywnych orbitali slaterowskich,
ale dla uproszczenia obliczeri najczesiciej wykorzystuje sie w tym celu prymitywne orbitale gausowskie.

Dla atomu berylu wystarcza funkcje o symetrii 1s (znormalizowane) scentrowane na jadrze
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o odpowiednio szerokim zakresie wykladnikéow «,. Funkcje tej bazy nie sa wzajemnie ortogonalne! W
kolejnym przyblizeniu zatozymy, ze a, nie sa zupelnie dowolne, ale ze tworzg ciag geometryczny (na to

przyblizenie uzywa sie okreslenia even tempered)

ap=ab"t pu=1,..., M. (10)



Dla ustalonej dlugosci rozwiniecia M oraz wartosci parametréw a i b otrzymujemy ostateczne wyra-

zenie na energie Hartree-Focka w skoriczonej bazie funkcyjnej
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Jedynymi nieznanymi parametrami wariacyjnymi pozostaja liniowe wspoétczynniki rozwiniecia orbitali.
Bazujac na rownaniu (11), w obliczeniach bedziemy uzywali sformulowania metody RHF wykorzy-

stujacego macierz gestosci. Dla atomu berylu jest ona zdefiniowana jako
D=2 (clcf + Cgcg) czyli DMV =2 (Cu,lcu,l + Cu726y72) s (14)

gdzie c¢; to kolumna wspotezynnikow definiujaca orbital ¢; w rownaniu (8). Przy pomocy D definiujemy

macierz operatora kulombowskiego
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gdzie (uv|po) to, zgodnie z rownaniem (13), odpowiednie catki dwuelektronowe. Macierze J(D) i K(D)

wspolnie tworza operator efektywnego pola generowanego przez gestosé elektronows,

Stuzy on do znalezienia energii uktadu

b (b (n+ o)) s
gdzie tr(A) oznacza $lad macierzy A, i stworzenia macierzy operatora Focka
F=FD)=h+ G(D). (19)
Przez rozwigzanie uogélnionego problemu wtasnego dla macierzy operatora Focka

FCi = e’:‘iSCi, (20)



gdzie S to macierz nakrywania

S = / X (01) X0 (x1) dry, (21)

otrzymujemy nowe (prawdopodobnie lepsze) przyblizenie do rozwiniecia orbitali ¢ i 2 w zadanej bazie
(czyli wektory wspolezynnikow c; i co odpowiadajace najnizszym wartosciom wlasnym e; i eq). Macierze
J, K, G i F oraz energia E zaleza od macierzy gestosci D z rownania (14), ktora jest konstruowana
z rozwiazan problemu wlasnego (20) dla macierzy operatora Focka, wigc rozwigzan musimy poszuki-
wac iteracyjnie az do uzgodnienia sie wynikow z dwoch kolejnych iteracji (jest to tak zwana metoda
pola samouzgodnionego — SCF, czyli self consistent field). Najprostszym warunkiem samouzgodnienia
jest rownos$é energii (18) w dwoch kolejnych iteracjach. Procedure mozna wystartowaé¢ z dwoch wekto-
row wlasnych odpowiadajacych najnizszym energiom wlasnym z diagonalizacji macierzy hamiltonianu
jednoelektronowego

hc; = ¢;Sc;. (22)

Uogdlnione problemy wlasne z réwnan (20) i (22) maja podobna postaé
Ac; = ¢;Bg;. (23)
Dokonujac rozktadu Choleskiego symetrycznej i dodatniookreslonej macierzy B
B=LL"T, (24)

gdzie L jest macierza dolnotrojkatna, mozemy uogolniony problem (23) zamieni¢ na zwykly problem

wlasny
A/di = Eidi, (25)

gdzie
A =L 'ALYHT. (26)
Macierz A’ jest symetryczna, jesli A jest symetryczna, wiec problem (25) mozemy rozwiazac stosujac na

przyktad metode obrotéw Jacobiego. Wartosci wlasne €; problemu (23) i (25) sa takie same, a szukane

wektory wlasne znajdziemy dokonujac transformacji

c; = (L HTd,. (27)

Wykonanie zadania/wskazowki:

W programie wxMaxima mozliwe jest wykonywanie obliczenn uzywajac liczb zmiennoprzecinkowych

podwojnej precyzji. Skorzystamy z tej mozliwosci.

1. Korzystajac z wynikow z zadania 2 z ¢wiczenia Q12 zdefiniowa¢ wyrazenia na calki nakrywania
(21), elementy macierzowe hamiltonianu jednoelektronowego (12) i catki dwuelektronowe (13) w

zaleznosci od wartosci wyktadnikow funkceji gausowskich 1s o postaci (9)

sij(al,a2):=bfloat(...);
hij(al,a2):=bfloat(...);
gijkl(al,a2,a3,a4):=bfloat(...);

Prowadzacy moze udostepnié z plik z definicjami funkcji liczacych calki.



10.

11.

12.

Ustali¢ tadunek jadra na Z = 4.

Ustali¢ parametry M, a, b definiujace wykltadniki bazy gausowskiej. Na etapie testowania programu

lepiej uzy¢ mniejszego M, ale ostateczne obliczenia powinny by¢ wykonane dla wiekszej wartosci.

energia E®HY (program DALTON)

M a b pierwsza iteracja uzbiezniona
3 0.221217 8.39208 —13.582606595479 —13.710885046888361
10 0.061811 3.12682 —13.712190916012 —14.571737929385538

Wygenerowac liste wyktadnikow, korzystajac ze wzoru (10), i zachowaé ja w zmiennej wykl (—
makelist).

Wygenerowa¢ macierze S i h i zachowaé je w zmiennych, odpowiednio, matS i matH (— genmatrix).

Dokona¢ rozktadu Choleskiego [réwnanie (24)] macierzy S i zachowaé wynik, macierz L, w zmiennej

matL (— cholesky). Obliczy¢ L1 i zachowa¢ wynik w zmiennej invL (— invert).

Dokona¢ transformacji (26) macierzy h (mnozenie macierzy oraz — transpose) i przekonac sie, ze
wynik z dokladnoscia numeryczna jest macierza symetryczng. Dosymetryzowaé wynik [1 (h'+h’ T)],
rozwigza¢ problem wlasny (— eigens_by_jacobi), zachowaé liste wartosci wlasnych w zmiennej

val, a przetransformowana zgodnie z rownaniem (27) macierz wektorow wtasnych w zmiennej vec.
POCZATEK PROCEDURY ITERACYJNEJ
Zainicjowaé licznik iteracji iter:0; i liste energii 1istE: [];.
Obliczenie energii
(a) Zachowaé¢ w zmiennych coeffl i coeff2 kolumny macierzy vec (— col) odpowiadajace naj-
nizszym wartosciom wtasnym z listy val. Uwaga, nie musza to by¢ dwie pierwsze wartosci!!!
(b) Wygenerowa¢ macierz D zgodnie z rownaniem (14) i zachowa¢ w zmiennej matD.
(c) Wygenerowa¢ macierz J(D) zgodnie z rownaniem (15) i zachowaé¢ w zmiennej matJ
e prostszy sposéb: zagniezdzone uzycie jednego — genmatrix i dwéch — sum,

e trudniejszy sposob: zagniezdzone uzycie dwéch — genmatrix, skombinowane ze sprytnym

zastosowaniem — mat_trace.

(d) Analogicznie wygenerowac¢ macierz K(D) zgodnie z rownaniem (16) i zachowaé w zmiennej
matK.

(e) Obliczy¢ macierz G(D) zgodnie z rownaniem (17) i zachowa¢ w zmiennej matG.
(f) Obliczy¢ energie zgodnie z rownaniem (18) i zachowa¢ w zmiennej E.
(g) Zwigkszy¢ licznik iter o jeden i dolaczy¢ E do listy 1istE (— append).
Jesli energia w poré6wnaniu z poprzednig iteracja nie zmienila sie — zakoricz, jesli nie — kontynuuj.

Obliczy¢ macierz F zgodnie z rownaniem (19). Dalsze postepowanie tak jak w punkcie 7 z macierza

h zastapiong przez F.

Powrét do punktu 9.



Zagadnienia do opisu:

1. Pokaza¢, ze uogolniony problem wlasny (23) jest rownowazny problemowi wlasnemu (25), przy

zalozeniu transformacji (26) 1 (27) wykonanych przy uzyciu macierzy L zdefiniowanej w rownaniu

(24).

Wskazowka: Dla dowolnej macierzy kwadratowej A mamy AA™' = A™*A =1, oraz (A™")T = (AT)~%.

2. W punkcie 7 z listy Wykonanie zadania/wskazowki diagonalizujemu macierz hamiltonianu jed-

noelektronowego (energia kinetyczna i oddzialtywanie z jadrem) bez uwzglednienia oddzialywania

pojedynczego elektronu z gestoscia elektronows generowang przez pozostate elektrony. Efektywnie

jest to wiec rozwiazanie problemu dla jonu wodoropodobnego Be3*.

(a)

(b)

Poréwnaé znalezione energie orbitalne z energiami doktadnymi (ilo§¢, doktadnosé odtworzenia

wartosci).
Doktadne funkcje falowe orbitali 1s i 2s maja postaé

73 73
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Poréwnaé (rysunek jest tu bardzo wskazany!) radialne gestosci prawdopodobieristwa zwiazane

Zr
2

(2—Zr)e” (28)

ze znalezionymi orbitalami z dokladnymi radialnymi gestosciami prawdopodobienstwa (ilosé
i polozenie weztow, polozenie globalnego maksimum, ogélne podobieristwo funkcji znalezionej
i doktadnej — na przyklad, czy bardziej skupiona, czy tez bardziej rozciagta).
Wskazowki:
Orbitale znalezione konstruujemy korzystajac z rownan (8) i (9) (— sum). Dla porzadku mozemy
wektory wspoélczynnikéow c; i ca2, bedace odpowiednimi kolumnami macierzy vec, przechowaé w wek-
torach coeffl i coeff2 (— col). i-ty wykladnik dostajemy jako wykl[il, a i-ta sktadowa wektora c1
to coeff1[i] [1] (jedynka w drugim nawiasie kwadratowym potrzebna jest ze wzgledu na skladnie
programu wxMaxima i sposéb przechowywania przez nia wektorow).
Dla funkcji zaleznej tylko od odleglosci elektron-jadro a niezalezacej od katow (jak wszystkie roz-
patrywane w zadaniu funkcje), f(r) = f(r), radialna gestos¢ prawdopodobienistwa jest zdefiniowana
jako

Py(r) = 4mr® f(r)2. (29)

3. Poda¢ warto$¢ energii E; w kolejnych iteracjach ¢ procedury SCF. Naszkicowaé¢ wykres (w skali

logarytmicznej na osi energii) wielkosci AE; = |E; — Es| — réznicy energii otrzymanej w danej

iteracji i energii uzbieznionej otrzymanej z obliczen programem DALTON. Przedyskutowaé¢ wyniki.

4. Rozpatrzmy energie orbitalne i posta¢ funkcyjna orbitali.

(a)

(b)

()

Jak zmienily sie (jak bardzo i w ktora strone) energie orbitalne w poréwnaniu z wartosciami

uzyskanymi z diagonalizacji macierzy h?

Ktore prymitywne funkcje gausowskie dominuja [maja najwyzsze, co do modutu, wartosci

wspotczynnikow w rozwinieciach (8)] w orbitalu g, a ktore w orbitalu ¢o?

Poréwnaé, podobnie jak w punkcie 2b, radialne gestosci prawdopodobiefistwa zwiazane z
uzbieznionymi orbitalami z doktadnymi radialnymi gestosciami prawdopodobieristwa dla jonu
wodoropodobnego Be3". Czy uwzglednienie przyblizonego oddziatywania elektronu z pozosta-

tymi elektronami w ukltadzie bardzo zmienito ksztalt radialnych gestosci prawdopodobienstwa?



(d) Oszacowaé (dwie cyfry znaczace), jaki powinien by¢ tadunek Z = Z; funkeji p15(Z,r) z row-
nania (28) aby radialna gestos¢ prawdopodobienstwa zwiazana z ta funkcja miata maksimum
w tym samym miejscu co radialna gestos¢ prawdopodobienistwa zwiazana z ¢1(r). Podobnie
znalez¢ tadunek Z = Z, taki, aby globalne maksima radialnej gestosci prawdopodobieristwa
dla pos(Z,r) i p2(r) znajdowaly sic w tym samym miejscu.
Czy radialne gestosci prawdopodobieristwa dla ¢15(Z71,1) 1 @1, oraz pos(Za, 1) 1 9 maja po-
dobny przebieg takze dla innych odlegtosci?

Jak Z1 1 Zs porownuja sie z wartoscia Z = 4. Zinterpretowaé¢ wyniki.



Przyspieszony kurs programu wxMaxima

Enter — wykonanie instrukcji
Shift+Enter — przejscie do nastepnej lini w jednej komoérce
; — zakoriczenie instrukeji/oddzielenie kolejnych instrukcji, wypisuje wynik

$ — zakonczenie instrukeji/oddzielenie kolejnych instrukeji, NIE wypisuje wyniku

tworzenie listy, ktorej elementy generowane sa ze wzoru
makelist (wzdr zalezny od zmiennej , zmienna cathowita , poczgtek przedziatu , koniec przedziatu)
makelist(i~2,i,1,3) — wynik [1,4,9]

odniesienie sie do istniejacego elementu listy: 1ista[3]
tworzenie listy pustej/czyszczenie listy: lista: []
dodawanie elementu (w ogdlnodci innej listy) na koncu listy: append (lista, [-2.56])

dzialania matematyczne na licie wykonywane sa element po elemencie: log(lista)

tworzenie macierzy, ktorej elementy generowane sa ze wzoru
genmatrix (wyrazenie lambda ,ilosé wierszy ,1losé kolumn)
gdzie wyrazenie lambda to

lambda([zmiennal (nr wiersza), zmienna? (nr kolumny)l ,wzor zalezny od zmiennejl i zmiennej2)

2 3
genmatrix( lambda([i,jl,i~2+j) ,2,2) — wynik l5 6]

dodawanie macierzy, operator +: A+B
mnozenie macierzy przez liczbe, operator *: 2xA
mnozenie macierzy (odpowiednie wymiary musza by¢ zgodne), operator .: A.B
obliczanie macierzy odwrotnej: invert (A)
transponowanie macierzy: transpose (A)
obliczanie §ladu macierzy: mat_trace(A)
pojedynczy wiersz macierzy: row(A,2)
pojedyncza kolumna macierzy: col(A,1)
rozklad Choleskiego symetrycznej macierzy kwadratowej w wysokiej precyzji zmiennoprzecinkowej
cholesky(A,bigfloatfield) — wynik to dolnotrojkatna macierz L, taka ze LLT = A
rozwigzanie problemu wlasnego dla symetrycznej macierzy kwadratowej metoda Jacobiego w wysokiej
precyzji zmiennoprzecinkowej
eigens_by_jacobi(A,bigfloatfield) — wynikiem jest lista dwuelementowa
element 1 — lista wartosci wlasnych

element 2 — macierz, ktorej kolumnami sg wektory wtasne

obliczanie sumy, ktorej sktadniki generowane sa ze wzoru
sum (wzor zalezny od zmiennej , zmienna catkowita , poczgtek przedziatu , koniec przedziatu)

sum(x~1i,i,1,3) — wynik x+x~2+x"3



