Chemia kwantowa B — zadania domowe
Zestaw 4. — odpowiedzi

Zadanie 1. Czastka o energii kinetycznej E > Vj napotyka schodek potencjatu o wysokosci V. Przyjmujac

Vo, 220

‘4@2{0x<0 , (1.1)

obliczy¢ prawdopodobienstwo przejscia oraz odbicia czastki.

Rozwiagzanie 1. Dzielimy jednowymiarows przestrzen na dwa obszary: x < 0 i x > 0. Funkcje falowa w
tych obszarach oznaczamy odpowiednio jako 1/ i 1. W pierwszym obszarze czastka moze poruszac¢ sie w
obie strony (w kierunku ujemnych x — po odbiciu od schodka), w drugim — tylko w kierunku dodatnich
x. Rozwiazania réwnania Schrodingera maja wiec postac

¢1(x) — Aeikjl‘ + Bef’iklx (1 2)
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Warunki gtadkiego sklejenia funkcji w punkcie x = 0 maja postac

¥1(0) = 12(0) (1.4)
¥1(0) = 15(0).

Wstawiajac (1.2) do (1.4) uzyskujemy

{A+B:C (1.5)

Mamy wiec dwa roéwnania i trzy niewiadome. Interesuje nas jednak wspotezynnik przejécia przez bariere,
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a wiec dzielimy réwnania (1.4) przez A. Oznaczajac b = % ic= % otrzymujemy

1+b=c
{kl(l —b) =kyc (1.7)

T : (1.6)

Po prostych przeksztatceniach uzyskujemy

2k
c:ky;@' (1.8)
Wspotezynnik odbicia obliczamy z zalezno$ci
R=1-T. (1.9)
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Zadanie 2. Molekute dwuatomows mozna w przyblizeniu traktowac jako oscylator harmoniczny. Przejscie
miedzy dwoma poziomami oscylacyjnymi |m) i |n) jest dozwolone, jesli dipolowy moment przejscia miedzy
tymi poziomami, fi,,, jest niezerowy. Wielkos¢ ta wyraza sie wzorem

tmn = € (n|x|m) . (2.1)

Wyprowadzié¢ reguty wyboru dla przej$¢ oscylacyjnych (warunki, jakie musza spetnia¢ m i n, aby pi, # 0).
Wskazowka: Skorzystaé z formalizmu drugiej kwantyzacji.

Rozwigzanie 2. Przy uzyciu operatoréw anihilacji i kreacji zapisujemy operator potozenia:
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Obliczamy teraz dipolowy moment przejscia miedzy stanami |m) i |n):

h
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skad otrzymujemy
fmn 0 n=m=1. (2.4)

Tak wiec dozwolone sa jedynie przejscia ze stanu |m) do stanu |m — 1) lub |m + 1).

Zadanie 3. Sprawdzi¢, dla oscylatora harmonicznego, czy spetniona jest zasada nieoznaczono$ci Heisen-
berga dla potozenia i pedu.

Rozwigzanie 3. Musimy obliczy¢ wariancje operatorow potozenia i pedu. Przypomnijmy, ze wariancja
wielkosci A dana jest wzorem

o*(A) = (A?) — (A)°. (3.1)
Wielkosci (), (z%) i (p,) wyznaczyliémy na ¢wiczeniach:
() =0
(@)=L (n+l) . (3.2)
(pz) =0

Pozostaje wyznaczenie (p2). Mozemy to zrobic szybko korzystajac z operatoréw kreacji i anihilacji, jednakze
wystarczy zauwazy¢, ze energi¢ kinetyczng mozna wyrazic¢ jako

2
T = 2%, (3.3)
skad otrzymujemy
(p2) =2m(T). (3.4)
Srednia wartogé energii kinetycznej takze wyznaczylismy na ¢wiczeniach:
<T>=b;”=h;<n+;>, (3.5)
tak wiec
<pi> = hwm (n + ;) : (3.6)

Zasada nieoznaczono$ci Heisenberga dla operatorow potozenia i pedu ma postac
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o?(x)o?(py) }i <n (% Pe] n> = Z (3.7)



Obliczamy wariancje operatoréw potozenia,

i pedu,
1
o?(py) = hwm <n + 2) : (3.9)

i nastepnie ich iloczyn:
1 2
o?(x)o*(p.) = A? (n + 2) : (3.10)

Poniewaz n € N U {0}, iloczyn (3.10) najmniejsza wartosé¢ osiaga dla n = 0. W ogdlnosci mozemy wiec
zapisac
h2

)0 (pa) > (311)

a wiec zasada nieoznaczonosci jest spetniona.



