Chemia kwantowa B — zadania domowe

Zestaw 7. — odpowiedzi

Zadanie 1. Dla czastki w nieskoniczenie gtebokiej studni potencjatu o szerokosci L wyznaczy¢ pierwsza

poprawke do energii wynikajaca z potencjatu

Vo >0, xz€A= %%},
Vi(z) =0, reB=|0%U|% L],
00, re(AUB).

Jako zaburzenie przyja¢ prog potencjalu wewnatrz studni.

Rozwigzanie 1. Zaburzenie w tym przypadku ma postaé

N Vo >0, reA=|%
Vi(z) = ,
0, xe A

Obliczamy pierwsza poprawke do energii (|n) oznacza n-ty stan niezaburzony czastki w pudle)
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= — |(nr+sin— —sin— | = — — —sin —cosnm |,
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gdzie skorzystaliSmy z zaleznosci
. . a—03 a+f
sina — sin § = 2sin 5 cos 5

Korzystajac ponadto z faktow, ze

0, ne€{24;6;...},
. nw
sin — =141

5 , ne{l;509;...}
-1, ne{3;7,11;...

—_ -

cosnm = (—1)",

uzyskujemy ostatecznie

%, n € {2;4;6;...},
EV =34+, ne{l;59...},
5— ) Vo, ne{3T;11;.. ).
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Zadanie 2. (liniowy efekt Starka) Atom wodoru umieszczono w jednorodnym zewnetrznym polu elektrycz-
nym o natezeniu F. Zakladajac, ze pole jest rownoleglte do osi z uktadu wspétrzednych, tzn. przyjmujac,
ze zaburzenie dane jest wzorem

V =eFz=eFrcosb, (2.1)

obliczy¢ pierwsza poprawke do energii dla stanow n=11in = 2.
Wskazowka: Przy wyznaczaniu elementéw macierzowych zaburzenia skorzystaé¢ z wtasnosci symetrii har-
monik sferycznych.

Rozwigzanie 2. W ogolnosci funkcje falowe atomu wodoru maja postac
77Z)nl’rn(r) - Rnl(T)YEm(ev ¢)7 (22)
zatem elementy macierzowe zaburzenia dla n-tego stanu beda dane wzorem
R 00 T 27w ,
(ndm|V |nl'm'y = eF / 73 Ry (1) Rus dr / / sin @ cos O]V, (8; )Y (8; ¢)dOd. (2.3)
0 o Jo

Rozwazmy operacje inwersji, czyli odbicia w poczatku ukiadu wspotrzednych. Wprowadzmy operator
inwersji, .#. Oczywiscie operator zmienia wszystkie wspotrzedne kartezjanskie na przeciwne:

T — —T
7 y— -y (2.4)
z— —z

co w sferycznym uktadzie wspotrzednych przyjmuje postaé

r—r
I 0T —0 . (2.5)
=T+
Podziatajmy operatorem inwersji na zaburzenie:
IV = FleFrcos(0)] = eFrcos(m — 0) = —eFrcos(d) = —V, (2.6)

a wiec zaburzenie jest nieparzyste ze wzgledu na inwersje. Zbadamy teraz parzystos¢ harmonik sferycznych.
Harmonika sferyczna ma w ogolnosci postaé

Y™ (6; ¢) = C"P/™ (cos 0) ™. (2.7)
Dziatamy na harmonike operatorem inwersji:
TY™(0: ) = Y™ (1 — 0,7+ ¢) = C’[”Pl‘m‘ [cos (m — 0)]e™mmTe) = C’lmP)ml(— cos f)e e, (2.8)

Korzystajac z zaleznosci

P (—z) = (=)™ P (x) (2.9)
oraz '
m € Z = €™ = cosmg = (—1)" (2.10)
otrzymujemy A
IV (056) = (=) (0 6), (2.11)
a poniewaz dla m € Z |m| 4+ m jest liczba parzysta, stad
TY"(0:0) = (=1)'Y;"(0; 6). (2.12)
Tak wiec parzysto$¢ harmoniki jest okreslona przez liczbe kwantowa [. W catce <Ylm ’ cos 6 ’ l,m/> mamy

wigc iloczyn trzech funkcji o Scisle okreslonej parzystos$ci wzgledem inwersji. Oczywiste jest, ze aby taka
catka byta niezerowa, cale wyrazenie podcatkowe musi by¢ parzyste wzgledem inwersji. Jesli jest inaczej, to
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catkujac po calym zakresie zmiennych dostaniemy zero, bowiem funkcja przyjmowac bedzie doktadnie takie
same wartosci z obu stron poczatku uktadu, tylko z przeciwnym znakiem. Jak juz ustaliliSmy, zaburzenie
jest nieparzyste, a zatem iloczyn harmonik musi by¢ nieparzysty ze wzgledu na inwersje, czyli

(=) = —1, (2.13)
a wiec [ 4+ I” musi by¢ nieparzyste.
W stanie n = 1 mamy [ = 0, wiec od razu otrzymujemy
(100| V| 100) = 0, (2.14)
czyli efekt Starka nie wystapi:
EY =o. (2.15)

W stanie n = 2 mozliwe wartosci [ to 01 1. Tak wiec jedyne elementy macierzowe, ktére mogg by¢ nieze-

rowe, to w ogblnosci <200 ‘ 1% ‘ 21m> i <21m ’ 1% ‘ 200>. Czesci katowe tych elementow wynosza odpowiednio
(Y| cos 0]Y™) i (Y| cos 0]YY) Zauwazmy jednak, ze harmonika

Yy (6; ¢) = Cy, (2.16)
za$ czedé katowa zaburzenia, cos 6, jest z doktadnoscig do stalej réwna harmonice Y, :
Y(0; ¢) = CY cos 6. (2.17)
Zatem, korzystajac z ortogonalnosci harmonik sferycznych, mozemy zapisac:
(Y2l cos Y7} = CF {cos B]Y™) o (YYY}") 5 G, (2.18)

i podobnie dla elementéw (Y™|cos0|YY). Warunek m = 0 redukuje nam liczbe niezerowych elementéw
macierzowych do zaledwie dwdch, <200 ’ Vv ‘ 210> i <210 ‘ V ‘ 200>. Ostatecznie rownanie wiekowe dla stanu
n = 2 ma postac

g (200|V|210) 0 0
9 _
(210|V | 200) ES 0(1) 0 |_, (2.19)
0 0 —E; 0
0 0 o -—go
Pozostaje nam wyznaczenie elementow macierzowych
Vor = (200| V| 210) = (210| V| 200)". (2.20)
Wyznaczmy najpierw catke radialna:
J= /0 7° Roo(r) Rox (1) dr (2.21)
Potrzebne funkcje radialne maja postac
RQO(T> - W (2 - aLO) e_m 2.99
R21(7’> — %Teiﬁ 9 ( . )
2\/6&0

stad
r

1 o0 r
Jzi/ 4(2—> “ao dr. 2.23
SV5ai r o) (2.23)

Wprowadzamy bezwymiarowsg zmienng % = a’"—o:

ap [ 4 _% Yag
J=— X2 —-X dH = ——. 2.24
8\/3/0 ( )e V3 224
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Teraz obliczamy catke katows:

T 2w s
K = (Y| cos0]Y) = \/§/ / sin 6 cos® § dfdg = \/§/ sin 6 cos® § df) = @ (2.25)
47 Jo Jo 2 Jo 3
Ostatecznie otrzymujemy
Vor = e JK = —3eFaqg (2.26)
i
Vio = Vor = —3eFlap. (2.27)

Pierwsze poprawki wyznaczamy z rownania wiekowego (2.19):

—E{"Y  —3¢Fay 0 0
—3eFay, —-E 0 0 2
% o . s o |- [EP] [ESY + 3eFay| [ESY — 3eFag) = 0. (2.28)
42
0 0 o -—go

Oznaczmy pierwiastki réwnania (2.28) (czyli szukane pierwsze poprawki do energii) jako W;, i € {1;2;3;4}.
Otrzymujemy

Wi = —3eFag

Wy = 3eFag (2.29)
W3 =0

Wyi=0

Degeneracja zostaje wiec usunieta w potowie w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen. Wynik ten ma
bardzo ciekawsg interpretacje fizyczna. Jak wiemy, energia oddzialywania dipola z polem elektrycznym
Wynosi

&=—u-F=—pFcosa, (2.30)

gdzie
a=2(uF). (2.31)

Poréwnanie wzoru (2.30) z wynikami (2.29) prowadzi do wniosku, ze atom wodoru w pierwszym stanie
wzbudzonym zachowuje si¢ tak, jakby posiadat trwaly moment dipolowy o wartosci

[ = 3eag (2.32)

mogacy orientowaé sie réwnolegle (v = 0, & = W), antyréownolegle (a« = 7, & = Wj), badz prostopadle
(=0, & = Wsy) do kierunku zewnetrznego pola elektrycznego.

Zadanie 3. (dodatkowe) Znalez¢ wzor na trzecig poprawke do energii, Eff), w rachunku zaburzen Rayleigha-
Schrodingera.

Wskazowka: Przedstawi¢ druga poprawke do funkeji falowej,
snych niezaburzonego hamiltonianiu.

w,(f)>, jako kombinacje liniows funkcji wla-

Rozwigzanie 3. Ogoélny wzér na trzecia poprawke do energii jest nastepujacy:

ER) = (y0 |V |p@). (3.1)
Wprowadzmy oznaczenie X
Vie = (0" |V ) (3:2)

Tok postepowania jest analogiczny jak przy wyprowadzeniu wzoru na drugg poprawke. Najpierw rozwijamy
nieznang funkcje ‘¢7&2)> w bazie funkcji wlasnych niezaburzonego hamiltonianu:

[62) = 3 di [, (3.3)
k#n



przy czym suma nie obejmuje cztonu k = n. Wstawiajac rozwiniecie (3.3), wyprowadzony na ¢wiczeniach
wzor na pierwsza poprawke do funkcji falowej,

) v, .
) = 5 e ), a4

do réwnania
Bl + ¥ 2 = 59 87) 50|} £ ) o5

uzyskujemy

> dio [f = EP] [0) = 3 o [B” — B9 [0%) =

o0 (3.6)
— g _y E@) |0
=[5 -V]Y o o [47)+ B2 )
k#n £/n
Aby wyznaczy¢ nieznane wspotezynniki dy,, mnozymy réwnanie (3.6) skalarnie przez <@/)7(79) , m # n. Po
prostych przeksztatceniach otrzymujemy
VTL’IL
1)y
I = 75 0) > (oI; k(o> - (o)n 012 (3.7)
n — Em k#n Lin _Ek: [En —Em}
Tak wiec druga poprawka do funkcji falowej dana jest wzorem
Wcl%n
\W»=zz[ > i) (3.

'~ B [EY - B

ki I W

Wstawiajac poprawke (3.8) do réwnania (3.1) uzyskujemy ogdlny wzér na trzecie poprawke do energii:
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